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आधुनिक रेखागणित 
( MODERN GEOMETRY ) 
हिन्दी संस्करण प्रकाशित हो गये е 


МЕ (७चीं से १०वीं कक्षा तक पाठ्य ) 


ni Kanya Maha Vidyalaya Collection. 
TT RM Aer « ^ 


E, 
Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


` बेंगाल गवर्मेंट "ERI बंगदेश के उच्च अंगरेज़ी स्कूलों की ७ बीं, caf, & बीं व १० बीं 
कक्षाओं के लिए इसका बँगला do ¬ सं अनुमोदित ( कछ० THE, Te ( कल० WE, Te 
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ALGEBRA MADE EASY 


( MATRICULATION ALGEBRA ) 


हिन्दी-संस्करण 
(99 १० वीं कक्षा तक में पाठ्य ) 


ढाका कालिज के गणित के भूतपूर्व अध्यापक 
“अलजेत्रा मेड इंजी”, “माडने Reta”, “इन्टरमीडियेट अलजेत्रा” 
इन्टरमीडियेट सालिड ЛАЙ” आदि के लेखक 


अध्यापक कालीपंद बसु, Wo To 
द्वारा रचित टची 


: के०..पी० बसु लाइब्रेरी 
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अध्यांपक यतीन्द्रनाथ सेन 
वाइस-प्रिन्सिपल, कायस्थ-पाठशाला इन्टरमीडियेट कालिज 
इलाहाबाद 
: [ सप्तम संस्करण ] 
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अनुवादक के दो शब्द 


uu SIE b सन्तोष का विषय है कि हमारी शिक्षा-प्रणाली में देशी भाषाएं 
кулл, स्थान ЯН कर रही Ё संयुक्त-्रान्त आगरा और अवघ के 
सन्‌ .१९४२ ३० s d ae ЫА pen 
а = धा ^ x गणित 
A के उत्तर भी हिन्दी या उदू ही में देने होंगे । इसलिए के० 5 um 
GEBRA MADE EASY for Matriculation Students का यह हिन्दी 
SRA अकाशित करने Fae कारण Eq गत. ५० वषी में बीजगणित की; शायद 
ही कोई दूसरी gum भारतीय शिक्षकों और छात्रों में इतनी आदर से देखी जाती 
नदे जितनी बसु महोदय की रचना!" वे.सभी विशेषतायें जिनके कारण सूल अन्य उपयोगी 
र чеби सिद्ध हुआ है इस हिन्दी संस्करण में ज्यों की त्यो क्रायम्‌ऽरक्खी गई हॅ । 


= 


फलतः सूळ अन्थ के सभी प्रश्न अपने अपने स्थान पर आ गये हँ. और'-किसी प्रकार के 


. परिवतेन करने का व्यर्थ प्रयास नहीं किया गया है। Saut WERT) की भाँति इस 


पुस्तक की भाषा भी आदि से अन्त तक सरल रक्खी गई है। * 


ae पटना-विज्विद्याल्य में tiga के कुछ परीक्षाथी बीजगणित के у 
विषयों (Additional Course) की भी परीक्षा ку staples अतिरेक 


साधारण विद्यार्थी का कोई सम्बन्ध नहीं है इसलिए उक्त विषयों पर एक दूसरी पुस्तक 


प्रकाशित की जायगी। 
, Rr सम्बन्धी पिनो के इस प्रारम्भिक काळ में ies а 
में अत्यन्त सतके रहने की ज़रूरत है। इसलिए बीजगणिते अँगरेज़ी शब्दों के ae 
हिन्दी पारिभाषिक शब्द काशी-हिन्दू-विखविद्याल्य;" के भौतिक विज्ञान "के अध्यापक 
श्री निहालकरण सेठी डी० एस-सी०-्वारा संकलित तथा (नागरी-प्रचारिणी EE [रिमाषिक 
शब्द-कमिटी-द्वारा स्वीकृत ) “हिन्दी वैज्ञानिक शब्दावली, गणित विभाग” से { हँ 
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सूचीपत्र 
विषय : 
भूमिका 
पहला अध्याय 
(ug (Sign) : संकेत (Symbol) 
fas: संकेत bis sea AD 
` दूसरा अध्याय 
Z घनसूचक च ऋणसूचक राशियां 
(Positive and Negative Quantities) 
विपरीत गुणसूंचक सजातीय राशियाँ 555 Е 
. धनराशि व ऋणराशि प. com 
तीसरा अध्याय 
साधारण 'चार नियम 
(Four- Simple Rules) 
जोड़ (Addition) ó sz; НА 
बाही अथवा घटाना (Subtraction) 5८0 i 
कोष्ठक रखना, कोष्ठक खोलना --- < m 
गुणन (Multiplication) ED or ace 
भाग (Division) sR या ox s at 
विविधप्रश्रमाळा I dictis E 
चौथा अध्याय 
सरळ सूत्रावळी ओर उसका प्रयोग 
(Simple Formule and their Application) 


{э 
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> З विषय ` 
पाँचचाँ अध्याय 
RS समीकरण 
(Simple Equation) 
सरल समीकरण 


छठा अध्याय 


чачта Te समीकरण सम्वन्धी प्रश्नावली 
(Problems leading: to Simple Equation) 


सांकेतिक वाक्य (Symbolical Expression) 
सरळ प्रश्नावले (Easy Problems) 


सातवाँ अध्याय 
बिन्दु -अ'कित करवा. (Plotting of Points) 
a “= रेखाचित्र (Graphs) 

. भूमिका 
वर्गाकित कारज़ (Squared Paper) > ers 
विविध wana П = : 

आठवा अध्याय. 

कठिन जोड़ व बाळी... 


(Harder Addition and Subtraction) 


जोड़ 
बाकी 
। नवाँ अध्याय 
| कठिन गुणन . (Harder Multiplication) 


- कठिन गुणन 
विरिति गुणकप्रणाली (Method of Detached Co efficients) 
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Ї {©{ od 

| विषय © K 3 "d y uo पृष्ठांक 

| GSAT अध्याय 3८० шше" 

| कठिन भाग (Harder Division) 

| कठिन भाग MU Qs A ००० ess १२७ 

1 असम्पूण भाग (Inexact Division) e. soe 555 १३४ 
विश्लिष्ट गुणक रीति से भाग (Method of Detached Co-efficients) Bu EU 


ग्यारहवां अध्याय.. 
बीजगणितोय सूत्र ओर उनको रेखागणित द्वारा प्रकट करना 


(Formule and their geometrica! representation) 


| सूत्रों का प्रयोग (Application of Formulæ) >= ove e १३६ 
बीजगणित के सूत्रों को रेखागणित द्वारा हल करना --- et 2 99 


атай अध्याय . 
सरल गुंणनखंडीकरण (Simple Factorisation) 
| परिभाषा lg ० ० 7 ace १५१ 
| गुणनखंड निकालने का सरल नियम 5 ө e १५२ 
तेरहचा अध्याय 
सरल तादात्म्य (Easy Identities) 


सरल तादात्म्य (Easy Identities) = ore ००० FEY १६४ 
| विविध प्रक्षताला ШІ ००० EP see ND १७१ 
28 ` चौदइवां अध्याय 
| : ^ महत्तम समापवतेंक (Highest Common Factors) 
| महत्तम समापवतेक गुणनखंडीकरण द्वारा 25 8 see e १७७ 
पन्द्रहचा अध्याय 
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सरल बोजगंणित 
भूमिका 


1. चीज़ों की ठीक साप करना, और उसे संख्या-द्वारा प्रकर करना 
निन्नलिखित उदाहरणों से अच्छी तरह समम्हाया जा सकता है :- 


(1) किसी कपढ़े के टुकड़े को लम्बाई माळूम करने के लिए 
कसी z 4 हस यह देखते हैँ कि 
एक छोटी लम्वाई, जैसे हाथ, उस कपड़े की लम्बाई में कितनी बार शामिल है। i 


(2) इलाहाबाद से कानपुर तक की दूरी साळूम करने के लिए जानना पढ़ता है दि | 
पुर तक की दूरी साठूम क इता है कि 
एक छोटा फ़ासला, जिसे सील कहते हैं, इसमें कितनी बार शामिल Š | ; 


(3) किसी रक्कम की जमा तभी माळूम पड़ती है जव यह पता छगता कि 
रक्कम, जिसे रुपया कहते हैं, उसमें कितनी वार शामिल है। . O x 


(4) एक बोरा चावळ का वज़न माळूम .करने के लिए उससे 
) एक ; ; एक छोटा वज़न 
सेर कहते हैं उसमें कितनी वार शामिल है, यह जानना पढ़ता है! Eo 


ऊपर दिये उदाहरणों से यह स्पष्ट होता है, कि जो संख्या यह बतलाय कि किसी 
वस्तु में उसी पदार्थ का एक छोटा परिमाण कितनी बार शामिल है, उस संख्या के द्वारा 
उस पूर्ण वस्तु के परिमाण का निर्णय होतां है। इस छोटे परिमाण को इकाई (unit) और 
वह पूरी वस्तु में कितनी बार शामिल है, यह जतानेवाली संख्या को उस पूरी वस्तु की 
संल्यात्मक WIN (numerical measure) या केवळ माप अथवा परिमाण (measure) 
कहते EI i j 

और यदि, हमें यह वात माझम हो कि किसी कपड़े को लम्बाई | 

„ ЖУ 10 हाथ, या 

से इलाहाबाद की दूरी 120 मील, या किसी रक्रम की जमा 500 रुपये, या ए 
चावल का वज़न 95 सेर है, तो हाथ की इकाई के हिसाब से कपड़े की लम्बाई का माप है 10; 
= шд के ply से कानपुर से इलाहाबाद के फ़ासळे की माप है 190 ; रुपये की 
इकाई के हिसाब से रक्कम की कुल जमा की माप हैं 500; और सेर at इकाई 
चावल के वज़न की संख्या है 95. ; | E d 


Cu 
SM 
7 
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किसी वस्तु में उसी पदार्थ की कोई इकाई कितनी दफ़ा शामिल है, यह जतानेवाली 
संख्या के द्वारा उस वस्तु का परिमाण बताया जाता है, इसी कारण ऊपर दिये गये उदाहरणों 
से कपड़े की लम्बाई 10 द्वारा, कानपुर से इलाहाबाद का फ़ासछा 190 द्वारा, रक्कम की 
जमा 500 द्वारा और चावल के.वज़न.की संख्या 95 द्वारा प्रकट की गयी है। 
टीका 1. 'पाउंड की इकाई में fers का परिमाण 30 है, 'मील की इकाई में 
फ़ासले को माप 25 है”, इत्यादि वाक्यों दारा T€ माळूम होता हे कि एक पाउंड को इकाई 
मानने से किसो रक्कम की संख्यात्मक माप 30 Š [ अर्थात्‌ पाउंड की इकाई उस रक्कम में 
80 बार शामिल है, या मील को इकाई मानने से किसी was को माप 25 है अर्थात्‌ 
फ़ासले के अन्दर मील की इकाई 25 बार शामिल. है. ] । 
टीका 2. यह साफ तौरपर समक लेना चाहिए कि एक ही वस्तु उसी भाँति की 
भिन्न भिन्न इकाई मानने, से भिन्न भिन्न संख्याओं द्वारा प्रकट को जा सक्रती है। जैसे 
“एक फुर? को इकाई मानकर 10 फ़ुट को लम्बाई को 10 द्वारा प्रकट करेंगे, किन्तु दो फ़ुट की 
लम्बाइ को इकाई मानने से वही 10 फ़ुट लम्बाई 5 द्वारा प्रकट होगी | 
उदाहरण 1. लम्वाई की इकाई एक फुट होने से 5 गज़ 2 फुट को लम्वाई का 
परिमाण कितना होगा ? 
5 गज़ 9 फुट अर्थात्‌ 17 फुट. के अन्दर लम्बाई की इकाई [ अर्थात्‌ एक फुट ] 
17 बार शामिल हवै।. ` 
इसलिए 5 गज़.9 फुट की माप = 17 हुई । 
: उदाददरण.2. डेढ़ मिनट समय यदि 80 द्वारा प्रकट किया जाय. तो समय की 
इकाई कितनी मानी गई है ? 
j . 8$ मिनट = 90 सेकंड 
इस कारण माळून होता है कि.90 सेकंड के अन्दर समय की इकाई 30 वार सम्मिलित 
है, अर्थात्‌ 30 समय की इकाइयाँ मिलकर 90 सेकंड के बराबर हैं। i 
इसलिए समय को इकाई = 90 सेकंड का उ भाग, अर्थात्‌ 3 सेकंड । 


प्रश्माला | 
1. यदि वज़न की इकाई एक सेर हो तो 9 मन 90 सेर का परिमाण कितना होगा ? 
2. 10 सेर को इकाई मानकर 2 मन 20 सेर का परिमाण निकाळो। _ 
8. यदि 360 मील के फ़ासले को 30 संख्या द्वारा प्रकट किया जाय तो फ्रासळे की 
इकाई कितनी होगी ? 
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= f m दहे यादे 45 Wem द्वारा प्रकट की जाय तो फ़ासले की इकाई कितनी होगी १ 
कितना होगा ? < 400 रुपये 16 संख्या द्वारा प्रकट किये जायं तो 295 रुपयों का परिमाण 


_ 6. Tg ६ इंच की लम्वाई यदि 29 
संख्या में वताओ। ई यदि 29 द्वारा प्रकट की जाय तो 4 फुट की लम्बाई 


7. 3 घंटे 45 मिनट का 
बतलाओ। समय यदि 5 द्वारा प्रकट किया जाय तो समय की इकाई 


E IET की इकाई यदि 15 सेकंड मानी जाय तो 60 संख्या द्वारा = समय 
ढा AE w ama झि 
š А x чы ane due 85 द्वारा प्रकट किया जाय तो. क्षेत्रफल 

В NN шш! D 10 पाउ० 9 Rre 6 Ho को 97 द्वारा प्रकट करें ? 
сш A z: ° 8 पॅ० हो तो 7 पाउ० 13 Ёо 4 do रक्कम का 
E ue ice. इकाई यदि 5 र० 11 आ० 9 पा० हो तो 51 ke 4 आ० 6 पार 
see भि वज़न की इकाई 23 सेर 5 छटाँक हो | तो | 16 संन 19 सेर का परिमाण 
र ह ты करे तो 45 रुपये का परिमाण 
इकाई = I M ल ss 

і न 10 घ० 96 Ho समय को 19 

итле 3: कम समय को इकाई Се पक oe i 
x 2 ur में पहली इकाई से दूसरी इकाई 6 घंटे 54 मि० 47 से० अधिक 
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2. राशि या मात्रा (Quantity): कोई भी वस्तु, जो संख्या द्वारा प्रकट को 
जा सके, राशि या मात्रा (quantity) कहलाती Š 1 

इसलिए समय, वज़न, रुपया, फ़ासला या दूरी आदि में से प्रत्येक को राशि कहेंगे, 
क्योंकि वे संख्या द्वारा प्रकट किये जाते ë । 

बीजगणित: में राशि द्वारा अक्सर अभिन्न (integral) अथवा RTA (fractional) संख्या 
भी सममी जाती है । 

रीका। "uRP और ет” दोनों शब्द एक ही अथ में काममें लाये जाते हैं, परन्तु 
उनमें भेद प्रकट करने के लिए वज़न, रुपया, दूरी आदि राशियों को अन्वित राशि 
(concrete quantity) और अभिन्न अथवा भिन्न संख्याओं को केवल शुद्ध राशि (abstract 
quantity) अथवा संख्यात्मक राशि (numerical quantity) कहते & । 


3. अंकगणित की तरह वीजगणित भी संख्या-शास्त्र है, भेद केवल इतना ही है कि 
अंकगणित में संख्यायें १, २, ३ (अंगरेज़ी में 1, 2, 3) आदि द्वारा और बीजगणित में 
प्रायः वर्णमाला के अक्षर, यथा क, ख, ग......ळ, ७, ८......अथवा а, B, y आदि द्वारा 
प्रकट की जाती है, इस लिए अंकगणित के नियम वोजगणित में पूर्ण रूप से काममें जाये 
जा सकते .हैँ। . 


टीका | प्राचीन काल के हिन्दुओं ने अंकगणित को तरह बीजगणित में भी बहुत 
सी नई बातें निकालकर इसकी उन्नति को थी। उनके काममें लाये हुए बहुत से पारिभाषिक 
शब्द आधुनिक बीजगणित में भी हमेशा काममें आते हैं । हिन्दुओं से अरब के विद्वानों ने 
बीजगणित सीखा और उन्होंने उसका “अंल-जबर-उल-मुक़ाबछा” नाम रखां। . अरब से यह 
शास्त्र ўа पहुँचा और वहाँ үз. (Algebra) काने SM इस समय इसका यही नास 
चल पड़ा है 1 
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पहला अध्याय | zi 
चिह्न (Sign): THT (Symbol) 


4. eg (Sign): संकेत (Symbol): a, b, ० आदि अक्षर जो कि संख्याओं 
के लिए इस्तेमाल होते हैं; +, -, », + आदि fre जिनके द्वारा गणित की क्रिया 
वतलाई जाती है; और '.', .*., = ‚... आदि संक्षिप्त संकेतों (abbreviations) को 
बोजगणित के संकेत (algebraienl symbols) कहते & 

क्रियासूचक fast (symbols of operation) और संक्षिप्त संकेतों (symbols 
of abbreviation) 3i भेद करने के लिए अक्षरों को बीज अथवा राशि या मात्रा-संकेत 
(symbols of quantity) कहते & । 

5. जोड-, खंकळन या arg (Plus sign): ‘+? ऐसे fae को 'धन', 
कहते हैं, और यह यदि किसी संख्या के पहले геп जाय तो यह सममना चाहिए कि इस संख्या 
को उससे पहली संख्या फे साथ जोड़ना होगा। यथा, ८५-० द्वारा यह सममा जाता है कि 
b द्वारा जो संख्या सूचित होती है वह а द्वारा सूचित संख्या के साथ जोड़ी जायगी, इसलिए 
यदि ०=5 और ४०३3 हो, तो ०+४=8 ANI और '८--5--7 यह बतलाता है कि 
b द्वारा सूचित संख्या को а द्वारा सूचित संख्या के साथ जोड़कर योगफल को ० द्वारा सूचित 
संख्या के साथ जोढ़ना होगा। ale a, 8, ० का सान 5, 8 व 2 हो तो а+ь+с= 
10 होगा। 

6. घटाने का चिह्न (Minus sign): “-? इस चिह्न को ऋण कहते हैं। यह 
किसी संख्या के पहले रक्खा जाय तो उससे यह सूचित होता 8:59 संख्या को उसके पूर्वे की 
संख्या से घटाना होगा। जैसे '&-४? द्वारा सूचित होता है कि द्वारा सूचित संख्या को 
a द्वारा सूचित संख्या से घटाना होगा। इसलिए यदि ०=8 और ४-४ हो तो ०-४=5. 


'a-b-c8 чын होता है कि, ० से जो संख्या जानी जाती है उसे ८ से जो संख्या मालम 


होती है वह घयकर, जो अंतरफल निकले उस से ८ द्वारा सूचित संख्या को घटाना द्दोगा। जैसे, 
в b, ० का मूल्य यदि क्रमशः 8, 3, 1 हो तो ८ —b -० का मूल्य 4 होगा। 

टीका । यदि कडे dem धन या ऋण चि द्वारा सम्बन्धित हाँ तो बाई' ओर से 
आरम्भ करके चिह द्वारा सूचित हिसाब करते हुए दायें को चलता होगा। जैसे, ०-४+८ 
द्वारा सूचित होता है कि पहळे ४ द्वारा सूचित संख्या को ८ द्वारा सूचित संख्या में से घटाकर 
जो बाक्की वचे उसके साथ ० द्वारा सूचित संख्या को जोड़ना होगा। 
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7. टद्वि-अर्थक-चिद् (Ambiguous Sign) अथवा धन या ऋण चिह्न (sign 
plus or minus): ‘+’ इस RE को закї चिह्न कहते हैं, और यदि यह चिह्न किसी 
संख्या से पहले те जाय तो उससे यही सूचित होता है, कि यह संख्या उसकी पूर्व संख्या 
के साथ या तो जोड़ी जायगी या उसमें से घटाई जायगी। जैसे, यदि a और का मान 
7 और 9 हो तो a ऊ b से या तो 9 या 8 सूचित होगा । . 


8, भेद fag (Sign of Difference): '— इस fag को भेद Pag कहते हैं, 
और यदि यह चिह्न दो संख्याओ के बोच रक्खा जाय तो इससे यह सूचित होता Š क्रि इन 
दो संख्यां में से जो संख्या वड़ी है, उसमें से दूसरो संख्या को जो कि छोटी है घटाना होगा । 
इसलिए यदि а और b का मान 5 और 8 हो तो a—b का. सान 8 होगा I 


9. Wort fag (Sign of Multiplication) : ‘x’ fag को शुणन चिह्न कहते 
हैं और दो राशियों के वीच में रखे जाने पर सूचित होता है कि इस चिद्द की दाहिनी ओर 
को रारि से वाई ओर की राशि को गुणन करना होगा। जैसे ८ द्वारा सूचित होता है 
कि ४ द्वारा सूचित राशि से а द्वारा सूचित राशि को mU होगा; इसलिए ७ और ४ का 
मूल्य यदि 5 भौर 3 हो, तो “ax द्वारा 5 ५3 =15 सूचित होया I 

गुणन fug द्वारा मिलित यदि दोनों संख्यायें ऐसी हॉ कि (1) इनमें से दोनों 
अक्षर द्वारा सूचित हों, (2) अथत्रा पहली राशि अंक द्वारा और दूसरी राशि अक्षर द्वारा 
प्रकट की जाय तो इन दोनों हालतों में गुणन Re अक्सर उड़ा दिया जाता Š, यथा 
“a x b° के लिए ‘ab’, और '4 x a' के लिए ‘40’, लिखा जाता है। ध्यान देने को बात है 
कि 8 x 8° के लिए 88 नहीं लिखा जा सकता, कारण अंकगणित के अनुसार 88 = 80 + 9'. 

कभी कभी गुणन चिह की बजाय एक विन्दु () रख देते हैं। जैसे ८:८७, 524 के 
लिए ab, और 5.4 लिखते हैं। दशमलव बिन्दु (decimal point) से इसका भेद 
प्रकट करने के लिए यह कुछ नीचें लिखा जाता है, और दशमलव बिन्दु कुछ ऊपर लिखा 
जाता है; जैसे '5.4' से मतलब है 5%4 अर्थात्‌ 4२४ गुणा; लेकिन “рч? पांच 
дшн 4 है। ` 

10. भाग का चिह्न (Sign of Division) ; ‘+? इसको भाग का चिङ कहते हैं, 
और यह चिह यदि दो अंकों के बीच में wer जाय तो यह सूचित करेगा कि बाई' ओर 
लिखे हुए अंक को दाहिने ओर के अंक से भाग देना होगा। जैसे ८+१' द्वारा सूचित 
होता है किं w द्वारा सूचित अंक में Ф द्वारा सूचित अंक का भाग देना होगा। और 
7-8 + ० द्वारा सूचित होता है कि ० द्वारा सूचित अंक को ४ द्वारा सूचित अंक द्वारा भाग 
करके भजनफल में ८ द्वारा सूचित अंक का भाग देना होगा । : | 
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टीका । यदि कई अंक गुणन व भाग के चिह द्वारा एक दूसरे से मिले हों तो 
alg ओर से आरम्भ करके चिह्न द्वारा सूचित क्रिया कमरा: करनी होगी। जैसे ८२ ७-८ 
में पहले a द्वारा чча अंक को b द्वारा सूचित अंक से गुणा, करके गुणनफल में 
c द्वारा सूचित राशि का भाग देंगे। इसी प्रकार 2+ o में पहले a द्वारा सूचित राशि 
में ७ द्वारा सूचित राशि का भाग देंगे और भजनफल को ० द्वारा सूचित राशि से गुणा 
करेंगे। “+b को प्राय: > ऐसे भी लिखा जाता है, इसलिए ८५-४” और A इन 
दोनों का अर्थ एक ही है। 

11. व्यंजक अथवा राशिमाला (Expression): पद्‌ (Term); गणित के 
करियाचिह, अक्षर अथवा अंकसमूह का चाहे जैसा भी सार्थक संग्रह हो, उसे बीजगणितीय व्यंजक 
अथवा बीजगणितोय राशिमाछा (algebraical expression) कहते हैं। कभी कभी 
इसे सिफ राशि कहते हैं । 

राशि के जो जो अंश धन (+) अथवा ऋण (-) चिह द्वारा एक दूसरे से 
हों उनमें से cee अंश को पद (term) कहते हैं। जैसे '5a+ab+cxd- 
8० x f-- g? व्यंजक में 5a, ab--o x d और 8८%/-+0 ये तीन पद हैं । 

व्यंजङ दो प्रकार के हैं, सरल (simple) व मिश्र (compound) ! जिस व्यंजक 
में केवळ एक ही qz हो (अर्थात्‌ जिसमें कोई अंश “--? या “-? चिह द्वारा जुडा न हो) 
उसको एकपद्‌ (0001000191) या सरळ राशि कहते हैं, जैसे, Sab, 5०--८॥ जिस व्यंजक 
में एक से अधिक पद हों उसको मिश्रव्यंजक कहते हें जिस व्यंजक में दो पद हों उसको 
द्विपदी (binomial), जैसे 9a--35; जिसमें तीन पद हाँ उसे त्रिपदी (trinomial), जैसे 
а+ bo + Зејд ; और तीन से अधिक पदवाले व्यंजक को बहुपदी दच्यंजक (polynomial 
or multinomial) कहते & । 

12. बरावरो का fag (Sign of equality) : ‘=’ ऐसे चिह्व।को समानता का 
चिह कहते ё किसी दो राशि के बोच में यह चिह रहने से यह जाना जाता है कि दोनों राशियां 
एक दूसरे के बराबर Š जैते btema (b और ० का जोड़ बराबर है ८ के, इससे यह सूचित 
होता है कि b व ० द्वारा सूचित संख्याओं का योगफल ८ द्वारा सूचित संख्या के बराबर है) । 


उदाहरण 


टीका 1. 'a-bxc और a- bo इन दो राशियों का फर्क जानना चाहिए । 
पहली राशि यह प्रकट करती है कि a द्वारा सूचित संख्या को b द्वारा सुचित संख्या से भाग 
देकर भजनफल को ८ द्वारा सूचित संख्या से गुणां करना. होगा । दूसरी राशि द्वारा यह 
सूचित होता है किव ० द्वारा सूचित . दोनों संख्याओं को गुणा करके गुणनफल से а द्वारा 
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सूचित संख्या को भाग करना होगा । इसलिए यह देखा जाता Š कि अनेक संख्याओ के 
बोच में यदि गुणन चिद्द न दिया हो तो उन संख्याओं को एक ही संख्या समझना चाहिए ! 

टीका 2. यदि किसी व्यंजक का मूल्य निकराल्ता हो तो उसके अन्दर जितने भिन्न 
भिन्न पद हैं उन प्रत्येक पद (егш) का मूल्य 10 वें नियम को टीकानुसार निकालकर तब 6 ठे 
नियम की टोकानुसार सारे संयुक्त पद का सूल्य निकालना होगा। जैसे '८>०-०--१>& 
+/х इस संयुक्त पद का मूल्य निकालना हो तो पळे axb, ०+ ५९, fxg इन 
तीन परं का मूल्य निकालना होगा, फिर पहले पद के qeq से vut पद के मूल्य को घटाकर 
जो वाक़ी बचे उसक्रे साथ तीसरे पद को जोड़ना होगा । 

ऊरर दिये हुये नियमों को नीचे हल किये उद्दाहरणों द्वारा स्पष्ट किया गया है 1 


उदाहरण 1. यदि 6०9, ४०3, ०=5 हो, तो ४०+ 89 + To का मूल्य निकालो । 
66718 २ 65० 68 २ 25 10 ; 


8b=8xb=8x3=24; i 


To '1 xo 7x 5-35, 
, Sa+8b+To=10+94 + 85 
= 34+ 85 — 69, 
उदाहरण 2. यदि ७०8, ४०85, ००१ हो, तो 6a — 55-- 4० का मूल्य निकालो t 
6656 % 65 6< 8548 ; : 
5b=5xb=5x5=95 ; 
40=4x0=4x9=8. 
१७ 6a-5b+40=48-95+8 
: š =93+8=31. 
उदाहरण 3. यदि m=3, л 
का सूल्य निकालो 1 T 


-बीजगणितीय क्रिया का क्रम वाई' से दाहिनी ओर होता है, इसलिए पहले 77 को 
Ən से भाग देकर, भजनफळ को 8४ से गुणा करना होगा, और अंत में इस शुणनफळ को 
39 द्वारा भाग करने से मूल्य प्राप्त होगा । He Ra à; Р 
=m Tx9 8. 
Sm наета: 
(2) Fx 8t=$x8x9=3x4x9 ; 
.9x4x90 
(8) ह २ 4 २९ 9-+ 30) 55 बुआ = 9, 
इसलिए हिसाब,का जवाब = 9. . 


77, t=9, v=4 हो, तो 7m-- 9 85-30 
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उदाहरण 4. यदि ७०1, 8०9, ००३, d-6, e=5, f=0 हो, di 


abo-d--bxa-t def b--axo-d--bo का aga निकालो । इस दिये हुए व्यंजक में 
पाँच पद हैं, abo, d--bx a, def, b+ax c और ८+ bo. 


अव (1) abc-axbxo-1x9x9-6; 
(2) à--bxa-6-9x1-3x1-8; 
: (3) def=dxexf=6x5x0=0; 
6-5 |. ^ (4) b+axc=9+1x3=9x3=6; 
. d 6 
(5) d+be= pup | 
इसलिए जवाव=6-3+0+6-1=3+6-158. 


प्रश्नसाला है = 
S 2. 


यदि a=8, ४०9, ००4 हो, तो निम्नलिखित राशियों की संख्या निकाछो : 

1. р+оха. 2. a-bXe, " 9. a--cxb. 
4 dtd. |. 5. a-8xb. ` 6. a--8b. 

7. a-c+b. 8. bac. 9. 3a—4c-X9b. 
10. a-c-bta*c. ` 11. ate+9xb, 12. &+०+98.' 
18. 5a--2c. 14. 5a+2xo. 


18. 4bc-at4xb+ce+2b. 16. 80--oxab-r80--cax b. 

17. 3ca--16b-t6a--18xb—a--9exo-bx4, / 

(18. 48a+c+b%x6+40—8a+20+4x3+bxX84+6b+a+9%X0+3X5. 
यदि # = 9, = 3, == 4, ०=0, 7= 7, = 10 हो, तो निम्नलिखित राशियों की 
संख्या निकालो: . "cw Ur E 
«19. 8т- Зр-+тт+ах 3" + 58+9хр.. ; 
20. s*6+5m x 8p+ 162. : 

91. тим + 648 — 3s +m-r n. 4r-- 9p x бт. . uh 
29. Sxr--6Xs-- 1X p—8rs--m--3X n-- 75 + 5m--9r x T. 


93. 4 x Pom = 8 x Dmm 9 x р-п. 
p 2 n.. m 


lirtn 14s +4n+ 2p 

24. EO *q x 2pm + "img 7 
f . = + Pid 
og, 27728 _ 4p—8n | 9p 3m, ^ 


q+? qtr qtm 
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13. शुणनफल (Product): VARE (Factor) : दो अथवा दो से अधिक 
संख्याऑ को एक के बाद एक गुणा करने से जो संख्या निकलती है उसको उन संख्याओं का 
TOMES कहते हैं, और उन dem में से प्रत्येक को उस गुणनफल का गुणनखंड कहते Ed 

जैसे 3 x 5 x 7=105 है, इसलिए 105, '8, 5 व 7! का गुणनफल है, और 3, 5 च 7 
में से प्रत्येक अंक 105 का गुणनखंड है । इसी प्रकार 3, а, b, c में से प्रत्येक राशि 3०४० का 

है, क्योंकि 3abz-3xaxbxz 


14. गुणक (Co-effieient) : किसी बीजगणितीय सरल राशि के que जो 
गुणा करनेवाला अंक या अक्षर या अंक व अक्षर दोनों रक्खे जाये, वे उस सरल राशि के 
राणक कहलाते है। जैसे 567० सरल राशि में 5, abo का गुणक, '5', ‘bo’ का गुणक; 

© च ४०३, c का गुणक है 3 

कोई गुणक यदि केवळ अंक हो उसे अंकगुणक (numerical co-efficient) कहते = , 
जैसे 5०४० में 5 इस सरळ राशि का अंकगुणक है । किन्तु गुणक यदि केवळ अंक न हो तो 
उसे आक्षरिक गुणक (literal co-efficient) कहते & । जैसे баро राशि में, be का गुणक 
‘Sa’, अथवा c का गुंगक 508? दोनों आक्षरिक गुणक Š 

टीका | यदि किसी सरल राशि के पहले कोई अंक गुणक रूप से न हो तो “1? ही उस 
राशि का अंकगुणक समझना चाहिए | 


15. घात (Power): घातांक (Index or exponent): किसी संख्या को 
उसी संख्य़ा::द्वारा बार बार, गुणा करने से जो गुणनफल प्राप्त होता है, उसको उस संख्या का 
या जैसे аха, ахаха, ахахаха आदि ‘a’ के भिन्न भिन्न 
घात 

axa को a का द्वितीय घात या वर्ग कहते हैं, और उसे a? लिखते हैं, 
ахаха को a का तृतीय घात या घन कहते हैं, और उपे o? लिखते हैं, “a x a x a x G 
को ४ का चतुर्थ घात कहते Ё, और उसे a‘ feud हैं, आदि। इसी प्रकार 
GXGXGXGX.... वारः को а का пч कहते E और उसे ८" लिखते Ë । 
संख्याओं का घात लिखने के इस नियम से यह जाना जाता है, कि घात उस संख्या को 
कितनी वार गुणा करने से मिला है, यह प्रकट करनेवाला अंक संख्या की दाहिनी ओर 
छोटी लिपि सें थोड़ा सा ऊपर को लिखते हैं [ जैसे ८? का द्वितीय घात ‘axa’ के अन्दर 
८ दो «ЕП दै, इसलिए उसको a? लिखा जाता है ]। संख्या का घात बतलानेवाले 
इस छोटे अंक या अक्षर को उस घात का घातांक कहते हैं। जैसे ०१, ४, ८5, а" ЧЇ के 
2, 3, 5, m घातांक हैँ | 
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दीका। at कोका वर्ग, aš को ८ का घन, at को а का चौथा घात.......८९ 
को ८ का па आदि पढ़ा जाता है। को ८ का पहला घात कहते É, इसलिए 


E को al मानना चाहिए। जब घातांक 1 होता है, तो वह लिखा नहीं जाता । 


16. गुणनफल के प्रत्येक अक्षर गुणनखंड को उसकी ATA (dimension) कहते 
ह, ओर अक्षरवाळे युणनखंडों की संख्या को गुणनफळ का घात (degree) कहते हैं। जैसे 
y की आठ मात्रायें & कारण यह axaxaxuxaxuxarxy के बरावर है, 


v इसलिए इसका घात. भी 8 है, और इसको आठ मात्रा की एक राशि कहा जायगा। 


इसो प्रकार ८७२८५५ की 19 मात्रायें हैं; और यह एक.19 घात की राशि है। 
गुणनफलों के किसी अंकगुणक को मात्रा के रूप में नहीं माना जाता। जेते ४०७१८३ 
और ८१०3 दोनों की मात्रा 6है और घात भी 6 है। यदि किसी बीजीय व्यंजक के 
भिन्न भिन्न पद भिन्न भिन्न मात्राओं के हों, तो जिस पद में मात्रायें सबसे अधिक हो उसकी 
मात्रा को SANE का घात (degree of the expression) कहा जाता है | 


17. जिस व्यंजक के सव पदों की मात्रायें एक दूसरे के बराबर है उसको 
समघाती (homogeneous) व्यंजक कहते हैं। जैसे 53४ - 7८१४८ + 852८४ WAG 
समघाती है, कारण इसके प्रत्येक पद की मात्रा 4 है 1 


18. फल (Function): AS (Variable): एक अथवा एक से अधिक 


Sume किसी वीजीय व्यंजक अथवा पद्‌ को उस अक्षर अथवा अक्षरसमूहों का फल 


(Function) कहते हैं, जैसे 2°+52+8, c का फल है, ८१-५- ८७4५-०४, a और b 
का फल है; a+b? +c + 260०, a, b व ० का फल है, 5०१४८०, а, b, c और d का 
फल ६, आदि | 

फलके अक्षर या अक्षरसमूह्‌ को चल (variable) कहते І जैसे ४१ +5८५ + ४ 
एक फल है और z और у इसके चल हैं । 


उदाहरण | 
उदाहरण 1. यदि ७०३ हो, तो ८5 - ба का मूल्य निकालो I 
अब  a'-axaxaxaxa 
—3x8x3x8x8-9243; g: 
और ба=5ха : 
=5x3=15. 
इसलिए मूल्य = 243 — 15 = 298. m 
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उदाहरण 2. यदि 654 हो, तो 20° – 5a" का मूल्य निकालो 1 
अब 905 =9 хахахахаха 
=9х4х4х4х4х4=9048 ; 
और ба? =5хаха=5х4х4-=80. 


इसलिए मूल्य = 2048 – 80 = 1968. 
573 
उदाहरण 3. यदि 659, ४०3, ०-4, d=5 हो, तो 2700 का सूल्य निकालो । 


axaxaxaxgax bx bx 9 १५८० 
दो इराण r 
3x9x9x2x9x8x8x8x5 
4х 4 
=2 x 3 x 3 x 3 x 5 =270. 


प्रश्नसाला 3 
यदि a=8, Ь= 19, 024; m = T; n=5, $79, y=3 ©, а निम्नलिखित 
व्यंजकों का हिसाब निकालो : 


1. 32४. 2. Ta? +b. . 9. . 907 Tn? 5 : 
4, 8097 —azy?. 5. 5с°-+3а°. 6. Tiny + mn ud 
7. 6०-6५, 8. 9०352८ + Sn my? — b? y x 


9. 2z?b--a!b*. . 10. 3ce"z*--a"y?, 
11. यदि y=8 हो, d y*—65y*--66y? — Aly + 40 का मूल्य fester ! 
12. यदि 2-75 हो, तो 84 + 6१ + 112? + 132+ 29 का सूल्य निकाली । 
19. यदि а= $ हो, तो 15a? - 340+ Ta— 4a? + 355 - 3 का सूल्य निकाली । 
14. "fim-968l,d! 93 +90m + T6m5 — 199m? + 95798 का सूल्य निकालो। 
15. यदि y=3'4 हो, तो 5097 -519* + 35 — 56395 - 19 का सूल्य निकाळो। 
10. यदि m=1`875 हो, तो 64%! ९ - 55п + 3270 — 191n? + 64n? — 4n 
+79 का हिसाब निकाली । 

а? +b? + ०१ — 86४० का सूल्य निकालो, 
17, जब 6२529, 8-94, 6-97. 

' 18. जव a=5'625, b=3'695, c—4'695. 
19. 59 ८4५५१, b=51%, c=583, 
20. जब ८=1667, ४= 1674, c= 1659. 
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19. सूल (Root): किसी संख्या का ай (square) अथवा द्वितीय घात (2०4 
power) यदि किसी दूसरी निश्चित संख्या “४” के समान हो तो इस दूसरी संख्या को ८ का वर्गमूळ 
(square-root) कहते हैँ, और उसको १/८, अथवा संक्षेप में ,/७ लिखते हँ । जैसे 
3= J/9 (9 का वर्गमूळ है) कारण 32 = 9.. ; 

किसी संख्या का घन (cube) अथवा. तृतीय घात (3rd power) यदि किसी दूसरी 
निश्चित संख्या ‘о? के समान हो, तो पहली संख्या को a का घनसूळ कहते हैं और १/८, संकेत 
से प्रकट करते К! > 

इसी प्रकार किसी संख्या का #-घात (nth power) यदि किसी दूसरी निश्चित संख्या ७ के 
समान हो तो पहली. संख्या को а का #-घातसूल कहते. हैं और उसको Va इस प्रकार प्रकट 
करते हैं ; यहाँ # एक पूर्णाङ्क है। जैसे; 2= 5/39, कारण, 25232; 3= 1/81, कारण 
84815; आदि। C^ इस fg को करणी चिद्द (radical sign) कहते हैँ। यह 
अंगरेज़ी शब्द radix (करणी) का प्रथम अक्षर ५” का अपश्र श कहा जाता Š 1 


टीका । ८ के वर्गमूल Ja को 'वर्गसूल « पढ़ते हैं । 


20. ` कोष्टक (Bracket): (), ÍL [] इन तीन feat को कोष्टक कहते हैँ । 
कोष्टक के अन्दर के व्यंजक को कोक के बाहखाळे पदों से अलग एक ही राशि मानना 
पढ़ता है। जैसे (८+) द्वारा सूचित होता है fee’ को ०+? द्वारा गुणन करना 
होया, किन्तु ८+४० द्वारा सूचित होता है कि ० को ४ द्वारा गुणन करके जो गुणनफल 
हो उसको ८ के साथ जोड़ देना होगा । 

इसलिए, d+(at de एक द्विपद्राशि (binomial) है, कारण इसमें ८ और 
(a+b)z दो ही पद हैं। T £ 

इसी प्रकार ०-12+(७+४)» भो एक द्विपद राशि ' है, कारण इसमें “० और 
 d+(a+be ये दो ही RÈL किन्तु ये कोष्टक यदि न रहें तो यह o, d, a और bz 
यह चार पदवाला व्यंजक हो जायगा 1 

कभी कभी किसी व्यंजक की भिन्न भिन्न राशियों को एक राशि बनाने के लिए कोष्टक 
के स्थान में उन पदों के ऊपर एक लंबी रेखा खींच देते E. इस रेखा को 'रेखा कोष्ठक! 
(vinculum) कहते हैं । जैसे ८-5-7 और a - (0-०) दोनों का एक ही मतलब E 1 


रीका 1. ऊपर दी हुई व्याख्या से Jaro अथवा /(a+b) और Vath 
का मेद атан करना आसान है। Varb और latd) Toà “a+ का 
айз सूचित होता है, किन्तु /arb द्वारा यह зне होता है jg чаце को * 
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b के साथ जोड़ना होगा। इसी प्रकार Jad और Jab) द्वारा “ab का वगेसूळ सूचित 
होता है, किन्तु Jab द्वारा सूचित होता है कि “७ के वर्गमूळ द्वारा ७ को गुणन करना 
होगा । | 

रीका 2. () {} [] इन तीन प्रकार के Seat को क्रमशः ‘wa कोष्टक 
(parentheses), “बनु कोष्टक? (braces) और “गुरु कोएक' (crotchets) कहते हैं | 


उदाहरण 
| उदाहरण 1. यंदि 659, ७-4, ०-9 हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों का हिसाब 
| + 
| 


e 


Jeb+ Jb+5, Jeb+ J (b+ б) और 96 + J 4a 
(i) Jeb+ /b+6 —J9x4- S445 
=3%.4+9+5. 
=12+2+5=19. 
(i) Jcb- /(b+5)= /9x4+ „/(& +5) 
| =,/36+ /9=6+3=9, 
(i Vap* /4a = Махан J4x9. 
*J8c 9x9 
=9+4=6 
उदाहरण 2. यदि ०33, 5-5, c=8, d=12, e=20 हो, तो निम्नलिखित: 
व्यंजकों को संख्या का अन्तर ERIS 
alo+ b* - а(в— ८) और ८(८--57-7(2-ढो. 
पहला व्यंजक -3x1(8-5*—3x(20—12)) 
=3х{8+95-3х8} 
-8x18--95—94)]-3x 9597; 
और दूसरा व्यंजक =3 x {8+ (52 - 8) x (20-19) 
=3 x {8+ 22 x 8} 
=3 x {3+ 176}=3 x 184 = 552 
s इसलिए संख्या में अंतर = 552 - 97595 
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उदाहरण 3. यदि #= 10, # = 8, = 9, ०= 19, r2 15 हो, 
lat [irm 2g пра - m)--»]x (y — m -2) 
. और +9] x = 
संख्याओं का अंतर निकाले । र [irm — 2.49 - "(pa & ०) + ४] Xr-—m=p 
पहला व्यंजक = [{15 x 10-2 x 19- 8 (2x 19-10) +9] x (15—10—9) 
= [{150 - 24-8 x 14}+9] x a- [196 - 119]--9] x 3 
^ =[14+9]x3=7%9=91 
और दूसरा व्यंजक = [{15 x 10 — 2 x (12 - 8)(2 x 12 = 10)} + 9] x 15 ~ (10 — 9) 
=[{150 -2 x 4 x 14}+ 2] x 15 -8- 
= [{150 - 119} +9] x 15 -8 =[38 +2] x 15-8 
=19 x 15 -8 =285 — 8 =277. ``. 


इसलिए संख्या में अंतर = 271.— 21 = 256. x 
प्रश्रमाला 4 
यदि a=7, ७०8, ००8, d=9, e=4, f=0, m=5, n=9, p-18, 
तो निम्नलिखित व्यंजकों का हिसाव निकालो 
1. "Wem. . 2 Woe १8. Mob. 4. 6'/b*a. 
5. 44/4e. 6. 4/8 “ 4. 9 det. 8. 9J4c*. 
9. mtnJjd. 10. mind. 11. 8 ./9+०, 12. 8 Joy. 
18. 3/8(с++2). 14. / 81/8(b + 8c) 15. 31/8(b-r3c). 
16. f J/m+d. 17./ f Jat d 18. 3d— (2७-४५): 


:19. 34—-9(e-») 20/ ; 8(d — 9e) n. 21. (84—9)«—n. 
22. (84-2)&-». 28. B{d—(2e—n)}. 24. 3(4—9)(е—л). 
25. T7c—(b*—-^) 26: (7०-४)१-४१. 27. ए०-(02-8)१. 


d 28. 7(c—b)? -»? 29. (7c-(b*-5)?. ~ 
30. 2/с+3р+4е(0+ 5)? 31. Vot+8p+4e(p+b)%, 
32. */०+3p+4e(p Fb) 88. 3/०+(3p+4e)p + 8९ 
34. 3Jo-3Í(p- 4)ep +b} 
. यदि 959 ४०5३, 854, a=6, 078,675, 79, p—1 हो, तो निम्नलिखित 
व्यंजकों का हिसाब निकाले - . 
. 85. a@t+y)?(a—c—2)* ye jp so on 
36. 4[n-a(d—-a-*p)) ~ 4{n-a(d—a) +p} E E 
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87. bleto kun -0 0) ~ dere * yn -d- B. 


38. [2+y"op-se—a—all] [z +y (lap — 2o - al - z], 
y+, 

` Siete p )ty +2" 
cix +a? nln? - 27 +e. 

Me — (+a?) п? +22 -o 

21,“ सजातीय और विजातीय पद्‌ (Like and unlike terms): जिन 
सत्र чї या सरल राशियों में कोई भेद न हो अथवा केवळ Чета (numerical 
co-efficient) में भेद हो तो उनको सजातोय पद्‌ (like terms) कहते हैं। जैसे 
Зат®у5 और ००°४5 ये दोनों qz सजातीय हैं। जो सब पद या सरळ राशि सजातीय | 

Jue नहीं हैं उनको विजातीय पद (unlike terms) कहते ©! जैसे 3az'y* और 5az"y' 
"d ये दोनों पद विजातीय हैं। इसी प्रकार abo, Bazbd, 7८१४१, ०१७१७ आदि T 
विजातीय हैँ । 

22. ‘fag’ शब्द्‌ का विशेष अर्थ : सम और विषम चिह्न (Like and 
unlike signs) : fae शब्द का अर्थं तुमने चौथे और उसके बादवाळे नियमों से सीखा है। 
किन्तु यह शब्द साधारण रूप में '+' और '—', इन दो Padi को सूचित करता है। 
जैसे किसी पद का चिड क्या है यह जानने :के लिए पद से पहले `+ ' अथवा ' - ' में से 
QUEBEC HP यही देखते ' ' | ; 

यदि दो राशियों के पहले के दोनों fug '+? अथवा दोनों '-' हों, तो उनको 
समान fug कहते हैं; और यदि एक पद के पहले `+” ददो और दूसरे के पहले '-' हो, 
तो उनको विषम (unlike) चिह्न कहते E! जैसे, ८८१-- ४० - ०५+ ८१ -f व्यंजक में 
पहले दूसरे और चौथे पदों के चिह समान हैं, और तीसरे व पाँचवें पदों के चिह्न भी समान 
©! परन्तु दूसरे और तीसरे अथवा चौथे व पाँचवें पद के चिव विषम हैं । 

: 23. >.<, और .". : '>' यह fae यदि दो. राशियों के बीच में हो 
तो यह जाना जाता है, कि बाई' ओर की राशि दाहिनी ओर की राशि से बढ़ी है। 
जैसे a+b > c+ d द्वारा प्रकट होता है Hath का मूल्य o + के मूल्य से अधिक है । 

< चिह्न यदि दो राशियों के बीच रखा जाय, तो + सूचित होता है कि wu ओर 
की राशि दाहिनी ओर की राशि से छोटी है। जैसे ०+० < ७+॥ द्वारा प्रकट होता 

a है कि ८+ का मूल्य b+ के मूल्य से कम है | . 2H 

ё BAN ... ये दो चिह “चूंकि” और “इसलिए” शब्दों के स्थानपर लिखे जाते हैं । 


Уучу 
EE 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 


दूसरा अध्याय 


TT व этеа राशियां 
(Positive and Negative Quantities) 


e E RU गुणसूचक सजातीय राशियाँ (Quantities of the 
me ol opposite character) : जब हम रुपये की किसी रक्कम 
करत हं, तो या तो लाभ हानि या लेन देनका जिक्र करते हैं। यह वात साफ है कि अत 
असर जमा बढ़ जाती है, उसी प्रकार घाटे से असछ रक्कम घट जाती है। सुनाफ़े व घाटे में 
परस्पर ऐसा सम्बन्ध है, कि हमें पहले कुछ наты हो और उसके बाद ठीक उतना ही 
घारा भी हो, तो पहले जो रक्कम हमारे पोस थी उसमें कुछ फेरफार नहीं दोता। धन और 
ऋण के विषय में भो यहो बातें लागू होती Ea इसलिए लाभ या. घनसूचक जमा, घाटा 
या ऋणसूचक रक्कम के]विलकुल उल्टा गुण प्रकट करती है। . र 
किसी दिये हुए बिन्दु से उस विन्दु से शुज़रती हुई किसीः रेखा की 
फ़ासला माळूम करने के लिए उस दिये हुए बिन्दु ३ रखा की. दो щы à ied 
एक तरफ नाप सकते Eq जैसे विन्दु से पूरव या परिचिम को अथवा उत्तर या दक्षिण को 
आदि यह बात स्पष्ट है कि दिये हुए बिन्दु से पूरब की तरफ को दूरी और परिचिम की 
तरफ को दूरी एक दूसरे से ऐसा सम्बन्ध रखती हैं कि हम यदि दिये हुए विन्दु से पहले पूरव को 
तरफ कुछ दूर जाकर और फिर वहाँ से वापस su की तरफ ठीक उतनी हो दूर जायें, तो 
हम उसी दिये हुए बिन्दु पर लौट आते हैं। इस कारण किसी रेखा पर उस रेखा के किसी बिन्दु से 
एक ओर की दूरी उस बिन्दु से विपरीत या उल्टी तरफ की दूरी से विपरीत गुणसूचक है । 
इसलिए -पहले उदाहरण में रक्षमों की दृष्टि से लाभ व घाटा दोनों ही - समान जातीय 
: राशियाँ हैं, परन्तु उन दोनों. का हमारी पूंजी पर. उल्टा फल होता है। लाभ पूजी को 
बढ़ा देता है, और घाटा saat घरा देता है; इसलिए उनको विषम गुणसूचक कहते ÉI 
दूसरे उदाहरण में दिये हुए।विन्दु से उत्तर की तरफ को दूरी और दक्षिण को तरफ की 
दूरी दोनों ही दूरियाँ हैं, इसलिए सजातीय राशियाँ हैं, किन्तु ये दूरियां दिये हुए बिन्दु के किस 
तरफ हैं ( उत्तर या दक्षिण ) इस gf से ये विपरीत या उल्टी गुणसूचक है । Р 


25. धन व ऋण fag का नया पहळू : भूमिका में दिखाया गया | है कि 
किसी अन्वित परिमाण (concrete quantity) को. कैसे संख्या द्वारा प्रकट किया जा 


सकता है; अब देखना चाहिए कि सजातीय किन्तु विपरीत गुणवाली दो राशियों को Re 
5 i 3 
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रीति से प्रकट किया जा सक्ता है। ऐसी दो राशियों में एक के संख्यासूल्य से पहले 
घत-चिह देकर और दूसरे के संख्यासूल्य से पहळे चहण-चिह देकर इन दो राशियों को 
प्रकट किया जाता है। इन दो राशियों में से किसी एक के संख्यामूल्य से पहले 
° +° fag दूसरे से पहले “-? चिह्न दिया जा सकता है । किन्तु किसी एक से पहले एक वार 
‘4? Rm अथवा “-? चिह दिया गया तो, जब्र तक उन राशियों की बीजगणित की qa 
fret समाप्त न हो जाये तव तक वही चिह निभाना होगा। नीचे दिये उदाहरणों द्वारा 
यह नियम साफ हो जायगा । 


सब जानते É कि "आमदनी और Cae? विपरीत गुण प्रकट करते हैं। आमदनी 
बतलानेवाली संख्या से पहले यदि `+? fum रक्खा जाय तो, af बतलानेवाली संख्या से 
पहले “-? {ча रखना पड़ेगा। इसलिए किसी प्रश्न में यदि आमदनी को “+? चिह्न द्वारा 
और wal š '-? fus द्वारा प्रकट करें, और यदि रक्कम की इकाई एक पाउंड हो, 
तो +30, +45 और +90 का अथ होगा 30, 45 और 90 पाउंड की आमदनी, 
और -30, -45 और -90 का अर्थ होगा 30, 45 और 90 पाउंड का ww! 
परन्तु यदि “आमदनी” और “क्रा” का चिह उल्टा मान लिया जाय, तो + 10, +959 
+30 द्वारा 10 पाउंड, 25 पाउंड व 80 पाउंड का =Í सूचित होगा, और - 10, —95 
और -80 द्वारा 10 पाउंड, 95 पाउंड और 30 पाउंड की आमदनी जाहिर होगी । 
इसलिए ‘ta? यदि किसी वस्तु कां मूल्य सूचित करता हो, तो “- ८? उस वस्तु के बरावर 
аса का विपरीत गुणवाळा अंश सूचित करेगा । 


रेखाचित्र द्वारा उदाहरण! 
A D о [6] B 


— सान लिया जाय कि AB एक सङ्क है। एक मनुष्य O से 8 की ओर जाकर 
0 तक पहुंचकर फिर 0 को लौट आया। इस अवस्था में चलने के पहले वह जहाँ था, 


उसके बाद भी ठीक वहीं रहा! इसलिए साफ है किं बायें से दायें को नापी हुई दूरी, = | 


दाहिने से बायें को नापी दूरी से विपरीत गुण रखती है । इसलिए ай से दाहिनी तरफ 
चली हुई सड़क को बतानेवाली संख्या से पहले यदि '+' निह रखे, तो दाहिने से बाँई तरफ 
चली हुईं सड़क को बतानेवाली संख्या से पहले :-? चिह रखना होगा। इन Fagt को आपस में 
` बदल सकते हे । अर्थात्‌ +? के लिए -' और “-? के लिए '+' भी काम में ला सकते हैं । 

और यदि दायें से बाई तरफ पार की हुई सड़क को बतानेवाली संख्या से पहले “+? चिह 
रक्खा जाय, तो “0 बिन्दु से -8 मील के फ्रासळे” का अर्थ होगा, '0 के दाहिनी तरफ 
तीन मील का нче, और यदि 0 बिन्दु की एक दूसरे से उत्टी तरफ 0 व D दो बिन्दु 
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0 से 5 और 4 मील की दूरी पर हों, और यदि एक सील को दूरी की इकाई मान लिया जाय, 
तो OD, OC, CD और DO को दूरी को क्रमश: + 4, —5, +9, —9 संख्याओं द्वारा 
प्रकट करना होगा। 

- ऊपर दिये हुए gerdi से साफ аен होता है कि “--! व “-! दो he जोड़ने 
और घटांने, इन दो क्रियाओं के अतिरिक्त विपरीत गुणसूचक दो राशियों का भेद बतलानेवाले 
चिह्न की जगह भी काम में लाये जाते हैँ। जब इस अर्थ में वे प्रयोग किये जाते हैं तब 
उनको भेद-चिह्. (signs of affection) कहते =I 

26. धनराशि = खणराशि (Positive and Negative Quantities) : 
जिन राशियों से पहले कोई चि नहीं रहता अथवा ° +° fug रहता है उनको घनराशि और 
जिन राशियों से पहले '-' चिह रहता है उनको ऋणराशि कहते Ea जैसे, 4, +6, 
०,+,+८, ये घनराशियां और -4,-6, - ८, - 8,-० ये ऋणराशियां Ei इसलिए 
'+' व '-! fiir को धनचिह व ऋणचिह कहते Š । 

टीका 1. यहां “धनराशि? व алб” शब्दों में qÑU का अर्थ संख्या है। 
नियम 95 में दिये हुए सिद्धान्त को याद रखने d ऋण-संख्या का अर्थ सममने में कुछ 
कठिनाई न होगी | 

दीका 2. धन अथवा ऋण चिह का विचार न कर किसी राशि का जो मूल्य होता है, 
उसको विशुद्ध मूल्य या असळ FAT (absolute value) कहते हैं। ८ यदि 5 है, और 

b यदि 8 है, तो + (०४) और - (ab) दोनों का विशुद्ध मूल्य 15? होगा। — ; 

द्रव्य | | “-90 पाउंड लाभ', “-8 इंच की ऊंचाई”, उत्तर की तरफ -5 मील की 
दूरी” आदि का अर्थ याद रखना बहुत आवश्यक है। असल में इनका क्रमशः अर्थ है, 
०0 पाउंड का घाटा”, “8 इंच की fray’, “दक्षिण को ओर 5 मील की दूरी? आदि। 3 


TAA 5 

1. अगर इकाई 4 पाउंड हो “4 का लाभ —95; इसका अर्थ क्या है ? 

2. किसी सौदागर का 80 पाउंड का घाटा यदि 30 ERI सूचित हो, तो 70 पाउंड का 
"लाभ किस संख्या द्वारा सूचित होगा ? 

з. 60 पाउंड की आमदनी यदि 15 द्वारा सूचित हो, तो 100 पाउंड के =Š को 
कैसे प्रकट करेंगे ? कते 

4. 100 पाउंड ww यदि 25 द्वारा सूचित हो, तो 400 पाउंड की. आमदनी को 
किस सख्या द्वारा प्रकट करेंगे ? : | 
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छ. किसी बिन्दु के उत्तर की ओर 75 मील की दूरी यदि 15 द्वारा सूचित हो, तो उस 
बिन्दु के दक्षिण को ओर 150 मील को दूरी कैसे प्रकट होगी 7 

6. किसी नदी का जल पहले दिन 19 इंच बढ़ा, दूसरे दिन 9 इंच घटा, तीसरे दिन 
फिर 5 इंच बढ़ा। यदि 8 इंच की लम्वाई को इकाई मानें, तो भिन्न भिन्न दिलों के जल की 
बाढ़ को संख्या द्वारा कैसे प्रकट करेंगे ? 

7. किसी मनुष्य को पहले घषे 30 रुपया लाभ हुआ, दूसरे वषे 90 रुपये का घाटा 
हुआ, तीसरे वर्षे 40 रुपये का घाटा हुआ, और चोथे वषे 60 रुपया लाभ हुआ। यदि इकाई 
दो रुपया मानें तो rer भिन्न वर्षों का लाभ संख्या द्वारा कैसे प्रकट करेंगे ? 

8. ऊपर दिये हुए प्रश्न में भिन्न-भिन्न वर्षों का घाटा कैसे प्रक्र करेंगे ? 


तीसरा अध्याय 
साधारण चार नियम (Four Simple Rules) 


І. जोड (Addition) 


दो या दो से अधिक राशियों का योग करने पर जो फल निकलता है, उसे उन 
राशियों का योगफल (sum) कहते. हैं. और उन राशियाँ में से प्रत्येक. को योगिक 
कहते हैं। योगफल निकालने की रोति को जोड़ (addition) कहते हैं 1 
бат | अंकगणित में ऋणसूचक राशियों का प्रयोग नहीं होता, इसलिए योग शब्द के 
अर्थं अंकगणित और बीजगणित की द्वष्टि से भिन्‍न हैं। बीजगणित के योग में यौगिक राशियों 
में से प्रत्येक राशि का धनसूचक होना आवश्यक नहीं, वे ऋणात्मक भी हो सकती है । 


28. दो धनराशियो' का योगफळ : 


8 А! О А B 


मान छो कि в रेखा एक सीधी सड़क सूचित करती है, और उस पर बायें से . 


दायीं ओर का रास्ता धनराशि द्वारा सूचित किया जाता Š 1 

मान छो कि 0, 4 और p ये तीन बिन्दु रास्ते के ऊपर ऐसे पढ़े Š क्रि. 04, 2 मील 
और AB, 3 मील लम्बाई में है। अब यदि 0, 4 और p की स्थिति ऊपर के चित्र के अनुसार 
हो और दूरी की इकाई एक मील हो, तो 04 और AB को +2 और 4-8 द्वारा प्रकट करेंगे। 
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यदि कोई मनुष्य 0 से चलकर पहले घंटे में 4 तक्र पहुँचे और दूसरे घंटे में 


BRI जाय तो दो घंटे के वाद 0 से उस मनुष्य की दूरी OB है और यह दूरी +5 
द्वारा प्रकट होगी 1 


ан 38 ( पहले घंटे का चला हुआ रास्ता )+( दूसरे घंटे का चला हुआ ЄТ) 
“(दोनों घंटों का चला हुआ रास्ता) .*. (+9)+(+3)= +5; अर्थात्‌ यदि साधारण 
रीति में बतलाया जाय तो (+а)+(+Ь)=+(а+Ь); अथवा संक्षेप में (७) + (०) 
=(a +b). 

С जव दो धनराशियों को जोड़ा जाता है तो जोड़ या योगफल भी एक घनराशि होती है, 
और даче को असल कीमत यौगिक राशियों के बिशुद्ध मूल्य के जोड़ के बराबर होती है। 


29, दो ऋणराशियो' का योगफल: 28 š नियम के चित्र में मान लो 
0 से बाँई ओर a मील दूर पर 4”, और वहाँ से ali तरफ 8 मोळ दूर पर в, ये दो 
विन्दु लिये गये हैं। अतएव 04'= 9 मील और 4'79/-४ मोल हैं। अब यदि at 
की इकाई एक मील मान ली जाय, तो 04” और A'B’ -9 और -8 संख्याओं द्वारा 
सूचित होंगे। - 

a यदि कोई मचुष्य पहले घंटे में A तक जाकर दूसरे घंटे में 9” पर पहुँचे तो 
दो घंटों के बाद 0 से बाई” ओर उसकी दूरी की नाप 05' होगी, और स्पष्ट है कि यह 
— 5 द्वारा सूचित होगी । # . 

अत्र ` (पहले घंटे में चला हुआ रास्ता)+ (दूसरे घंटे में चला हुआ रास्ता ) - 
दो घंटे में चला हुआ रास्ता, š 
<. (-9)+(-3)=-5; 
अर्थात्‌, साधारण रूप से कहा जा सकता है (а) + (- 2) = - (aD). ` 
`. दो ऋणराशियों का योग करने पर योगफल एक ऋणराशि A ऋणराशियों का योग करने पर योगफल एक ऋणराशि होती है और योगफल 
की असल कीमत दोनों यौगिक राशियों के विशुद्ध मूल्य के जोड़ के बरावर होगी । 
лыы U I GI SETS ESI 


उदाहरण 1. यदि 6०9, ७-8, ०-5 हो, तो —a, -bo азр के 
योगफल का मूल्य निकालो 1 " 
अब a=2, 0=8х5=15, ५१७०१७५ 8३०4: 95-19, 
"^ (-a)+(-be)+(-a°b)=(-2)+(-15)+(- 12) _ 
; = —(8--15--19)- - 99, 
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उदाहरण 2.. (-830)-(-a3d)-(b--f--g) का uet निकालो, 
यदि ०3, ४= -9, 0०4, d=5,f=-6, g- —8 हो। 
अब b4+f+g=(—2)+(—6)+(-8)= —(2+6+8)=—16; 
3c=8x4=19; 
ओर ८३१ x5=27x5=135. 
इसलिए ash. = (-12)+(-135)+(-16) 
= — (19 +135 +16) = — 163. 


TAM 6 

1. -2, -9 और —11 का योगफल निकालो । 

2. यदि ४०9, ४-8, 8-8 हो, d -४, -y और —z के योगफल की 
क्रीमत निकाली 1 | (e ЖЕ 

8. यदि s= -5 और y= -19 हो, तो (क) - 7, z और y के योगफल का मूल्य 
निकालो और (ख) उस योगफल के साथ - 10 जोड़ने से वया उत्तर होगा, यह बतळाओ d 

4. на निकाली ५: 96-8(9+ ०), यदि а= —5, b=2, ०1 हो। ` 

5, क़ोमत निक्रालो : (-6१०५)+(-७५४०)+६-(०१-०श), यदि 0-9, 
७8, c=4 हो । 

6, ०३८११, d, e —20c? और (d+e) के योगफल की Әна निकारो, 
यदि 6०1, ४०५, ००8, d= - 4, ०= - 5 हो। oy 

% -—a*(b—c), —b*(c—a) और —c*(b—a) के योगफल की stad निकालो, 
यदि ७32, ७-5, ०-०4 हो। 


8, {-(०-४१)}+{-(०१ 62) + [- (४० - ४०) का. हिसाब निकालो, यदि. 


459, ४5 5 हो । 2 


9. -॥१(१-22), -५१(४२ - 2१) और — gly? — ж?) के योगफल का हिसाब: 


निकालो, यदि = 8, ४6, 2=5 हो। 


10. रिक -60,, -[०५+(७५-००), -fa'-b*xot) जर 


- (4-४4) x ot] के योगफळ की нч निकालो, यदि ८ = 60, ? = 4 और ०-2 हो। 

- 30. एक ऋणराशि और दूसरी धनराशि का योगफल : मान लोकि 
28 वें नियम के चित्र में यदि. एक मनुष्य एक घंटे में 0 से B तक चलकर दूसरे घंटे में 
4 को लोट जाय, तो पहले और दूसरे घंटे में उस्रा चला हुआ Vet क्रमशः +5 और 
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-3 हारा. प्रकट होगा, और 0 से उसका दो घंटे में चला हुआ.पथ (+5) +(- 9) द्वारा 
Tee करना होगा। किन्तु दो घंटे के वाद 0 से उसकी दुरी असल में 04 है और 
उसको +9 द्वारा सूचित करेंगे। s. (+8)+(-9)- +9, अर्थात्‌ + (8-9), 


UR यह मनुष्य पहले घंटे में 0 से B तक जाय और दूसरे घंटे में लौटकर 4” पर 
आ पहुंचे, तो पहले व दूसरे घंटे में पार किये हुए रास्ते को +5 व -7 द्वारा सूचित 
करेंगे, इसलिए दो घंटों के बाद उसकी दूरी (4+5)4(—7) द्वारा सूचित करनी होगी ; 
किन्तु दो घंटों के बाद 0 से उसकी दूरी जो कि 02 है -9 द्वारा सूचित होती है, 
इस कारण (+5)+ (— 7) = -F= - (7 — B). 


मामूली तौरपर कहेंगे 
(*a)*(-5)2 + (७-०), यदि a > ४ हो 
या ` > - (9-०८), यदि b > а 1 


इसलिए जव एक धनराशि और एक ऋणराशि जोड़ी जाती है तो यदि धनराशि की 
असल ча ऋणराशि के बिशुद्ध qeq से अधिक हो, तो योगफल धनराशि होती है, और 
यदि कम हो, तो योगफल ऋणराशि होती है, और दोनों अवस्थाओं में योगफल का विशुद्ध मूल्य 
यौगिक राशियों में से छोटी राशि को बड़ी राशि में से घटाने से निकलता है 1 : 


उपसिद्धान्त 1. यदि ८ से 8 बड़ा हो, तो ८+(-) = - (४-८) ; इसलिए a=0 
होने पर + (- ०) —b ; अर्थात्‌ “पक ऋणराशि को योग करना? अथवा 'उस राशि के 
विशुद्ध मूल्य को घटाना” दोनों बातें एक ही मतलब रखती हैं । 


टीका। aW बड़ा होने पर भी ०-7' की क्रीमत मोळूम करना करिन नहीं है, 
कारण ८-४ हर हालत में @+(—1)' के बराबर है; असल में, इस जगह ८+ (-४) 
--(b-a) IÈ 3-8=3+(-8)=-(8-3)=-5. 


: उपसिद्धान्त 2. पहले उपसिद्धान्त से यह जाहिर है कि कई राशियाँ का योगफल प्रकट 
करने के लिए उन राशियों में से प्रत्येक राशि को अपने अपने चिह्न (धन या ऋण) के साथ लिखना 
चाहिए। जैसे ०+(-४)+०+(-०) और 'a— ४+ ०-४ दोनों का अर्थ एक ही है à 


उदाहरण 1. : क्रोमत К: 6-89+90- 7d, यदि 6०9, b=4, 
०5३, 4०1 हो। : l 
a —8b-- 9c - 1d 7 a t (—8b)-- 9c - (— та) 

=2+(-19)+6+(-7) 

= -- 10+6-+ (- 7) 

=-4+(-7)=-11, 
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उदाहरण 2. मूल्य बतलाओ: - ०१४ -४१०+ ०२०-८२८-४०१, यदि a=1, 


b=2,c=8,d= 4 हो। 
यह व्यंजक =(1* x 9) - (2? x 8) + (32 x 4) - (4? x 1) - (2x32) 
= 2-12+386-16-18= -10+36-16-18 
š -96—16—18—10—18- —8. 


ЧЕТ 7 , 
1. जोड़ो : 117 और -114. 
2. जोड़ो 218 और - 23. 
3. हिसाब निकाले : ०-५ +, यदि 2 = 8, ५ = 95, = 13 हो। 


4. जोड़ो : 82, - 69, 9s, и और 14v, यदि ४59, y=5, ४551, ४ =, 
०=-१9दो। | 


5. कीमत निकालोः 3m-5n+6q+r, यदि. m=4, a-6, =, 
т= -8हो। 

6. जोड़ो: - २८, ४८१, - ०७१ और - ०१4१, यदि २-४, 8०8, 63, 
d=6 हो। 

7. क़ीमत निकालो : 9z*y - Зуд — 622? +&१५*, यदि ० =४=9 हो। 

8. क्रीमत निकालो : ८१ – 3०२४+ 8८४ - ७१ यदि ७-8, 5-5 a 


9. क्रीमत RES: m5-5m n+ 1070080 - 10m? n? + бтп“ пэ, यदि 


m = 4, 7-6 हो l 
10. क्रोमत निकाली : ८१ - 60७ + 15a*b? - 20953 + 15256 — Gab’ 
+४, यद्‌ ६०3, ४०० हो । ; 
31. जबकई धन अथवा ऋणचिहित राशियां एक साथ जोडी जाती 


है, तो उनका योगफल इस बात पर निर्भर नहीं करता कि यौगिक राशियां 
. किस क्रम में जोड़ी जा रही है'। 


मान छो कि एक मनुष्य एक स्थान से चलकर 6 मील उत्तर की ओर जाता है, 


और फिर उसी रास्ते से 8 मील 
М दक्षिण की ओर Stan है, तो अन्त में वह जहाँ से चला 
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परन्तु यदि वह मनुष्य पहले 8 मील दक्षिण को जाकर तब 6 मील उत्तर को जाता 
तो इस वार भी जहाँ से चला था उसके 9 मील दक्षिण ही पहुंचता | 


इसलिए इससे यह प्रकट होता है, कि 6+(- 8) = (- 8) +6. 
कारण दोनों -9 के समान हैँ : 

अथवा साधारण रूप में लिखा जा सकता है कि ८-४ = - ४+. 
और 9-10+6= -8+6= -9, ` 
और —10+6+9=—4+9=-9, 

. 2—10+6= -10+6+9, इसी SR EX हालत में यही फल निकलेगा 1 
इसी प्रकार साधारण रूप से कहा जा सकता है कि ०-४+०= —b+o+a, 
इसी प्रक्रार यह दिखाया जा सकता है कि 

G-btc-dte-f—-atcte-b-d-f 
* --—bte-d-ftcta आदि 1 
32. जत कई राशियाँ एक साथ जोड़ी जाती हैं, तो उनको कई अंशों में तोडकर 
फल उन विभिन्न हिस्सों के योगफल के रूप में प्रकट किया जा सकता है | 
अब चूँकि 3-7-8+6-4+2 
=-4-8+6-4+9 
=-19+6-4+9., 
-—6-449 
= -10+9= -8; 
और (8.-7)+(-8+6)+(-4+2) 
= -4+(-9)+(-9)= -8; 
8+(-7-8+6)+(-4+9) 
. =3+(-9)+(-9)= -8; 
3+(-7-8)+(8-4)+8 _ 
=3+(-—15)+2+9=-8,. 
इसलिए 3-7-8+6-4+2 
=(3-7)+(-8+6)+(-4+2) 
=3+(—7—8+6)+(—4+2) 
=8+(—7-—8)+(6-— 4) +9, आदि । 
और हर हालत में ऐसा ही फल निकलेगा। 
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इसलिए साधारण रूप में atb—c—dte-f+g व्यंजक को निम्नलिखित किसी 
अकार से लिखा जा सकता 8. य 
(1) (a+b) -(7e- à) xe (7f 9); 
(2) a (b—-co) - à - (e— fg); 
(3) @t+tb—c)+(-dte-f)+g; 
(4) a--(b-o—d) +6+(-/+ 9); 
(5) (a+b-c—a)+(e—f+g); 
ine | आदि, आदि। 
Y उपसिद्धान्त 1. यदि उल्टी ओर से लिखा जाय, तो (a+b) + (~c-d)+e 
+(-ftg)=atb-c-dte-ftg, чей: योग करने का नोचे दिया gar नियम 
निकला । 
दो या दो से अधिक व्यंजकों को जोड़ने के लिए. उनके पदों को. अपने अपने चिहो के 
साथ एक दूसरे के बाद क्रम से लिखते जाते हैं । : 


उपसिद्धान्त 2. `. a-b+o-d+e-f 
! : =atcte—b—d-f [ नियम 31 ] 
_=(atct+e)+(-b-d-/). 
इसलिए यह नियम निकला कि :— 
यदि कई घनचिहित और कई क्रणचिहित राशियों का योगफल एक साथ निकालना हो, 
तो धनचिहित और क्रणचिहित राशियों का पथक aes निकालकर और इन दोनों 
योगफलों को यौगिक मानकर अंत में जो योगफल प्राप्त होगा उसके द्वारा दी हुई 
राशियों का योगफल प्रकट कर सकते हैं। जैसे 
8-7+8-9+5-6 
=(8+845)+(-7-9-6) 
= 16 --(- 99) — 6. 


उदाहरण 1. हल करो; ४८ - 3४+ 9० - 4८ + 98 - Tc 
—ba — 4a — 35+ 9b-- 26 — 76 [ नियम 31] 
` = (5०-4०) + (—8b-- 95) + (2० т) [ नियम 32 ] 
=q+(—b)+(— 5c) 
४०८६ - 9 - 5c. 
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उदाहरण 2. इल करो 

За? + 5b”c – 6с2а – 1042 – 120+ 80°a + 402 -- 2१0 + 0१6 
= 3426 — 10a*b + 402+ 6b*c — Tb*o — b?c — 6026 +8024 + с?а 
= (3a*b — 1002 + 4025) + (520 — Tb*c 20) + ( — 60१6 +8020 + 6१6) 
=(—Ta3b + 4425) +(– 9026 — ७१०) + (90१26 + 676) 
= (- 36१३) + (- 35?c) + (3००) 
= — 3629 — 3७१०+ 3626 


दीका। ऊपर दिये हुए उदाहरणों के हल करने की रीति पर ध्यान देने. से यह माळम 
amè कि असल में पदों का даче निकालने के समय वास्तव में उन पदों के संख्या- 
serai के वीजीय योगफल (algebraical sum) के साथ पदों में मामूली अक्षर जोड़ द्यि 
गये हें 1 ॐ जैसे ४७१०-7७२०-७० का योगफल = - 3८, इसलिए साफ है कि 
5, -7 और -1 का वीजगणितीय योगफल हुआ — 9 

उदाहरण 3. जोड़ो; 3a-9b4c I -४८+6०-/३ और यदि 6०9 

७२1, ००३, 654, e=7,f=5 हो, तो इस।योगफल की क़ीमत निकालो 1 
योगफल = (8a — 9b + c) + (- 5d + 6e — f) 
~ =8a-2b+c-—5d+6e—-—f 
=6-24+3-204+42-5 
=(6+3+49)+(-9-90-5) 
= 51+(—27)=94, 

33. बोजीय बहुपद व्यंजको' (Compound Expression) का योग- 
फल ।नकालने की साधारण रीति: बहुपद व्यंजकों को एक के नीचे दूसरे को 
इस प्रकार लिखो कि उनके सजातीय पद एक स्तम्भ (column) में हों; सबसे नीचे लिखे 
हुए व्यंजक के नीचे एक रेखा खींचकर प्रत्येक स्तम्भ के पदों का योगफल उस रेखा के नीचे 
लिखने से ही दिये हुए व्यंजक का योगफल प्राप्त हो जायया । 

उदाहरण 1. जोड़ो; 3а 5 + 7०-9०, -०+४०- 92+ 7b 

46+9०-« और 9-30+64 
पहला व्यंजक = *3a—5b4 70— 9d 
दूसरा » = .«5८+7४-8०-34 [9931] 
तीसरा , =- a +90+ 46 
चौथा » = 9b — 3०+ 6d. 


योगफल = Та+45—9в6—9@ 
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उदाहरण 2. निम्नलिखित व्यंजकों के योगफल का मूल्य निकालो : 
४0८25१ - 95०४ +d", - 922४१ + 1981०१ — 8d? और 9253 + 7७3८५ 
+94"; यदि. 498, ७२२8, 6०9, 6०19 हो। 


1. 
2. 


; यदि ०=9, b=10, ०२२19, d=5, k=2, m=3, n=4,0=6,y=7, ४758 
` हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों के योगफल की क्रीमत अंकों में निकालो : 


9, 
10° 
11. 
12. 
13. 
+ т. 


14. Ит ла, by! – оь od, - —bs+ 3a? — 9m* sa 
582+ 9k? — 824, ; oe ao a 


5m= 9y ^ 7७-8० और 3+ = 1007 
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पहला व्यंजक = 90८२३3 - 95७3०४ + d' 

दूसरा » = - 926१ + 198८४ — 967 

Aja lies = 96285 + 7४१०५ + 9d" 
योगफल = c 8१८५ 


5 


ey 
6 =3 x 997 x 16-492, 
c @£Ë h 
М t 


सरल करो : 


TAH 8 


2z+ 89 - z— 82 — 9y + z, 
„Эт? — Tn? + 5p2 + 882 ~ 4p? — 8m?, 
Ba* — 849 - Ta? + 5c? — 96१ + 6a? b — 4c?, 
Sabe — бо? + 6mnp* — abe + To? — 9mnp* —9c?. 
—'la* b — 88१०१ + 10a3b — 35? c? + 8df — a? b — b?c? — 5df. 
8z*y — Says — 172*y + 902? y? — 9298 - 852? y? 
+ 32*9 - 4:18 + 52? y?. 
9a" bo — 79१०० + Boab + 8b* ca — Ba? bo - c* ab. 
, 202 mn — 2870372 + 14n* zm — 9 1z* mn - 4Tn? gm 
+ 84% nz — Ват + 188 7298 — 15% na + 90n* em. 


=Ё+3т+ 5л और ४ - 42 - 69, . | 


ЗЕ", - бт? In, —95-- 5b— o 104-74. 
~2k+3m—4n, — d —5z--6y और 95 — 5а - 88 + 8. 
—kmcas 20-4#8+9, —n®-d?+ab और бїт — 89 - 79 


= ree саня СЕК Cant d Oa uua DS SS SS pna LUE aa Ee eee 


—— 


asus 


———— ` 
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15. 3m‘b- баёд – 422, — 18k*b -- Az*d — 76%, — Son + 85%у + 943 
ओर баз? - 7२० 42709 + Вайт, 
जोड़ो 
16. a-2b+5c और —T7a- 35-86. 
17. —8z-5y—9z,52—8y-r Tz और - 9+. 
18. z!-3z'-5zr-t4, 95' —0z!--72—8, —2) +722 — 9z + 9 और 
522 + 9 l 
19. 88-90+7०-86,, 2204-66-55, 8b+d-10c,, ०-4४+८ और 
-Ta+६७ ^ * А Ё 
20. 2° +22॥ +3 !-gtyt2, = 5g? +y? +92- 868, —8zy-'1y? + 
3y +1 और 62“ + zg a—4y +9 * 
यदि ४=5, ४=4, 2=8,५=7 हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों का मूल्य निकालो : 
21. (32 +59 - 90? + 495?) + (17a? - 975° — 2823) + (- y5 + ЗЬ? 
— 8a?) + ( - 9802 — 4y5 + 1a? + 202°), 
22. (100° —9625y* + 30255 + 17७१7) +(8525* + 166९ y" - 30402 
- 285225) + ( 82%" — 9л5у* — 7225) + (52305 — 952%" +98942). 
28. (2a? — 7° +92? — 13y? + 15ab — 91zy) + (6y* + 8b? +1729 — 6a? 
—8ab - 202?) + (13% — 90ab + ба? — 16290 — 10y* — 952) + (18ab — 9z2 + 
. 3b? --98zy — a? + 18y?). #5 
24. (29402 — S9bzy + 49zya— 69४०७) + (29829 + 49yab — 19abz — 
zya) + (2abz — 19zya + Gboy + 94yab) + (8zya + 4bey — 18abz - 14960), 
८८४७, (18629? — 435222 + 692९४2 — 98abzy) + (89520 "285922 
- 96252 — 49022) + (195200 + 87202 — 25abzy + 352292) + (9०529 
— 9१9७१७१ — 552? y* — 4522) 


IL बाकी घराना (Subtraction) 


34, परिभाषा (Definition): :एक राशि b किसी दूसरी राशि a से घटाई 
गई है, aa यह чная चाहिए कि एक ऐसी राशि ० मिली है, जो यदि ४ के साथ जोड़ दी 
जाय तो योगफल ८ के बरावर होगा। अर्थात्‌ ० यदि ऐसी हो कि ४6०७-४८ तब ४+ ०= ०, 
जिस राशि में से घटाया जाता है उसको वियोज्य (minuend) और जिस राशि को घटाया 
जाता है उसको वियोजक (subtrahend) कहते हैँ। एक राशि से दूसरी राशि घटाने से 
जो राशि सिलती है उसको अन्तर या बाळी कहते हैं: O 

nf, ~ यदि a — b= c हो, तो ८ को वियोज्य, b को वियोजक भौर ०को अन्तर Se 
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35. किसी राशि से एक धनात्मक राशि घराना Qar ही है, जैसा 
कि उसके साथ एक ऋणात्मक राशि जोड़ देना जिसकी असल कीमत 
(absolute value) उस धनात्मक राशि के विशुद्ध yer के बराबर है; और 
किसी राशि से एक ऋणोत्मक राशि घटाना ऐसा ही है, stat कि उसके 
साथ एक ऐसी घनात्मक राशि जोड़ दी जाय जिसका बिशुद्ध eu उस 
ऋणात्मक राशि के विशुद्ध सूल्य के बराबर हो | 
. ў 944-7; of .. 7-85 4=7+ (3); 

और 6+(-9)७4, .. 4-6--2-44(-0) ° 
grt साधीरण रूप से यदि प्रकट कियाँ जाय, तो - P= a +'(— by अर्थात्‌ किसी 


राशि में से एक धनात्मक राशि घटाना अथवा उसके साथ एक उसी विशुद्ध मूल्य की ऋणात्मक - 


राशि जोड़ देना दोनों बराबर हैं । 
और s (-3)+5=2, 
< ४-(-8)-5 =9+3 ( परिभाषा के अनुसार ) 
और इसी प्रकार (-6)+(=4)= - 10, 
i (—10)-(-6)- -4-(-10)- 6. 
साधारण ढंग से कहा जाय तो '.' (-b)+(a+d)=a, 
k: -. a-(-b=a+b. 
अर्थात्‌ किसी एक राशि से दूसरी एक ऋणात्मक राशि को घटाना अथवा उसके साथ 
उंसी Rara मूल्य की धनात्मक राशि को जोड़ देना दोनों एक ही वात हैं । c 


टीका | a-b यदि एक धनराशि हो, तो a को ४ से वड़ा कहा जाता है, 
¬- -4, -5 से बड़ा है; कारण (-4) -(-5) = - 4+ 6 1. इसी प्रकार -5 > -7 


: 71025590, आदि; .'. 5, 4, 8, 9, 1, 0, -l -2, — 3, -4, - 5, -6 


c 
E. 
e 


-8 आदि, इव संख्याओं में कोई भी संख्यां उसकी पूर्वलिखित संख्या से कम है । 


36. रेखाचित्र-द्वारा दृष्टान्त : मान लो AD परिचम से पूरव की ओर एक . 


0 B Cc D 

रेल की लाइन है; और 4, 0, B, 0, D इसके स्टेशन Š । ये स्टेशन इतनी दूरी पर हैं कि 
A0=0B8=20 tis ; BO=30 मील और 0705 10 मील । मान लो कि कोई मनुष्य 
दो दिन में 4 से 0 जा पहुँचता है तो ( पहले दिन में पार किया हुआ पथ )+ ( दूसरे दिन में 
ते किया हुआ पथ )=50-मील ; .`, 50 मीळ- ( पहले दिन में पार किग्रा हुआ पथ ) = दूसरे 
दिन में ते क्रिया हुआ पथ। D 
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अब (i) यदि वह मलुष्य पहले दिन 0 से 5 तक जाय, अर्थात्‌ 0 से पूरव की ओर 
20 मोल रास्ता ते करे, तो दूसरे दिन उसको 9 से 0 तक पूरब की ओर 30 मोळ पथ जाना 
पड़ा है यह देखा जाता है कि ( 50 मील )- ( 90 मील ) -30 मील 1 

और Gi) यदि पहले दिन वह मनुष्य 0 से 4 तक जाता, अर्थात्‌ 0 से पश्चिम की 
ओर 20 मील रास्ता चलता, तो दूसरे दिन उसको 4 से 0 तक पूरब की ओर 70 मील 
रास्ता जाना पड़ता । .', देखा जाता है कि ( 50 मील )—( —90 मील ) 70 मील । 

और (ui) यदि पहले दिन वह मनुष्य 0 से 7 तक जाता अर्थात्‌ 60 मील रास्ता 
पूरय की ओर जाता, तो दूसरे दिन उसको 7 से cas परिचम की. ओर 10 मील रास्ता 
जाना पड़ता .". देखा जाता है कि ( 50 मील )- ( 60 मील )= - 10 मीळ। 


इसलिए यदि एक मील की दूरी का इकाई माना जाय तो ऊपर दिये gu gerd 
` से हिसाव निकला 


50- 905 30 
50-( -20)= `70 
और 50- 60=-10 


उदाहरण 1. मूल्य निकालो : ८-४५०, यदि ७०8, b= -2, ०= -3 हो। 
&—-b*o-5—-(-9)-(—3) 
=§+2-8=4, 28 
उदाहरण 2. मूल्य fie: -७-(-४)+०, ¦ यदि а= –9, b=-3, 
с= - 4 हो । E 
—a-(-b)+o=-atbte 
= -(-2)*(-3)*(- 4) 
=2-3-4=—6. 
TAA 9 
यदि ५-8, b= -5, ०= -6, d= —8 हो, तो निन्नलिखित व्यंजकों का हिसाव 
निकालो : si 
1. -atb-ctd. 2. a+(-b)+o-d. 3. o-d-(-b)-a. 
4. c-(-d)*tb-à 5. -(-०)+४-(-०)-. 
यदि m= - 47, n=50, а= - 154, y= - 934 हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों 
का हिसाब निकालो 
6. n-m-(-2)ty. U 7. -(-m)ty-(-9)-z. 
`8. -(-2)*m-y-(-n. 9. -(-9)-m-z-(-n) 
10. -(-5)-y-(-2)-m. š 
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37. सिद्ध करो: 


&— (b c)-2a-b-c, 
और  a-(b-ó-a-b-c. 
"i  (b+c)+(a—b-c)=a, 
इस कारण परिभाषा के अनुसार ४- (४+८)=८- ७-८. 
और चूँकि (9-०) + (a — b + e) 55 a; 
> a-(b-c)=a-b+e. 


उपसिद्धान्त। एक बीजीय वहुपदी व्यंजक से दूसरे किसी वहुपदी व्यंजक को 
घटाने का नियम इस रूप में प्रकट किया जा सकता है । 


वियोजक व्यंजक का प्रत्येक पद का चिह बदलकर (अर्थात्‌ “+? को (-? और 
°? को `+” बनाकर ) पदों को वियोज्य के बाद लिखने से जो व्यंजक प्राप्त होगा वही 
अंतर है। Ñ: : | 
a—9b+o 2a + 8b 5с घटाने से 
ˆ, अंतर = ८ - 98--6- 26-35 + bc 
` a = —a=—5b+ 60, 
उदाहरण 1. 92a-b—8c से —8а+9Ь— ४० को घटाओ। 
अंतर = 2८ + b — 8०+ 8a — 2७ + bc 
= (2a + 8a) + (b — 95) + ( — 8c + 5०) 
= ba (- 9)+ (- 86) = 5a — b — 8c. 
उदाहरण 2, —3a'!-9a5—4b* से 2a? + 869 - 5b? को घटाओ। 
अंतर = - 3a? + 960 — 4b? — 2a? — 3ab + 5b? 
- =(—8a? - 96) + (9७ — 32) + ( — 452 + 56°) 
= — ба? — ab + 0८, 


38. किसी बहुपदी व्यंजक से दूसरा बहुपदी व्यंजक घटाने की 
साधारण रीति : वियोजक व्यंजक को वियोज्य व्यंजक के नीचे इस प्रकार war कि 
दोनों व्यंजकों के सजातीय पद एक ही खड़ी कतार में हों। इसके वाद वियोजक के नीचे 
एक रेखा खींचो । अब वियोजक के प्रत्येक पद का fum ज़बानी वद्लकर प्रत्येक खड़ी कतार का 
Jg ses रेखा के नीचे लिखो । इस प्रकार से रेखा के नीचे जो व्यॅजक प्राप्त हो 

अंतर है । | 
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उदाहरण 1. ८१ - 921+ 39? से - 92? + 32у - 9? को TAN 


वियोज्य = ४ - 9४+ अ? 
वियोजक = —9д%+83шу— y? 
S. अंतर = 32? - ४2४+ 49? 


३३ 


टीका । इस वात पर ध्यान देना चाहिए कि वियोज्य के पदां के चिह्न वास्तव सें 
aadi जाते। इन पदों के Pat को адеп और.उनको अपनी खड़ी कतार के सजातीय 
qii; साथ जोड़ना ज़बानी किया जाता है । 


उदाहरण 2, a? -30७+४८? - 9? को 32१ + 9/१ — 162 Š से घटाओ। 


वियोज्य = 32? + 9⁄2 - To? 
वियोजक = 52? - ४१+ ८१ - 8b 
7. अंतर = - 923 + 3 - 8a? + 868 


ТАЯТ 10 


घटाओ : 


८-३+० को 3८+ 98-८ में से। 
96-89 + 4० को -८- 9४+ 8८ में से । 

-2+9-2 को १2+ 39 - 45 में से। 

öm? — 6m + 3 को 7m? -8m - 1 में से। 

w? - 2y? + 85? को 32१ - y? + 9४2 सें से। 

4y? + day - 92? को Qy? - 329+ #91. 
— 8a? + 2ab — 7b? को a? - ४०७ - 882 में से। 
— 9४०+ 6८ - 82 को 5८-०१ + 9८४ में से। 
9a! — 42१ + 7%+ 6 को 2° - 9८१ + 62 +7 में से। 


कितना जोड़ने से 


10. 
11. 
12. 
18. 
14. 
15. 


` B—8 


sty tz, ४ घन जायगा ? 

—9+5у— 4z, z+ z बन जायगा 2 

8m? +5m—6, m^ बन जायगा ? 

а? + 36259 + 852 + bš, a? + b? बन जायगा 2 

а“ — 9८१७१ + 9९, a* +1* बन जायगा ? 

а? —3a7b + 8ab* - से कितना घटाने से अंतर ८१ - ४ होगा ? 
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39. कोष्टक रखना (Insertion of brackets), WIS खोलना 
(Removal of brackets). 


[s] कोष्टक खोलने के नियम dis : 
G) कोष्टक के पहले यदि '+' а रहे तो उसके भोतर के व्यंजक के पदों के 
Rat को न बदलकर कोष्टक खोला जा सकता है, मानो कोटक के अस्तित्व का कोई qe 
ही नहीं। ° 
(i) कोष्टक के पहले यदि '-' चिह्न रहे तो उसके अन्दर के व्यंजक के प्रत्येक पद्‌ 
का चिह बदलकर [ अर्थात्‌ '+? को '-? और '-? को '+' वनाकर ] कोष्टक खोला 
जाता है t: जैसे :- 
a-bt+(c—dte)=a—bt+c—dte; 
किन्तु a-b-(o-dte-7a-b-cotd-e. 


[ख] कोश्क रखने के नियम 

(1) कोष्टक के सामने '+' fae देकर अपने अपने fuel के साथ चाहे जितने पद 
दो कोष्टक के अन्दर रवखे जा सकते हैं । d 

(2) कोष्टक के सामने '-' fue .देकर भो, संख्या में चाहे जितने पद हों कोष्टक 
के अन्दर wa जा सकते हैं किन्तु इस हालत में पदों के еї को बदल के रखना पढ़ता 
है। जैसे-- 

a—b+o-d+e-f=a-b-(- ctd- et f). 

टीका। अक्सर एक कोष्टक के अन्दर दूसरा sea खखा जाता है। जैसे 
da-[3b-14c-(51—6e)]. इसका. अर्थ है कि { } धनुकोष्टक के अन्द्र की राशि को 
30 से घटाना होगा, और इस प्रकार जो अंतर प्राप्त होगा उसको 9७ से घटाना होगा | 
और धनुक्रोश्क { } के अन्दर की राशि को मालूम करने के लिए लघु कोष्टक के अन्दर 
की राशि '5- Ge’ को 4० से घटा देना होगा। . 

С इसी प्रकार एक से अधिक कोष्टकवाळे व्यंजक का कोश्क खोलने के लिए eu जो . 

कोष्टक सवपे अन्दर हो, फिर उसके बादवाळे कोष्टक को, फिर उसके बादवाळे कोष्टक को 
खोलने में आसानी पड़ती है 1 


उदाहरण 1. wat: ८-४-(०-ढो. 
a-ib—(c-d)-a-ib—-c*d) 
र Se n =q— b+ 6 -- d. 
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उदाहरण 2. हल करोः ०-[४-{०-(८- ८} у] 
a-[b—-ic- (3-89) -/]- a- [b - (c - 3t d - f£] 
=a—[b-ctd-e-f] 
=a-bt+c—dtetf, 


उदाहरण 8. бєй: 6+[-४-६०-(४-४-३/)-४०)-४]. 

a+{-b-fo-(@—6—f)—g}—h]=a+[-b-fo-(a-e + /)—o}- M 
=a+[-b-fo-d+e-f-g}-i] 
=a+[-b-ct+td—etf+g—hl 
=a-b-ctd-etftg—h. 


उदाहरण 4. हळ करो: 2a- [3० + {4 — (2a — b) + 5०} — ТЫ. 
दिया हुआ wm; = 9८ - [३८ + {4४-9८ +४ + 5a] - Tb] 
= 9a — [3a + {5b + 3а} — 78] 
= 9 — [3a + 5b + За — ТЬ] 
када — [6८ — 2b] 
= 9a — 6a + 2b 
= —4a+ 9b. 


उदाहरण 5. a-[-b-ic-(d-e-f))] के कोर में से पहले [ 1 को 
फिर { } को तब ( ) को और अंत में “> को खोलो :-- 
a-[-b-1o- (47e f)] ० ७+ ४+(०- (४-००) 
=а+БЬ+о—(@—в—]) 
=at b+o-d+a-f 
-6-btc—dte-—f. 


टीका [ 1 इस कोष्टक के अन्दर दो पद हैं ; अर्थात्‌ - और -{०-(८-०=7)} 
[ 1 इस कोटक के पहले '-' चिह है .'. इसको खोलने के लिए दोनों पदो के 
Ruf को बदलना पढ़ता है; और इस कोष्टक को खोलकर 0+1 (0-8-0) 


-च्यंजक मिलता है। इस बात पर ध्यान देना चाहिए कि एक समय केवळ एक ही. कोष्टक 


खालना होगा | 
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उदाहरण 6. इल्करोः [a-i -(०-@)}] - [2a — ६89 + (2c 44)], 
अब a—ib-(c—d)) -a—ib—o-t di 
š -g—btco-d; 
और 9a — {38+ (2c — 4)} = 2a — (8b + 2e — 4०) 
29g — 9b — 20 + 4d. 


इसलिए दिया हुआ व्यंजक =[a-b+0-d]— [2a — 8b - 2c 4d] `¦ 


=a—b+e—d—I2at 3b-- 2c —4d 
= -a + 2b +30- 5d 
उदाहरण 7. हर अवस्था में कोष्टक के पहले '-? fag देकर atb—c 


+а-е-у व्यंजर के पहले तीन ЧЇ को एक कोष्टक के अन्दर और अंत के तीन पदों को 
elk कोष्टक के अंदर 9; और इन दोनों कोश्कों के अन्दर के तीन पदों में से 


अंत के दो पदों को एक और कोष्टक में GF ; इस अंतिम कोष्टक के पहले भी '-' चिह रहे । . 


दिये हुए निर्देशों के अनुसार 
atb-otd—e-f- —{-a—b+ch-{-dtets} 
= —{-a-(b-o}-{-a-(-e-fh. 


ЯЯ 11 
हल करो 
1. 96-9४ - (६6-60) + (-26+ 89), 2. zr (7 yt 42) - ( 92497). . 
8. —(5e—y)+(—382+y)—(2y - 62) 
4. 8a—Í6a— (9 - ७)! 5. —a—{2b—(6a+ 4D). 
6. 9a—{5b—7b— 2a). 01. 8-15-(6-77 9). 
8. -2-[-3-(-4-(-5-90)]l. 
9. —-a-[-8b-í-2a-(-a- 45). 


10. a—[2b—{80—(a—2b—8c)}]. 
11. 37- [5॥- 11082 - (5z — 10y — 82)]] 
12. -a-[-b-(-c-(-a-b—- ol 
उल्टे क्रम से est को खोलकर (अर्थात्‌ पहळे बाइरवाळा और अंत में सबसे 
भीतखाला कोष्टक खोलकर) नोचे दिये व्यंजकों को हल करो 


13. 9z-[5y-19z—(10y—4z)]. 14. -— ба – [89 - (6a - (65 — 7०). 


15. -Tm—-[82-{8m—(4n—10m)}] 
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16. —9a—-[—-45-(-6c- (-8a— — 70-75... 
17. `—82—[—Бу—{—1з8—(—9— —11y- 182). 
18. —9»—[-4y-(-6z-(-3z— —6y - 1з)}]. 
19. -v-l-3y+{-5z-(-2s+ - 4y - 6») 
20. —9a4[—5b—1—-8c--(—3a— -७--9०)] 
21. -gs+[-5y-{-9z+(-3s- — Ty - 112)H 


हल करो : 
22. {2a — (85 — 56)) — [a — (2b — (c — 4७) — То]. 
28. [z—-ly -(s-2) - (y - 3] - [z — f — (y — डो. 
24. [४७- (७-८) - (8b - (2a —c)) - 1—2a + (c - 45)] 
—[— 35 - (2a — 4c) + {6c — (25.— 3a)} — 5с+ (6a — Т) 
a—b-ctd—mtn—aty—2' व्यंजक के 


25. दूसरे, तीसरे तथा चौथे पदों को एक कोष्टक के अंदर जिसके पहले (-? 
fag हो, और पाँचवे, छठे, तथा सातवे' पदों को एक दूसरे कोष्टक के अंदर जिसके सामने 
“+? चिह्न हो, crat | 

26. पहले पद को RS वाक्की सव पदों को ऐसे कोष्टक के अंदर weal जिसके 
पहले (-? चिह्न हो; और कोष्टक के अंदर के पदों के अन्तिम चार पदों को एक ऐसे कोष्टक 
के अंदर GA जिसके पूर्व '+? चिह्न हो । 

әт. जिसके सामने कोई चिह्न न रहे ऐसे एक कोष्टक के भीतर पहले पाँच पदों को 
और. जिसके सामने “-? Rud, ऐसे एक कोष्टक के अंदर अंत के चार पदों को Gal, 
और इन दो Beat के अंदर के अंतिम तीन पदों को एक ऐसे कोष्टक के अंदर wat 
जिसके पहले '-? चिह्न हो । ; 

28. सामने “-? Ru रहे ऐसे एक कोष्टक के अंदर आरम्भ से तीन तीन cet 
को Gal; और इन कोष्टकों के प्रत्येक के अंदर के तीन पदों में से अंत के दो पदों को 
ऐसे कोष्टक के अन्दर wat जिसके सामने “-” चिह हो । 


Ш. गुणन (Multiplication) 
40. जव हम संख्या पर वही बीजीय करिया का प्रयोग करते हैं जिसका प्रयोग 
1 (unity) पर करने से हमको दूसरी संख्या атан होती है तो कहा जाता हे कि एक संख्या को 
feat दूसरी एक संख्या द्वारा गुणन किया गया है। ` 


^ 
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३८ सरल बीजगणित 
4=1+1+1+1, 
D 4 x z अथवा 4o-ctoztctz. 
इसो प्रकारा 4х5=5+5+5+5 - 90 
| ; 3x6=6+6+6 = | I 
5х3=3+3+3+3+3 = 15 
3x (—5)=(—5)+(—5)+(-5) = —15 
4x(—8)=(—8)+(—38)+(-3)+(-8) za} - II 
5x(-4-(-4-*(-4*(-9* (-—4)+(-4)= —20 
और चूँकि -4=-1-1-1-1, 
इसलिए (-4xo--2z-2-2-c-. 
इसी प्रकार (-4x5--5-5-5-5 = — 20 
(-3)x6- -6-6-6 --| - TIE 
(-5)x3--8-83-3-8-8 = —15 
और (—3)x (—5)= -(-5)-(-5)-(-5) 
=5+5+5 = 15 
(-4x(-3)- -(-3)-(-8)-(-3)-(-8) 
=3+3+3+3 = = IAF + IV 
{-5)x(-4=-(-9-(-49-(-49-(-9-(-9) 
=4+4+4+4+4 = 90 


जिस संख्या को गुणा करते हैं उसको गुण्य (multiplicand), जिस संख्या-द्वारा गुणा 
किया जाता है उसको गुणक (multiplier) और शुणा करके जो संख्या чын होती š 
उसको गुणनफळ (product) कहते & | 


प्रश्नमाला 12 


गुणन की परिभाषा के अनुसार निम्नलिखित गुणनफल निकाळो : 

1. 5% द्वारागुणाकरनेसे। 2. 69 3 द्वारा गुणा करने से । 

वक को S TI 4-989 4» ऋः» से! 
BS. —45W 3, . » से € -188t 65 = » 91 

7. .8 को “3 » р » 91 8. 7 —5 » » 3 से। 
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9. 15 को -3 द्वारा गुणा करने से। 10. -9 को -4 द्वारा गुणा करने से । 
11, -19 को -6 „ » » से। 12. -16को -4 , » » Wl 


41, गुणन के चिह्लो' के नियम (Law of signs in multiplication) : 
ऊपर ( नियम 40 में ) दिये हुए नियम की व्याख्या से साफ аен होता है कि यदि 
a और ४ दोनों पूर्ण संख्यायें (whole numbers) हाँ, तो 


(+a) x (+ 8) = + (७०) 
(+a)  (- ४) = - (ab) 
(—a)x (+b) = -- (60 
(—a) x (- 5) = + (ab) 
इसलिए यदि sup व गुणक दोनों का fe एक ही हो, तो दो पूर्ण संख्याओं के 
गुणनफल का fae '+?” होता है, अर्थात्‌ दोनों का चिह्न '--? हो या दोनों का चिह ' -? 
हो; यदि ga व गुणक के चिह भिन्न हों, अर्थात्‌ एक चिह ‘+’ और दूसरा Pun 
‘_? हो, तो गुणनफल का चिह्न “-_ होता है 1 
गुण्य व शुणक पूणे संख्यायें न होकर यदि सिन्न संख्यायें हों, तब भी वही 
सिद्धान्त निकलता है। दृष्टान्त के लिए कहा जा सकता है, किं s -$= -३- ३ 
अर्थात्‌ '.' 1 (unity) की तिहाई दो बार घटाने से -$ प्राप्त होता है, 2. किसी संख्या 
४ को — 3 द्वारा गुणा करने का अर्थ यह है कि z की तिहाई दो बार घटायो गयी दै । 
० 92 
. (- 9х2 =- 5 = с = ` 
इसी प्रकार (—4)х% =-= ¬ उड) 
(—%)x(-—š#)= - (- ४४) - (- <í) 
=+ e=; आदि। 
*. गुणा का चिह सम्बन्धी नियम और भी व्यापक रूप में निम्न ढंग से प्रकट किया 
जा सकता है। 
यदि ga व गुणक का एक ही चिह्न हो तो गुणनफल धनचिह्वात्मक, और यदि NUI 
व गुणक के चिह भिन्न हों तो गुणनफल ऋणचिह्ात्मक होता Š । 


उपसिद्धान्त। "s (-०)*(-०)=०१ और (+2)x(+2)=0%, इसलिए 
४०१० +2 अत्येक बीजीय राशि के दो айа (square-root) होते हैँ, जिनकी 
असली क्रीमत एक किन्तु चिह्न भिन्न होते हैं । 
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उदाहरण | हल करोः (6१9-००)(०१ - 4°), यदि 63-92, ७-3, 
०= —4 और ८=5 हो। 


afa a2b=(—9)2 x(—3)=4x(—-3)= —12, 
> और ed=(-4)x5= —90; 
, s. — alb-ed- -12-(-90)- -12--20-8. .. (क) 
और 9% c? =(—4)? —16, 
और d* = (8)? =95, 
ate c!-d*-16-95--9. ... eso (स) 
| इसलिए (क) व (ख) से 
| (७१४ - ००)(०१- d?)=8 x (- 9)= – 79. 
| | HANSI 13 
| निम्नलिखित व्यंजकों कौ कीमत निकालो : 


1. ०७-०, यदि a= -9, = -3, ०= -8, ढ-6हो। 
9. (r*-y?)b—azy, यदि ८1, 9०5 - 3, ४554, ४८०६ -- 5 हो । 
3. 322९४ - 3200 +८५2; यदि == - 1, ४= - 9, ४71-7 हो। 
4. (—a)b? cd? +४(-०)१, यदि ०=5, b= - Т, ००६, 4" -3 1 
B. —a?(—e)+b2(—y)+4a3, यदि a= —9, b= —3, o= - 1; 2 6, 
956 हो। 
| २५-८) + 5१(०-०) +०१८ - b), यदि а= -9, b= -5, ०= —7 हो। 
3(y—2) + ५(ड-८)+४१(८- y), यदि e= -3, ४-8, s= – 5 Tı 


४2-72) +g? —p2)+r3 (p*-q?), यदि p=-3, а= – 5, x 


i = -7 हो। 

| 9. a +0? xc? -8abe, IR a= - 12, b= - 13, c= -158! 

) 10. सिद्ध करो: (a-RD)5—a5 -5a*b + 106082 + 10a b* + ab^ +b", 
"HR a-8, b= -6 हो। 

S. 42 सिद्ध करना होगा fn axb=bxa; अर्थातू a को ७ द्वारा गुणा 


y 


x करना, और b को a द्वारा गुणा करना दोनों एक ही | 
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1 को b वार एक आइडी SAT (horizontal row) में लिखो और ऐसी & पंक्तियाँ 
एक .के नीचे एक इस प्रकार लिखो कि प्रत्येक पंक्ति के एक विशेष स्थान पर जितने 1 हैं 
सब एक एक खड़ी BAT (vertical column) में Ч | 


खड़ी लकीर में स्थान 0) (9 (9 (4) (b) तक 
1 1: RUSO e ET 


1 

Е 1 1 10 >> LET 
(3) xtd 1 1 1 ५4६ 1 
(4) š Lo st ЖОЙ Ts: g al 1 
° “з. 
Qm c Ec) कार म КПП а 


इस प्रकार लिखने से यह स्पष्ट देखा जाता है कि इसमें ८-संख्यक आड़ी लकीर हैं, 
और प्रत्येक लक्कीर में 1, p वार लिखा गया है 1 
अब जितने 1 लिखे गये हैं उनकी संख्या गिन SN 
चूँकि संख्या में a आड़ी ळकीरों में से प्रति लक्रीर में 5 इकाइयां हैं, 
s. सब इकाइयों की संख्या (पहली आडी wk के 1)+ (दूसरी लकीर के 1) + 
(तीसरी = के 1) + ------ + (अंत की «-संख्यक्र लकीर के 1) 
= 94 0-+9+--० १ (संख्या में а पद) -८>७ - (1) 
फिर चूँकि, खड़ी लकीर में प्रत्येक लकीर में ८ बार 1 लिखा गया है, 
इसलिए इकाइयों की पूरी संख्या = (पहली खड़ी GAT के 1) + (दूसरी खड़ो लकीर के 1) 
+ (तीसरे खड़ी लढीर के 1) +--+ (अंतिम छ-संख्यक लकीर के 1) 
` eatatatat +a (रेखा में pdemqqde)ebxa- (9) 
इसलिए (1) व (2) से यह प्रकट है कि ax 0 bx ८7, 


* В ab=ba, तो ८8 को यदि ta बार D पढ़ें, अथवा ‘Фақа पढ़ें तो ये . 
दोनों एक ही हें । परन्तु जब तक प्रमाणित न हो जाय. कि axb=bxa यह उचित 
Š कि ab का केवळ एक ही प्रकार से अर्थ किया जाय यदि किसी नये विद्यार्थी को 
बतलाया जाय कि 7७ का अर्थ है 7 बार &और 7%4५ का अथ है 4 बार 7 तो अपने 
आप उसको яшен हो जायगा, कि '८४' और ‘ba’ दोनों का अर्थ एक ही है और 
ab- ba प्रमाणित' करने की कोडे आवश्यक्ता उसे न मालूम होगी। 'इस अम को दूर 
करने के लिए.८७ को दोनों में से केवळ एक ही sm में, जैसे ' बार b अथवा Ф को 
в दारा गुणा किया गया है.” मान लिया गया है। 
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(9) अब WS करो किं व ४ दोनों чакае भिन्न राशियाँ ë । 
यदि a= = और b= 5 हो और m, n, p, q में से प्रत्येक धनात्मक पूणे राशि है 


| ™ 2 р ; D mp © 
р तो CIO कर Ж q -mx{(2)+n}-mx2 = ng { (D 
| =2 mM m SSL DE 
| और b*a 7 x =m = px (2) a} px = Ex (II) 
| em चूंकि 2, ५, тп से प्रत्येक धनात्मक पूर्ण राशि है. .', тр=рт, और 
I 224 = qn. 

इसलिए (I) व IT) से ax b=bx a. ө *- (क) 
| (8) 41 8 नियम के अनुसार यह पाया जाता ё कि, 
i zx(-y)- —(zy), 
n और (—v)xz= - (ys); किन्तु ८४-४७, 

zx(—v)=(-w)xz +° oe (ख) 


| (4) 41 वें नियम से पाया जाता है कि 
4 (-2)x(-y)- +2५, 
| और (-४)*(-&) +92; किन्तु «y-us. 


"१ (-2)x(-9)-(-9) x(-2). .. (ग) 
इसलिए (क), (ख) व (ग) से यही सिद्धान्त निकलता है, कि & और ४ चाहे कैसी ही 
दो राशियाँ हों हर हालत में ax b=bx 6. 


— c ———— —— ९ 


* a और b यदि भिन्न राशियाँ हो तो axb-5xa को नीचे दिये हुए उदाहरण 
द्वारा भी सिद्ध कर सकते हैं। मान लो यह प्रमाण करना है कि 8४5०-६५ ३. Зх 
अथे है कि किसी वस्तु के चार बटा पाँच हिस्से को तीन बराबर हिस्सों में बाँटकर उनमें से 

- दो हिस्से लिये गये हैं; और ty का अर्थ है कि किसी वस्तु के दो बटा तीन ud 
को पाँच समान अंशों में विभाजित कर चार अंश लिये गये हैं । : 


А в 


अव फज़ें करो कि 45, 15 इंच लम्बी एक सीधी रेखा है। इस रेखा का £ हिस्सा 

_ 19 इंच है; और उसका $ हिस्सा लेने से 8 इंच लम्बाई की रेखा होती है; फिर चूं कि 

_ 47 रेखा का $ अंश 10 इंच है; और उसका + अंश 8 इंच है ; : 

O S इस रेखा का $ x § हिस्सा = इस रेखा का xš हिस्सा; अर्थात्‌ 88-48; 
अन्य भिन्न संख्याओं के लिए भी ऐसे उदाहरण दिये जा सकते हैं । 


5220 
aA 20 
PRA 
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Tate 14 
सिद्ध करो : 
1. 4*5=5%4. 2. 6x8-8x6. 8. 7x5-5x7. 
4. 4X8-8x4, 5. 9x5-5x9. 


43. सिद्ध करना होगा कि (ab) xc-ax(bo), अथवा = bx (ac); 
अर्थात्‌ ० को ८ व b के गुणनफल द्वारा गुणा करने से जो राशि प्राप्त होती है, ० को 
छ Wala से गुणन करके उस गुणनफल को फिर दूसरी राशि जो और ४ में से बच 
जाती है उससे गुणन करने से वही राशि प्राप्त होती है। 

b कोश्कों को एक MS लकीर में इस भांति wet कि प्रत्येक कोष्टक में ८-इकाई हो 
इन पंक्तियों को एक के नीचे एक इस प्रकार से रवखो क्रि प्रत्येक पंक्ति के विशिष्ट स्थानों 
के कोटक एक एक खड़ी रेखा में पढ़ें, जैसे-- 


खड़ी रेखा में स्थान (1) (9 (8 (a) -- (b) तक 


(1) E (d (d [d le] -- [e 
(2) [ce] [d [cl [co] o [५ 
(8) के |(c] [ [ह [d * d 
(4) : ш Id id id ~ и 
(a) तक EDI Op ^B Sm 


अव यह कहा जा सकता है, कि खड़ी रेखाओं की संख्या ४ है ; और प्रत्येक खड़ी रेखा 
में її की संख्या '८' है, और प्रत्येक कोटक में ८ इकाइयाँ हैं । 

अब `.` ахь कोश्कों की संख्या है, और प्रति कोष्टक में ० इकाइयाँ हैं, इसलिए 
фе इकाइयों की संख्या = (ab) xc im ess (a) 

फिर `." संख्या में а आडी रेखाये हैं, जिनके प्रत्येक с इकाईवाले कोष्टकों की संख्या 
b है, इसलिए कुछ इकाइयों की -संख्या = a x (bo) ee) 

और `. खड़ी रेखाओं की den ४ है और प्रति खड़ी रेखा с इकाईवाले कोष्टकों 
की संख्या a है कुल इकाइयों की संख्या = b x (ac) E (y) 

इसलिए (а), (४) और (y) से सिद्ध हुआ (ab) x ००6 x (४०) = x (ao) 
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उपस्तिद्धान्त । 49 वें व 48 वें नियमों के सिद्धान्तों से मालूम होता है कि ८027०८ 
=cab, कारण 43 वें नियम के अनुसार ०४०८ % (४८) और 42 वें नियम के अनुसार 
ах(Ьс)= (0с) ха= саз .. abc=bea; इसो प्रकार bca= cab इससे फल 
निकला कि .— 

गुणनखंडो को चाहे किसी कम से wel जाय हर हालत में गुणनफल का सूल्य एक 
ही रहता है । 


टीका 1. यह ठीक है कि गुणनफल के गुणनखंडों को चाहे जिस क्रम में लिखा जाय, 
पर उसके मूल्य में कोई हेरफेर नहीं होता, फिर भी गुणनखंडों में से अंक गुणक को पहले, 
और वर्ण गुणकों को वर्णमाला के क्रम से लिखने पर आसानी होती है, जैसे, 
०१ xdx'1xbxa* को Ta*bc*d लिखा जाता है। 


टीका 2. अब हम 15 वें नियम में बतलाई हुई “गुणक? की परिभाषा कुछ वदलकर 
लिख सकते Ea किसी गुणनफल के गुणनखंडों में से एक या एक से अधिक गुणनखंडों 
को वाकी गुणनंखंडों का गुणक (co-efficient) कहा जा सकता St जैसे Tabcd में Tac 
को bd का गुणक कह सकते हैँ, कारण 7८४८० को Tacbd रुप में भी लिख सकते हैं 1 
44. main यदि दो धनात्मक पूणे राशियाँ हों, तो 


सिद्ध ; करना होगा कि a" xa"-a"*7. 
ध्यान देने की बात 1 49 वें नियम में बतलाया गया Fx ' चिह द्वारा सम्मिलित 


दो राशियों में से किसी को भी गुणक और दूसरे को soq माना जा सकता है। इसलिए 
‘aX b' के अर्थे को सीमित करने का अत्र कोई प्रयोजन नहीं रहा । 


चूंकि a? = ००, और a? = ааа, ` 
इसलिए a? x a? =(aa) х (aaa) -axaxaxaxa-a* =at? 
और चूँकि ८* = ००००, और a° = ८८८८०८, 
इसळिए a* x.a° = (4666) x (aaaaaa)  aaaaaaaaaa "२७१० = a** 
मामूली तौर पर, चूँकि ० = ०००० ... --- संख्य गुणनखंड 
Ex और ० = ०००८ ... e. ?-संख्यक गुणनखंड 
इसलिए a™xa"=(aaaa ... .. १८-संख्यक TITAS) x 
(८०००  ... < १४-संख्यक गुणनखंड) 
=ааааааааа...... (+ 7)-संख्यक गुणनखंड 
дт", 


२6५ 


3 CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Ра 


Digitized by Агуа Serre Foundatio निमि and eGangotri 
| चीर निर्म жч 


š उपसिद्धान्त 1. a" ३ 67 % 6? = ८१? यदि т, п, p में से प्रत्येक घनात्मक 
पूणे राशि हो । 
चूँकि a™ x qn =; am x an x ap д" x ap = gD = gD, 
उपसिद्धान्त 2. (a")" =o", यदि man Š से प्रत्येक धनात्मक पूर्ण राशि हा । 
(a™)"=a™ xa™xa™ x , , ./-संख्यक गुणनखंड तक 
= дтп पद्‌ 'तके-००००५००- =", 
45. उक्त नियमो' का प्रयोग | 
उदाहरण 1. सिद्ध करो: . (-७०)१ = ८११. 


(— ab)? =(—ab) x (— ab) 
= (ab) x (ab) ` [नियम 41] 
=axbxaxb [ नियम 48 ] 
-aXaxbxb. [ 43 š नियम का उपसि० ] 
= (aa) x (bb) [ नियम 431 
= 420°, [ नियम 44 ] 
उदाहरण 2. गुणा करोः - 6८१४१ को 46९४९ 81 
( —5a°b?) x (4a5b*) = — (5952) x (4०5*)) [ नियम 41] 


= —{5 x aš xb? x 4 x a5 xb} [ नियम 431 
= -{5%4५ २८१ ५८४५४१ xot} [43 š नियम का उपसि० ] 


= — {20 x (a?a5) x (०२७४) [ नियम 43] 
= - 205900, [ नियम 44] 
उदाहरण 3. हल करो: (- 925५“) х (42५75१) x (62g? *). 
(- 225y*2) x (4४79 2?) 


= —((2z5y*z) x (4०१9 2?) 
= “६9 xs" २८५६ २८ 2 १९ 4 १९ 22 хут ४ 22) 
= —Í9 x 4 xg xg'xy*txy'xzxzs?] 
= - Í8 x (x*w?) x (y*y") x (४2?) 
= - 39797 728, 
इसलिए दी gi राशि 
(820४1४१) x (— 62४१४१) = (02१४751) x (Bay's) 
=8 xg Xy! xg? xGxaxy® x ४९ 
=8x6xa' Хаху!! xy? xg! x24 
= 48 x (zm) x (y! 1y?) x (2026) = 482° 1437, 
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ग्रश्नसाला 15 

सिद्ध करो : 
1. (-a)x6b- —6ab. 2. (4a) x (- 90) = —8ab. 
8. — 75 > 820 - 56215, 4. (-9b5)x(- 10a)- 2060. 
5. (—"0) x(—8ab) = 21606. 6. 10x35=25x 14, 
7. 15х75 =5° x 8?, 8. (-a)- ~ а, 
9. (—-ab)! = - а?Ь°. 10. (a5?) = ७११४१, 

11. (—a3b5)2W=a5b19, 12. (-2)--25. 

13. (—4a*y*)? = 16z*y*. 
गुणा करो: 

14. 92४ को - 9८5४४ से । 15. - 7८१७० का - 3४८° से। 


16. - 51243 को - 82५1१ से।' 
17. - 192५४१ को 13219९१ से। 
18. - 1425१ को - 102१४२१ से। 
हल करो : _ 
19. (—z)š x(-9zy?)* x (z*9)*. 
20. (—9a?)x (7a‘b") x (Da? b^). 
21. (—625y?2) x (92:35) x (— 4y? 2*9). 
22. (—82!y)x (4zy*z) x (— ogy") x (2229). 

46. इसके पहले के नियम में बताये ढंग से सरळ पदो का गुणनफल निकाला जा 
सकता है। इससे कठिन गुणन के समय ये सब काम साधारणतः ज़बानी हल किये जाते हैं । 
विद्यार्थियों को ऐसे गुणन करने में विशेष अभ्यास कराने के लिए नीचे एक प्रश्नमाला 
दी गई है 

उदाहरण 1. 89? व - 629 का गुणनफल बताओ 1 

(827) x (- бшу) = — 1527 y. 
उदाहरण 2. —5a7b च - 8652 का PATS बताओ | 
(- 8०2१४) x (— 8ab?) = 406 8, 
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FANG 16 

नीचे दी हुई राशियों का गुणनफल लिखो : 

1. -9४* q 89९, 2. 5a3b q —4ab5, 

9. —8т°л° q —723m5, 4. 370४० व —Gay?, 

5. -८४१ व्‌ -36659, 6. бтп а - 8७१5. 

7, —10шуз° q - 52025. 8. ५2५४ व —Ozyz?. 

9. - 62/१४ व - 82१५१५, 10. - 5०७5० बच - 64२३५०४, 
11. 8098९ q - 89925, 12. -—4abzy q —8a?cby*. 
13. ¬ 12७४१ q - Барг, 14. 6०८५ व - 195/०२, 
1b. —]14шу* q - 560१८. 16. 9४०% q - 9750८, 

17. -Ta°a*y q - 929१८१, 18. —8a%y?25 q - 20955१८१, 


19. - 136१७1१०१४ 4: - ४८०5८२, 
20. —Ta'z*y'z* व - 16352१०१५१, 
47. सिद्ध करो: ०(७+८)*= b+ a८, 
b और c चाहे कैसी ही राशियाँ हों और а यदि घनात्मक पूर्णरासि हो, तो 


a(b + ०) = (b + ०) + (b + ०) + (b + ०) + ае पदों तक 
= (056+ ач तक) 
क(6क-८-०५-००००-८-पदो तक ) 
= Gb + ac. m E ... (1) 


5 b+ b 
с. उल्टी तरह से арс TT ; अर्थात्‌ » व q चाहे जैसी राशियाँ 
हां और यदि т एक घनात्मक पूर्णराचि हो तो 
2+ 4... >p . q. 
सटवा EE сй 
अब чя करो कि एक धनात्मक भिन्न राशि (positive fraction) है, अर्थात्‌ 


а= 2 ४किन्तु m п दोनों घनात्मक पूर्णराशियाँ Ё । 


dt? (6+c)=mx Бага 

п n 

т +c) mb-cme mb १४७ m, m 
ERE СҮҮС i nt. .. (9) 


+ प्रत्येक (894 राशि को bte रूप में लिखा जा सकता है। उदाहरण के रूप में 
कहा जा सकता है कि 9z% को b और — By? को ० मानने से, 222 —3y को अर्थात्‌ 
(22?) +(— 32) को AIA b+ c रूप में मान Š सकते हैं । 
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इसलिए (1) व (9) से स्पष्ट है कि ८ यदि कैसी भी धनात्मक राशि हो, 
alb + c) ०१69 + ac wee ote (3) 


फिर फज़ करो कि a एक ऋणात्मक राशि हे; और -» फे बराबर हे ; इस हालत 
में z अवदय एक घनात्मक राशि है। तब :-- 


(—z).(b + a) = -[=(७+०)] 


= —(zb + zc) 
= - 20 - ४6 
=(—m=).b+ (— z).c ; 
=ab+ ac. 
इसलिए देखा जाता है कि a के किसी भो ऋण मूल्य के लिए 
alb + c) ab + ac. г TEC 
इसलिए (s) और (4) से सिद्ध होता है, कि a कोई राशि क्यों न हो, 
(+c) - ab-- ac 


उपसिद्धान्त 1. sed क्रम म॑ 69 + 60 — a(b ^- o) ; 
` इस प्रकार cya? + ८9४१ = ०४८° +b?) 
डपसिद्धान्त 2. dé — b-o=b+(-o) 
इसलिए a(b—c)=a[b+(— थे] = ab + a( — ० = ab ¬ ас. 
se कम में ab—ao-a(b- с). इस प्रकार 9०० — 969 = 2a(z ¬ 9). 
उपसिद्धान्त 3. Дъ+с+ д) = дь + (+ 0) = а+ас+ д) 
=qb+ act ad. 
इस प्रकार  a(brcrdcrerft )-ab-cacrad-r ae af 
इसलिए यदि किसी बहुपद व्यंजक को एक सरल राशि या पद से गुणा करें, तो यह 
गुणनफल व्यंजक के प्रत्येक पद को सरळ राशि-द्वारा गुणन करने पर प्राप्त गुणनफलों के योग के : 
-चराबर होता है 1 


IS करम में abtactadtaet--=albt+ctd+et-~). 


उदाहरण 1. 2७-3१ को 55 से गुणा करो | 
Sab(aab — 3b?) = 5ab(2ab + (— 835°] 
= bab x 2ab + bab x (— 85°) 
е = 10a?5* —15ab* 
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उदाहरण 2. गुणा करोः 2 - ४१ + 5८ - 62 +4 को - 62१ 81 
(— 62*)z* — 3? + 62% - 6x + 4) 
(-62")fa* -- (— 32?) +52? + (— 62) +4} 
=(— 6z*).2* + ( 622)(- 82?) + (— 622), 5z2 
+ (— 6z2)(— 62) + (- 6z2).4 


= — 65° +1825 — 80z* + 362? — 9452. 


ध्यान देने की बात | नये विद्याथियां को ऊपर दिखलाये हुए नियम से हरएक 
प्रश्न को हल करना चाहिए; परन्तु पूरा अभ्यास होने पर नीचे दिये हुए उदाहरणों के 
अनुसार एक साथ ही फल लिख दिया जा सकता Š । 


उदाहरण 8. गुणा करो : -46९ + 8०30 - 6८२४२ - 8४२ --9b* को 
à = 3८१६१ 81 
— 4a* + 6a? b — 6a? 5? — 8ab3 + 96९ 
- 9o? P? 
19a*b* – 15а°Ь° + 18a *b* + 24355 — 979359 
उदाहरण 4. इल करो: 22१82 - 9)--9z(2z + 3) G= 
अव, 92°(3% — 2) = 623 — 423, 
9a(2x + 3) = 42? + бл, 
6(c — 3) = 62-18. 
इसलिए व्यंजक = (62 — 42?) + (4z2 + 62) — (62 — 18) 
= 6z3 — 42° + 4४९ + 67 — 6z + 18 = 6g? +18, 
उदाहरण 5. हल AI: 3a(2a—5)- 3a(a — 6). 
€ 
फज़ करो कि ८ = १८-8 व y=a— 6. 
3a(2a — 5) - 8a(a - 6) = 36% — Say —3a(x — y) 
= 3a{(2a — 5) — (a — 6)! 
= ala + 1) = 3a* + 96, 


ग्रश्नमाला 17 
गुणा करो : 


1. 9०-9 को -9 81 2. 6-98 +86 को —5a 91 
3, 92-39 को 42४ से | 4. 94° - 3 - ८२ को abo से । 


B. ७५-9८9१ -y* को -32४ VI : 
B—4 
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6. : 9०१ - ८७ - 5a? + a?b को 70? से। 
7, 3८२ - 42८? +5० को - 2८१ से। 
8. — 2m + 38%27- бтп? को 4m से 1 
b 9. a*bo—b!oa-c*ab को - abe से 1 
3 10, s? +y? +22 - 92-22 — ту को ८४३ से । 
11. -9०2+3१०- 500° — 4०२१२ को - 6c?d* से। 
12. 856 - 6०१४ + 5०१७१ - 4०७२ 91 - 9८१७१ ÑN 
हल करो : 
18. 72?(z—9)- 92°(% — 3) - 82" (1 — 95), 
14, sz'*(y* -४?)+ y*(z? — x?) + z2(z2 — 2), 
15. 9z'(s* – 2y*) + 5y* (82 + y?) + 8y* (s? — 10y?), 
16. z'(z*-c92z?--92)— 92" (x? + Dar? + 92) + Arle? + 9:7 + 92). 
17. a*b'(a*b? —9G*b* + 207d) + 9a* b? (atb? — 9८१७१ + 9८:5) 
+ 2a*b(a* b? — 9८५७१ + 2८९४). 
18. 2a°b°(2a°b° + 60१66 + 9a? 5?) — 6a*b* (9a? b* + 6७९४९ + 9०5१) 
+ 9a*b* (2a? 5* + Ga*b* + 9302). 
19. a*(22—83y)t a? (8x + 49) - a? (bz — 2y). 
20. अगर 652? - 92, b—4? —zz और ०००४१ - ay हो, तो 
(i) ८७4१-७४-८४; (ii) ०४+ 69४ + ba का सूल्य निकालो । 


IV. भाग (Division) 


48. परिभाषा : कोई भी तीन राशियाँ a, b और ० का परस्पर में ऐसा सम्बन्ध 
हो कि८२७>८ तो राशि को ४ राशि-द्वारा विभाज्य (divisible) कहते È; अथवा 
संक्षेप में ०४=० कहा जाता है। इसी प्रकार यहि ४३१४ हो Marys और 
८०2५. जिस राशि में भाग देते हैं उसको भाज्य (dividend), जिस राशि-द्वारा भाग 
दिया जाता हे उसको भाजक (divisor) और भाग देने से जो राशि मिल्ती है उसको 
_ भजनफल (quotient) कहते = 1 


रीका। a ४ का भाग देने से जो sus होता है E amm रुप में 
+ द्वारा भी प्रकट करते हैं। | 
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49, Че ST (Fundamental Propositions).: 
(1) सिद्ध करो कि ८३४५७०, 
यदि ‘a+b’ ॐ द्वारा सूचित हो, तो परिभाषा के अनुसार 
७२७२०, 
` atbxb-zxb-a 
(2) सिद्ध करो कि a-b-c-a-t-bc. 
(a b-- c) х 5c - f(a-- 0)-- c] x ex b 
= [(a--5)-- c] x e] x 8 
= (a-- b) x b= a, 
इसलिए परिभाषा के अनुसार ८ + 8 +० = ८-+ ४० ; 
अर्थात्‌ किसी राशि को एक के वाद अन्य दो राशियों द्वारा एक के बाद दूसरी से भाग 
LE a TSS, 
करना ओर उस राशि को उन दोनों राशियों Í राशियों के गुणनफळ द्वारा भाग करना एक ही बात है। 


उपसिद्धान्त l प्रकट है कि ०४+ ०८+ ०+ ; कारण दोनों ८ + ४० के बरावरहैं। 
(8) fag करो कि ae b-ax i 


अव ; £ xb=1+bxb=1; 


1 
ax b xb=ax ( i x ) =q * 1-23; 


अर्थात्‌ (в x 2 ) x b= a, 


b 


परिभाषा के अनुसार a+b=ax i 


इसलिए किसी एक राशि को दूसरी एक राशि से भाग करना और पहली राशि को 
दूसरी राशि के व्युत्क्रम (reciprocal) द्वारा गुणन करना एक ही बात है। 


दो राशियों का शुणनफल यदि 1 (unity) हो, तो उनमें से एक राशि को दूसरी 
राशि का व्यत्क्रम कहते EI 


डपसिद्धान्त। a-bxo-axotb; 


क्योंकि _a+bXo=ax n Xo=axcox L =a X0+b, : 
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50. भाग में fag सम्बन्धी नियम 
ax(—b)=—ab 
इसलिए परिभाषा के अनुसार (-ab)+a= —b | (0 ; 
i और (—ab)+(-b)= a 
i फिर चूँकि (-a) x (- 5) ^ ab, 
इसलिए ab+(-a) = -b } Ls бз) 
और ab+(-b)= -a š 
फिर यह भी स्पष्ट है कि, ab--a ** 8 Pe 
और БУ } ХО ae n] 
इसलिए (D, (II) और (III) से भाग के fears सम्बन्ध में नीचे दिये हुए नियम 


पाये जाते EI 

भाज्य व भाजक के यदि एक ही चिह हों, तो भजनफल का धमचिइ होता है । 
और यदि भिन्न fae हों, तो भजनफल का ऋणचिह होता है, अर्थात wales से धतात्सक व 
विषमचिद्द से ऋणातमक चिह्न उत्पन्न होता है । 


1. एक सरळ या एकपद्राशि का दूसरी एकपद्शशि द्वारा 
| भाग : यहाँ कई विशेष अवस्थाओं की जांच की जायगी 
(1) चूँकि 8678 x 525216१७१०, 
इसलिए (15८5४१८) + (४०७१८) = 8a? b. 
`. यदि भाज्य = 15८5१८ हो, तो X 
š =3x5xa>xa*xb?xbxoc 
और भाजक = 5८२१०.दो, तो भजनफल = 3८१ | 
0) चकि (- 2a19b*cd) x ( — 80०१) 61०60१5, 
इसलिए (6८:5७१०१) + (- 961७१०) = - 3002 
`. यदि भाज्य = 60152024 हो, तो, | 


(1) 


u 
E 
n 


—9x98xal*xg5xb* хохо? xd, (I1) 
और भाजक = - 9419204 हो, तो भजनफल = - 8002 

(з) चूँकि (—5ab0d) х (45366) = — 20595900१6, 
इसलिए (- 902४१०९८) + (- 5०१४०१) = 4७०५, 


7. यदि भाज्य = - 90८१४१००८ हो, तो, | 


=(—5)x 4 x a° x bŠ xb? хо? x ot x d, 


(III) 
और भाजक - ४१४४०१८ हो, तो भजनफल = 4४१८५, 
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... (0, () व (पा) से एक सरळ राशि में दूसरी एक सरळ राशि द्वारा भाग देने के 
नीचे दिये हुए नियम निकलते हैं :— 

“भाज्य में से भाजक के सभी गुगनखंड निकालने पर जो रादि बच जाती Si mem के सभी शुणनखंड निकालने पर जो रारि बच जाती है ae 
भजनफल होती है. और उसके पहले '+' चिह्न होता है SSS होती दे, और उसके पहले '+' चिह्न होता है यदि भाज्य-भाजक के समचिद 
हों, और '-' होता है यदि इनके चिह्न विषम हों । 

रीका | अव 512-47 (aš x a!)-a! = а-а? 2-1), 

इसी प्रकार a? 0 + a? = a! 1 ; а? 1 +q! í= а" आदि 1 
इसलिए साधारण तौरपर, यदि % व # दो धनात्मक पूर्ण राशियाँ हों और m > n हो, 
तो а" +a” = gm 

उदाहरण 1. 18४१ में - 62 का भाग दो ! 

भाज्य = 1872१ 
=6%x 8 XM x ४४२ n° x p. 
भाजक = — 6१2१7. 
SS भागफल = - Зд, 
उदाहरण ४. - 947536 में — Ga*bc का भाग दो I 
भाज्य = — 2467596 : 
-(-6)x4xa*xa?xbxb* xo, 
भाजक = — Gathe. 
S. भजनफल = 4८२३१, 


TAM 18 
भाग दो : 
1. 162 Ñ - 47 का। 2. - 18 में 6०२ का À 
8. - 90415 में - 5८८१ का। 4. 3621१५१ में 1925१ का ( 


5. - 14०*७१०में - १०८२४० का 1 
6. - 2071१११४ में 1091 ५१ का। 
7. - 107९५१४ V - 14८1०५5 WII 
8. 641७1८४ Ñ - 8८१४1०१ का। 
9. —81m!!a!*p* में 97m*n*p* का। 
10. - 69८1७५०१ में - 93८5४८? का। 
11. 952०५3४१ 4 - 6८1१४१ का। 
12. - 49०१२४२११४२ 4 - 146१०२१५४१ का] 
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13. ०२० सें ८5१ का। 14. 982०४ Ñ —4g!5! का 
15. 56m°°? # - 82% аг! 
16. - 91८13९४१०१ Я 13८१7३११ का। 
52. एक बहुपद व्यंजक को एक सरल राशि द्वारा भाग करना | 
47 वें नियम के तीसरे उपसिद्धान्त से पाया जाता है क्रि 
a(b ot defin )zab-rac-- ad aet af ten 
इसलिए (ab+ac+ad+ae+af+ **९*** )+a 
=р+о+дте+ў+ १९९००६ 
=(ab+ 6) +(ac+a) + (ad + a) + (ae - а) -Е(аў-= 6) - ° 
इस कारण यदि किसी agua व्यंजक को किसी एकपद राशि द्वारा भाग करना हो, तो भाज्य 


लर क सकरम पक = ब जक इ कलत च ee — rr च हक 


के प्रत्येक पद में भाजक द्वारा अलग भाग देने से भिन्न भिन्न भजनफळ प्राप्त होंगे, निर्णय 
पूण भजनफल उनके योग के वराबर होगा। 

उदाहरण 1. 4922 - 60000 + 1000“ सें - 9८० का भाग दो । 
4a? a? — ба?а" +1002* 


भजनफल == 
ne dag?  – ба?а? т 10az* 
—9ac — 262 —-9a 


= - 2029 + Зав? — 5m2, 
उदाहरण 2. 9 - 42१० - 22८१ सें 92 का साग दो । 


भजनफल = 995 — 4z*a — 20700 


82? 
2925 dota, —9z'a! 
897 За 8z? 


= 82? — $ca — $a". 
रीका। परन्तु अभ्यास हो जाने पर बीच की क्रियाओं को न दिखलाकर केवल 
Astras लिखा जा सकता है। 


FAAS 19 
भाग दो: 
1. 8०१४१ - १८१३१ में 6९७१ का। 2. १८७-34 में —ab का। 
8. 62° —9a7b* में 3202 का। ` 
4. 19767 - 9०४५ में -97%% का। 
5. 142 8४% - 91:7९ सें - 7०९ का! 
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б. áma’ – 19m222 +16тһ дтп का | 
` Ч. -- 8392 + 6८१७5 - 9८१०१ में - 3८ का। 
8. 19225 - 82१८१ + 2022* में - 4 का। 
9. 10708 - 16mm? - 9077370 Ñ 52222 का! 
19. 89167 - 57१3 - 89५९ में — 87५? का। 
11. —14z*y5-- 9121१५१ - 282790 सें 12५२ का। 
12. 15a*x* —30a'z5 - 456४९ में 90८“ का 1 
18. ~ 602 - 52८° +8005а* से - 202८४ का। 
14. 195m*n'p* —175m*n'p* —900m*n?p* से 925002720१ का 1 
15. - abo“ 422 + atb? c*z* y*z* EG 3a*b*c? myst E 
A ७१७१०२७१५१? 11 


विविध प्रश्रमाला I 
I 
1. कौन संख्या 5 घंटे का समय बतायगी, यदि () समय की इकाई आध घंटा हो, 
(ü) समय की इकाई 10 घंटा हो ? i 
2. यदि ४517 व ॥ १६ हो, तो c ~ y द्वारा क्या जाना जायगा ? 
з. गुणक किसे कहते हैं? संख्या-गुणक व अक्षर-गुणक की भिन्नता बतलाओ। 
152°, 9८०४, 7८७२७४ और 16/7423 में ४* के गुणक कौन हैं 1 


4, Jaba Jab qaq भेद हे? यदि 659, ४-८ हो, तो Jab~ Jabal 
मूल्य निकाली । 


Б. यदि किसी स्थान के उत्तर को आध मील की दूरी 40 द्वारा प्रकट की जाय, तो 
उस स्थान के दक्षिण 11 गज़ की दूरी किस संख्या द्वारा प्रकट करेंगे ? : 
. 6. एक ऋणात्मक राशि को एक धनात्मक राशि के साथ योग करने से क्या पल _ 
होता है लिखो। इससे सिद्ध करो कि + (-) = - 8. 

т. घटाने की परिभाषा क्या है ? इससे सिद्ध करो कि, 

4-6- -2 और 5-(-3)=8. 

8. नीचे दी हुईं संख्याओं को इस क्रम में लिखो कि उत्तरोत्तर घटती जाये 

(in descending order): 2, 5, —8, 7, —8, 71) 9, —4, —12. 
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П 
1. यदि ०34, 855 हो, तो नीचे दी हुईं राशियों का qeq बताओ :— 
(i) ab-axb; (ii) 45-ab; (iii) 74—7a; (іу) 85 - 89. 
2. ०" द्वारा क्या सूचित होता है? ८* और ८० में क्या भेद है? यदि az, 
b=5 हो, तो at - 4२४+ 6८१४१ — 4ab? + b* का सूल्य क्या होगा ? 
3. ‘a’ के साथ नीचे दो हुई राशियों का क्या सम्बन्ध है-- 
з Ja, ९/०, ९/८ और "Ja ? 
यदि a=8, ४5१7, ०56, 6-5 और a=1 हो, तो 
Ja? —3d x ३/5 -८5 - 96 का Ч ЗІ | 
4. एक чай अथवा एक ऋणराशि का विशुद्ध मूल्य किसे कहते हैं? एक 
उदाहरण द्वारा समकाओ | 
5. ФӘ: 87९४, - 82१७, - 19272४ और 177 ; यदि ४-4 व ५=5 हो, 
तो इनके योगफल का मूल्य वताओ 1 
6. 162, -—8xy), 2429, y* और - 992 का योगफल लिखो ; यदि 
$4, y 5 दो, तो योगफल का सूल्य संख्या में निकाली । 
7. 170-19८-19८ में से 4० — 185 — 25० 9219 1 
8. हल करो : 72-[49+{22- (2-5५ * 32)]] - (32 — 7y). 


ш 
1. नोचे दिये हुए वक्तव्या को वीजोय संकेतों द्वारा प्रकट करो :— 
Gü) ८ओर छ के योगफल को ० द्वारा गुणन करने से जो गुणनफल प्राप्त होता 
है, वह z को y और £ के WAS द्वारा भाग करने पर जो भजनफल 
ग्राप्त होता है, उसके बरात्रर है 1 
(ü) ० व y को जोड़कर उसका वर्ग उनके वग-योग तथा 9 गुणनफल के योग के 
बरावर होता है। ; 


(iii) m से # को घटाकर अंतर के घनसूल को # व # के गुणनफल के घन 
द्वारा भाग करने पर जो भजनफळ होता हे वह ० और ५ के वर्गों के 
anres से छोटा है । 


(iv) b से यदि a बढ़ा हो, तो b के तिगुने से a का तिगुना बढ़ा होगा । 
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2. 4, B, 0, D, E, F, G बिन्दु एक सीधी रेखा पर इस प्रकार स्थित Š कि 
AB, BC, CD, DE, EF, FG की दूरी का क्रम 8, 4, 6, 8, 5 और 7 इंच है। 
यदि рс को 8 द्वारा सूचित करें, तो DB, DE, DF, DA और 76 में से प्रत्येक को 
किन संख्याओं द्वारा सूचित करेंगे ? i 

3, एक ऋणात्मक राशि के साथ एक ओर ऋणात्मक राशि को योग करने से 
योगफल क्या होगा? यदि 656 और ७०4 हो, तो —a', - 32७, - 3०७१, — b° के 
योगफल का सूल्य बताओ 1 

4. कई संख्याओं को लेकर सिद्ध करो कि यदि उन संख्याओं का क्रम बदला जाय तो 
उनका योगफल नहीं बदलता। 

5. यदि 6516, ०७-10, ०-5, 6-1 हो, तो 

(८- bY5 Ja—b)+ „/(@— ४)(८--८) का मूल्य निकाली 1 
6. यदि ८२३, ०३ हो, तो सिद्ध करो कि 


m a* — a? b+ ab? — ab? + b°. 

7. योगफल बतलाओ : 86? + 4४०-2२ + 10, 97२ - ४७१ - 15 + 690 और 
21 — 990 — 4a? — 10z*. 

8. हल WI: а—[Б52— fa- (Зв — 88) + 2e —(a— 9b — eX]. 

IV 

1. यदि ८-9 हो, तो 

(1) Ji9— J4a और (9) ,/49- Jia का मूल्य निकालो t 

9. कडे विशेष अंकों के द्वारा दिखलाओ कि कुछ राशियों को जोड़ा जाय तो योगफल 
उन अंश के योग के बराबर होगा जिनमें वे संख्यायें विभाजित की जा -सकें । 

з. यदि 4०9, ०-3 और с=4 हो, तो 


a-b*c,b-cta,c—-atb 
atb—c £ b+c-a Е cta-—b UST fret । 


4. वीजीय व्यंजक की परिभाषा लिखो। एकपदी व बहुपदी व्यंजकों में sq 
मेद है ? 425022 एकपद व्यंजक है. या बहुपद ? उदाहरणों के साथ भिन्न जातियों के 
बहुपद व्यंजकों के नाम लिखो । : 

5. यदि ४-9, ४-8, ८-6 और ४-5 हो, तो 

Бу) + Go tab- 22) + (0 — y)* का qeq निकालो । 
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8, यदि 6०16, ४०10, z 5 और ५=1 हो, तो 
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6. एक रक्कम 4, 9 व О में इस प्रकार बाँट दी गई है कि 9 को 4 से 6 पाउंड 
अधिक और 6 को 7 से छ पाउंड अधिक मिले; यदि 4 को z पाउंड मिला हो तो कुल 
रक्कम का सूल्य निकाली 1 
7. योगफल वतलाओ : 
a? —8ab - 14°, 95* — 3b? +07, ab — 302 + ४१ और 905 — ३5४, 
8. हल करो: 
49७7 — (४१-७४) - fy? — (42° —y?)} + (29? – (Bay — ०22). 


V 


i. गुणनफल की मात्रा और घात किसे कहते हैं ? समघातिक व्यंजक किसे कहते हैं ? 
एक छः घातवाले और एक सात घातत्राले त्रिपदी व्यंजक लिखो । 

‘9, axb-c+dxetf+gh का मूल्य निकालना हो तो कैसे आरम्भ करना होगा ? 

3. गुणनखंड की परिभाषा लिखो । १८५०+) के क्या क्या सरळ गुणनखंड हैं ? 

4 यदि०=4 और ०=१दो, तो _ 

2७० 6098 200" 
(a~r)? aš ,/26+ д 64a 

8. यदि ४58 हो, तो (02-722 + 62+ 6) + (- 98% + 92? + 4 + 520) 
+(— 11 - 4zš + 92 — 72?) + (922 + 9 + 5४3 — 4८) का मूल्य निक्रालो । 

6. सिद्ध करो f&a-(b-c)-a-b-o यदि a, b से वड़ा और 5, ० से 
बढ़ा हो और a, b, с तीनों धनात्मक राशियाँ हाँ, तो इस दिये हुए सूत्र को साधारणतः कैसे 
सिद्ध किया जायगा ? 

7. हल करो : 9४8- [(8% - 9%) - {(92 — 3%) - (z+ 5y)]]. 

8. किस हालत में यह कहा जाता है कि एक संख्या को दूसरी एक संख्या द्वारा 
गुणन किया गया है? इसके अनुसार -8 व- 4 का गुणनफल निकालो 1 


का मूल्य निकाली । 


VI TA 
- 1. किसी संख्या के घात और उसके घातमापक की परिभाषा लिखो, और यह उदाहरण 


द्वारा सममाओ। 
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3. सिद्ध करो: 
47 +b? + ८१ — 86090 — (a +b + o (a? +b? + a? — ab — ac — bo), 
(1) जब कि 6०३, 5-4, ०-5; 
(9) जब कि а=, b=§, c=, 
4. जिन नियमों के अनुसार नीचे दिया हुआ सिद्धान्त प्राप्त होता है उनको लिखो : 
| a-bto-dcte-f-(atete)(-b—d-f). 
5. 40—(—15)- 55, इसको उदाहरण देकर सिद्ध करो । 
` 6. यदि z=17, y=16, 2=15 हो, तो नीचे दिये हुए व्यंजकों का मूल्य 
“ЧГ: १7४९-95 ,/५४+ ४९, 19 Jyz — 8४९ — 19%" और 9४५ + ४23 + पृ ys. 
7, नीचे दिये हुए व्यंजक में बीजगणित की जो कियायें सूचित हैं उनको लिखो : 
5a — [49 — (8c – (2d — Тв)}]. 
8. यदि 654, 5-8, с=9, 6-1 हो, तो 
[la +b? +e - 3?)la-- b — (c — a)] + 6१७ - ०१८] x (a? — (02 + о?) + аз} 
का मूल्य TAA 1 


Vil 
1. इन दो राशियों में कया भेद हे चतलाओ : 
(1) ८--०० और a--bxo; (9) at ओर 46 ; (8) 3 Va और १/०; 
(4 Ма+ भौर ,/८--७; (5) „/а और Jab. 
2. यदि ७51, ४59, c=3, d=0 हो, तो नीचे दिये हुए व्यंजकों का मूल्य 
बताओ : 


ож छे-- d)-- (c — शा 


8. सिद्ध करो कि (at+b+0)? + 67 +b? + 6३, (a+ b) + (b+ o)? + (a + a)? 
+6०४० और 94° +3b2(a+c) + 99% + 86%(6+ D) + 903 + 3a3 (b + с) + Gabe 
एक दूसरे के बराबर हैं, जब (i) ०2, b=3, ००4६; और जब कि (ii) a=7, 
9754, 6551, 
4 हल करो 
(1) 1-à11-ü--1-2); 
(9) 86- (b — 2c) -la-t o — (3a — b — 90) — (3a — 8b + 4c). 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri 
६० : सरल बीजगणित 


5. नीचे दिये हुए वक्तव्या को बीजीय संकेत द्वारा प्रकट करो : 
(1) दो संख्याओं का वर्गान्तर उनके जोड़ और अन्तर के गुणनफल के बरावर होता E 
(2) दो संख्याओं का योगवग उन दो संख्याओं के वर्गयोग से उनके ग्रणनफल के 
दूने के बरावर वड़ा होता Š । 
6. यदि ८=39,४= 59 हो, तो 17a — 5b — [7a — 3४ — {4(a — b) – (2a + 30) 
का सूल्य बताओ | 
7. यदि V=5at+4b-6c, X= -u-9b+Te, Y=20a+Tb- 5c 
q Z-19a—5b-9c हो, तो 7- (X + 7) + Z का मूल्य बताओ | 
[ मद्रास प्रवेशिका, 1893. ] „ 
8. a—$b-*i1c-id, —ict$a- ibtd, 50-0 +с- а, $a — $d t b 
— 5c और 8a — 6b--3c- 4d के योगफल से Aa - Ab 2c — XBd को घटाओ । 
vin 
1. सिद्ध करो fRaxb-bxa, यंदि aa ७ दो घनात्मक पूर्ण राशियाँ हों । 
! 2. MARS a(m--n)8 व N बराबर हे b(m — n) के, तो 


MIN. MN निकाली 
nC ъа के मूल्य निकाली । 


3. ०(६+ 9) 55 ०6 +cb इस तादात्म्य (identity) Я 
i (i) यदि ‘mtn’ ० के लिए Ga तो ( + л) (а ४) का मूल्य निकालो । 
(ii) ‘a+b’ c के लिए Gat तो (a+b)? का सूल्य बताआ 1 
i . 4. इल करो : 

(i) zly -2)+ у(#—х)+4(2— у); 

Gi) 02.22.27, 

yz ac vy 
5. सिद्ध करो कि G) a™+a"=a"", यदि man दो धनात्मक पूणे 

राशियाँ हों व % > # हो ; (ii) &-+ 9-+ 0653 6-+ c 9 = 6+ be. 


6. यदि 6929) - ys - zz, b -3ys — 22 — шу और 65322 - my - yz हो, 
E a+b+c 


पृ, ३6०१० 57९,५५५ + 1641915456452 + fra १७०८१ opty? को 
š 946१७०१८१५१४९ से गुणा करो | 
3. ३१०१०८००७1४१/१०४७ L 5416420510710, 8,12 | 
+ 3429190151812 510 सें $०7९%:०८१०७९,/५४१ का भाग दो । ` 


> 4 
НТУУМА 
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सरल AG और उसका प्रयोग 
(Simple Formule and their Application) 


53. परिभाषा : Ф didi द्वारा साधारण रूप से प्रकट किये गये किसी 
सिद्धांत RU बीजीय ЧА (algebraical formula) या संक्षेप में केवल ча कहते EI 
` Weil द्वारा संख्याओं के विषय में कोई सिद्धांत बहुत साधारण रूप में प्रकट कर सकते Ë । 

54. QR: (6+8)2«62--2८0+ 52, 
[ (a+b)? — (७ + b)(a + ७) 
= a(a + b) 4- bla + b) 
=a? +9ab+ 2. J : 
i अर्थात्‌ दो राशियों का योगवर्ग उनके वर्ग योग और उनके गुणनफल के शिया का योगवगे उनके а और उनके गुणनफल के दूने के योग के 
“Z= > kawsawan 
aun होता है 1 : 


उपसिद्धान्त | a? +b? = (a? + 960 + 52) - ab = (a +b)? - 9ab. 
उदाहरण 1. 9:+ By का वर्ग निकालो । 
(2% + 37) = (22)? + 2(22:(3y) + (By)? 
= 4z2 + 19zy + 9y3, 
उदाहरण 2. 52--4 का वर्ग निकालो । 
(62 + 4)? = (52)? + 9(5z)(4) + 43 = 9522 + 402 + 16. 
उदाहरण 8. 4८२+ 7 का वर्ग निकालो | 
(4a? + 75*)* = (407)? + 9(4a3)(75*) + (755)? 
i =16a° + 56a* + 4959, 


उदाहरण 4. a+b+o का वर्ग निकालो । 


(a+ b+ c)? ={a+(b+0)}? [ यदि b + c को एक पद मान Š ] 
=a" + 2a(b +c) + (b + с)? i 
=a? + 9ab + 2ac +b? + 9bo + ०% 
. =a? +b? + o2 +2ab + 966 + 956. 
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उदाहरण 5. ८+८+०+८ का वग निकालो | 


(abord? - (a5) (०५ ८0)? [ यदि (a+) का एक और (od) को दूसरा 
`= (a+b)? + 9(a + bYc +d) + (o + d)? पद सान Š ] 


= (67 + 268 +b?) + 9(ac + ad + bc + bd) + (०१ + 9०6 +d?) 
=a" + b° +6? + d?-- 260 + 260 + 26६ + 9bc + 9bd + Qed. 


उदाहरण 6, हल करा ६ 
(a b—c)* + 9(6 + 5b  c(a— b+ c) + (a-—b+c)?, 
w को (a--b—c) व y को (a— b+ c) मान लो ; 
व्यंजक = x? + 9zy + y? 
=(z2+y)? -(a5—0c)4-(a—- b+ oy? 
= (28)? = 46, 


उदाहरण 7, 90° +30zy + 2597 का मूल्य निकालो, यदि ш=15, у= - 9 ді 


दिया व्यंजक = (3)? + 2(82(5y) + (5y)? = (3% + 5y)?. 
8a + 5y=8 x15 +őx(-9)=45-45=0. 
г. दिया व्यञ्जक = 0. 


अश्नसाला 20 
निम्नलिखित व्यंजकों का वर निकाले : : 
1. 2+4, 2. 86+ 9, 8. £-- 22”. 4, %¢+Ty. 
Б, 35-45. 6. 86+ 70. 7. ay+3ba, 8. a? +90. 
9. 8z*--92y?. 10. 4z2+g2, 11. a+2b+3c. 


12. ab-bc-ca. 13. 9р+39+4у. “44. w? +y? +52, 
15. 9z--3y-4sz, 16, w? Fy + ४९, 17, gty+9a+3b. 
18. 8a+4b+¢+9d. 19. 264 + zt 4y +32. 20.. 4m + 3n + 3p + 2६. 
हल करो : 
(zt y)? * 2(z yo — у) + (z —)?.- 
(o-y +2)? t(y-z—-2)*-9(z— y + ey + zg — m). 
(2a — 8b 4c)? + (36 + 85 — 40)? + 22a — 3b + 4c)(2a + 3b — 4c). 
_ 24. (5a— TU? -9(6a — 7595 — 4a) + (9b — 4a)?, 
25. (22-89 -- 82)? + (бу +82 —2)* + 9(9z — бу - 8z)(6y + 3z — z). 


A 
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मूल्य निकाली : 

26. . 92२+ 192+ 4, यदि = - 1 हो। 

21. 162+ 642+ 64, यदि == - 9 हो । 

28. 25m? + 40mn + 1672, यदि m= - 18 और „= 23 हो । 
29. 49° +56७+ 160, यदि а= -7 व ४=13 हो। 
30. 6467 +160०+०१, यदि 656 व्‌ ००-49 हो। 

91. 812 +1825 + ४87, यदि z=7 व्‌ ४5-67 हो! 

82. 8697 + 19270 + 1919”, यदि ०19 व q= -7 हो 1 


3 Lh न 3 1 
88. यदि m+ ज =£ दो, तो सिद्ध करो कि m +(2) = 14. 


55. W3: (a-5)*?-a?-2a5--D?. 


[ (a — 8)? = (७.- b)(a — 5) = a(a — b) - b(a — b) 
=a? —9ab-r 9, ] 


अर्थात्‌ दो राशियों का अन्तर-वर्ग उनके वर्ग-योग में से उनके गुणनफल के दूने को 
घटाने से प्राप्त होता है । . 


टीका । वास्तव में यह qa पूर्व सूत्र में शामिल है । 
(a—5)* =a + (- 9)? =a? + 2a(— 0) - (2)? =a? — 960 + b*. 


उपसिद्धान्त 1. ८१ +? = (८१ - 90 + b?) + 968 = (a — b)? + 9ab. 


. 
` 


उपसिद्धाश्त 2. चूँकि (atb)? a" --284-52............... (1) 
और (0-5) =a? -9८४+ ४१. ...... ५३.8) 
इसलिए (0+0) (८-४)२ +4७ ; 

(a— 5)? — (a+b) -4ab. 


अब, (1) और (2) को जोड़ने पर, (a--5)?--(a— 5)?  2(a2 +b); 
` और (1) से (9) घटाने प, (८+४)१-(८-८)१=4०७. $ 


उदाहरण 1. 3a— 4b का वरे निकालो | 
(8a — 4b)? = (3a)? — 2(8a)(4b) + (42)? 
=9а@* – 94ab + 1652, 


\ 
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उदाहरण 2. c y — z का वर्ग निकालो । 
(z-y-2? = Íz — (u + s] 
=g? — 9z(y + 2) + (y + 2)* 
=g? — 90 — Әде + y? + 9yz + 5° 
=g? + y? +z? — 220 — 9xz + 2४2. 


डदाहरण 3. 92-89 - 4४ का वर्ग निकाली । 
(Qa — 3y — 42)2 = (22 — (Sy + 4») * 
= (22)? — 9(22)(89 + 42) + (Зу + dz)? 
= 42? — 9(бшу + Baz) + (8४)? + 9(8у)(4в) + (42) 2] 
= 4g? – 19zy — 16zz + 90° + 24ys + 162 
= dos? + 9y? + 162? - 19zy — 16zz + 24ys. 


उदाहरण 4. a-b-c- का वग निकाली | 

(a—b—o +d)? -(a- 5) -(c- a}? 
z(a — b)? — 9(a — be — d) + (c — d)? 
= (a? — 2ab + b?) - 2(ac — ad — bo + bd) + (c — 9cd + à?) 
=a? —9ab + b? — 9ac + 9ай + Whe — Abd + o* — 206 + d 
=a? +b? +02 +d? — 9ab — 266 + дай + с — 25d - 204 


उदाहरण 5. हल करो 
(ax — by + cg)? + (az — by — cz)? — 900 — by + ez)(ax — by — cz) 
wŠ करो कि 7 = (az — by + oz) और n= (८० — by — ०४) Š! 
दिया हुआ व्यंजक —m? +0 - 9700 = (m — n) 
= (ох — by + cz) — (az — by — с) =(2cz)? = 4c 
उदाहरण 6. मूल्य Ч: 9८१ —48ab+ 649१, यदि a= 15 और = 6.्दो। ~ 


दिया हुआ व्यंजक = (8०) — 2(3a)(8b) + (82)? = (8a — 82)* 
= (45 — 48)? =(—3)? = 9. 


JAANI 21 | | 


नीचे दिये व्यंजकों का वर्ग निकालो : 
1. ७-3. 9. 2a — b. 3. 32—85y. 
4 az-by. 5. 8m-8n. 6. »m- qn. 
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सरळ CACY और उसका प्रयोग a 
7. р? mn, 8. а?у ху?, 9. x° – 923. 
10. 343 - 53, 11. -४४४- афс. 12. руз у?зт, 
18. a?g* —p2,*, 14. ७-9४ - 96. 15. 927—8y—4s. 
16. 3m-4a-— 5g. 17. a*—-83b'—5c?, 18. s-y-a-b 
19. a—925—35— 4g. 20. 90-1. 21. 190—3. 
22. 500-9, 23. 1000-7, 


हेल करो ४ 
"24, (ढ--35)2 - 9(a-- 3b)(a — 35) + (a — 85)*. . 
25. (2a— 4b--60)* + (да+ 45+ 50) — 9(9a — 4b + 50)(2a + 4b + 5o). 
20. (3a-c5b--7c)* + (76 — 46 + 5b)? — 9(3a-- 5b + 70)(7०- 4a + 55) 
27. (95° – у? - 522) — (92° — y? — 52) (6:2 + 95? — y2) ; 
+ (682 + 922 — y2)2. 
28. (ab — bc + ca)? + (ab + 4bc + 2ca)? — 2(ab — be + саа + 4bc + Әса) 
सूल्य निकालो : 
29. ०°४१ —19abo--86c?, यदि а=4, ४०7 व ००-४६ दो। 
30. 2१9१ - 94295 + 1442? , यदि 2 = 7,y 7932-681 
31. 25(2+४)१ +22 - 105(5+ y), यदि ४०५7, y= -29 व ४०199 a 
32. 90" — 42c(a +b) + 49(a-- D)*, यदि а= - 87, 6०67 q 045 हो। 
98. 64(7р — 5g)? — 96(7p — 5g)r + 86r?, 
यदि p = 98, ०=9 व = 46 हो। 


84. यदि ०- š =4 हो, तो सिद्ध करो कि ०१ + [ ij १18, 
G 


56. सूत्र * (a+b)(a-b)=a?-b?. 
[ (a+ ba — ४) = a(a — 5) + b(a — 2) 
=a —ab- ba — b? 
à: eg! - ७८, ] 
अर्थात्‌ दो राशियों के जोड़ और अंतर का गुणनफल उनके वर्गान्तर के समान है | 


Bet ढंग से (conversely) कहा जा सकता है, ८2-५८ (a+ b)(a Б). 

इसलिए а°—Ь° के रूप में प्रकट की जा सकनेवाली किसी भी राशि के दो 
गुणनखंड (factors) होते हैं, जिनमें से एक उन राशियाँ का योगफल और दूसरा उनका 
अंतरफल है । | 


B—5 
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[ यदि कोई राशि अन्य दो या दो से अधिक राशियों के गुणंनफल के बराबर हो, तो 
उसमें से प्रत्येक को पहली राशि का गुणनखंड कहते Є ] 
उदाहरण 1: गुणा करो : 32+ 5४ को 32-5४ से । 
(32+ 59)(32 — 59) = (82)? - (5y)* 
= 97? — 95४८. 
उदाहरण 2 गुणा करो: ०४-८ को ०-४+०से। 
(a+ 5 —cY(a — b+ ०) ११६6 + (b — о)}{а — (b — e) 
=а? -(b- 9* 
=g? —(b* —9bc +०१) 
š ы д2 - 2 + 9४०-८१. 
उदाहरण 8. गुणा करो: ७१-- ८४-४१ को ०? хуту? d 
(22 zy Fy Ye? — my y?) io? + 9१) + ey" + ४१) ay} 
= (2 +y")? — (ey)? 
wt + 9002-10 - ८९५0 
=o FEY FY, 
उदाहरण 4. हल करो: (a? + ab+ 0°)? — (a? - ab + b?Y. 
| दिया हुआ व्यंजक = {(a? + ab +b?) + (0° — ab +b) 
у х {(a? + ab +b?) - (a? -ab tb") 
, (2a? + 95?) x 2ab 
= O(a? +b?) x 2ab = 4ab(a? +b), 
उदाहरण 5. (9726854)? — (0726849)? का मूल्य बताओ t 
दिया हुआ व्यंजक = (9726854 + 9726849)(9726854 - 9726849) 
. = 19458703 x 5 =97268515. 
उदाहरण 6. (a+b)? - (८०-८)? के गुणनखंड निकाली । 
दिया हुआ व्यंजक = (a +b) + (c — aKa +b)—(c—4d)} 
=(¢+6+c—d(atb-c+d). 
उदाहरण 7. 16" - 812 के PRAS निकालो । 
दिया हुआ व्यंजक = (4८२) - (927)? 
= (4a? + 92)(4a? — 927), 
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और 46१ - 92 = (96)? — (3x)? = (2a + 32)(2a — 32). 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = (4६२ + 9z2)(9a + 32)(26 — За). 


Jeu 22 


1. &-+ 9 व्‌ ४-8. 2. 5z+13 q 52-18. 
3. 2+924 9 ०-9. ^ 4, ax + by व्‌ az —by. 
5. amtn? q ढ%-%२ 6. sycys वे 90 ys. 
7. a^—9ys Tg? +yz 8. s*y tsy? व zy! gy, 
9. &+1,2-1व a1 10. a*-b5?,G*—b* व्‌ ७९ + 8५९, 
11. а+ь+оа а+ь-с, 12. &b--c वें 6- 9 - 6, 
18. m*-Fmn-n? а т? - mn +n, 
14. g'-k9ry--9y? q g? — 9zy + 9y2, 
35. az—by-dcz व्‌ az + by —cz. 
16. —ag+by+cez व ax + by + cz, 
17. 85:8-67%+ 64% a 07%+678- a? p, 
18. a°-8b° +270? व्‌ ८3 4-85? — 9765, 
19. a's? —9az--9 4 a+ 9024-9. 
20. акад? +1 व an‘ +a n+], 
21. mF J9.mn--n? q m*— J9.mn- n*. 
22. z*— J9z--l,z*-- /9z+1 व्‌ ol, 
go करो : : 
28. (atb-c)'-(a—b-c)*. 24, (a — 25 + 80)? — (a + 95 — 362. 
26. (७7 +2у+02)2 - (७१ - ay +y?) 
26. (zty—-atb) -(z-y-a-Dy. 
27. (2a+38b-5c+ 7d)? — (2a — 35 - 5c — 7०)*, 


मूल्य निकालो : 
28. 9345 x 9345 - 9343 x 2343, 39. (53497) — (53487), 
30. 498567 x 498567 – 498569 x 498569. 

गुणनखंड निकाली : 
81. 252-96. 32. 942 - 1602, 33. 16т! – 4911, 
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4p* — 810’, 85. ८%? - 642. 36. 362" – 1911“, 
49 — 644°. 98. 14402 - 952, 89. (a--5)! - ७१, 
(a + 95)? - 950°, 41. 42°? - (3०-42). 
a? — (2b — Зо)®. 48. 6 -815५. 
(2—0) - (6- 5)?. 45. 81z*-—6935y*. $e 
(4a + 15)? - (8a — 82)*. 47. (Sz+ 5y)? -(22 — 7g". à 


(a +25- 30) -(a--b—c)?. 49. (2m+ 3r- 5р): -(22+3p)?. 
(8a — 4y + 72)? — (дж - 3y + 52)?. 


57. qa : (acr5)*-—a5?-r3a?b-r3ab? -- D? ; 


अथवा, =g8+ D?--3ab(a -r D). 
[ (a+) = (a + b)(a +b)? 
= (a + d)(a? + 9ab +b?) 
= a(a* + 2ab + b?) + bla? + 268 3+ 5?) 
=a? +8a7b+3ab? +b? ; 
और अंतिम व्यंजक = ७२ + 8ab(a + b) + 5? 
=a +b3 + 3ab(a + b). ] 


उपसिद्धान्त। ८२ +b? = {८१ +b? + Babla + ७) - Sab(a + 5) 


= (a + b)? — 83ab(a + b) 


उदाहरण 1. 3--55 का घन AEA 1 


(Sa + 5b)? = (3a)? + 8(8a)* (55) + 8(3a)(58)2 + (58)° 
= 2760 + 3(9a2)(55) + 8(8a)(255?) + 1955? 
= 974° + 135a? b + 995аЬ + 19582. 


उदाहरण 2. हल करो š 


(८-४) + (४+ y)? + 3(z — у)*(ш+ у) + 8(४+ 9) १(४- y) 
: [ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1876.] 
सान लो कि a, (— ^ Ë व b, ‘+ ye 
‚ इसलिए दिया हुआ व्यंजक = ८१ + ४१ + 3८२४ + 3२७ 
=a" + 8a*b + Sab? +b? | 
=(a +b) ={(ш@— y) (x y)? ў 
=(2)" =82", 4 


"uu ne 
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उदाहरण 8. qÑa+b=53 ८७०6 हो, तो ८१ +b? का मूल्य निकालो। 


अब a+b — (a +b)? - 3abla + D), 
=5°-8x6x5=195-90=35 


STAN 4. यदि z+— =p हो, तो दिखाओ कि ८१ + (1) = р? – 3p. 


as ८१ +53 = (a + b)? — 3ab(a +b) 
. 2) adaty l.l 1 
zh d क्टर (+1) m (er 1) 
iy 1 
- (2+ c | =3 2+1). 
इसलिए उत्तर = p> — 3p. 
उदाहरण 5. р+а+т का घन निकालो । 
tatr)’ - [+ 4) ++] 
7 (p +q)? + 8(p + gr + 3(p + gr? +r? 
= (р? + 3p*q + Зра? + q*) + 3(p* + 9pq + g?)r 
‚ +3(p+qg)r? +r’ 
=p +q" +r + 3p*q + Зра? + 3p°r+ Spr? + За?т 
+ 847° + 6pqr. 
куы 6. * 2° +9279+ 2729१ -97y* का qeq निकालो, यदि ==5 
व्‌ 41०० - 9 ЕГІ 


दिया हुआ व्यंजक = ८१ + 3z2(3v)+ 3z(37)2 + (8y)? 
=(@+3у)% =(5-6)? =(-1)? = - 1. 


TAA 23 
निम्नलिखित व्यंजकों का घन निऋ्रालो : i 
1. 2+8. 2. 2z+1. 8. 86+ 9. 4. 4%+ 89. 
5. 2? +9у. 6. sytyz 7. а?Ь+с?4. 8. а+Ъ+90, 
9. 92+3у +5. 10. cry’. ? 


हळू करो 
11. (84-85) + 3(8m + 5n)* (2m — 5л) 
+ 3(8m + 5n)(2m - ön)? + (дт — 5n)? 
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12. (8z—8y)* +(9y — 22)? + 8( + у)(8ж — 8y)(9y — 9), 
13. (3-72) + (105 — 8a)? + 90(86 — ТЬ)(10Ь — За). 
14. (5z—9)! 5- (8— 42)? + 8(z +1)(5x — 2)(8 — 42). 

15. (8—72)'--(8z — 1)? + 8(8z — 1Y(8 — १४)(० + 2). 

16. (a—5b-c)* (ar b — c)? + 6aía? — (5 — c)?]. 


a? +b? का मूल्य निकालो : 
17. यदि ८+४=6 व ८७=7 हो। 
18. यदि a+b=7 व ८४=8 हो । 


“зө. айа+ द =3 हो, तो सिद्ध करो कि ०+ (= ) = 18 
20. यदि 2+- =4 हो, dz +( ) का मूल्य निकाली 1 


निन्नलिखित व्यंजकों का मूल्य निकालो : 

21. =? +622 +122+8, यदि = -9हो। 

22. ० +192 + 487+ 64, यदि ८= -5 हो। 

23. 82१ + 366४+ 5442? + 2753, यदि а= -8 व b- 2 हो । 

24. 2+ 182+ 1082+ 351, यदि а= -11 हो। 

25. यदि ८५४5 हो, तो सिद्ध करो कि z3 + 9 + 1521 = 195, 

‚26. यदि ८१४३८८ हो, तो सिद्ध करो कि at + ४९ + 3८२७2०१ = ८९, 
ॐ 27. यदि 7+५=१ हो, तो सिद्ध करो कि p3 + q + 670 = 8. 


58. सूत्र : (a-D)-—a?-83a9b-r3ab? — b? ; 
अथवा “६१-७३ .8८0(6- 5). 
[ (a— 5)* = (a — b)(a — b)? ~ 
= (a — b(a* — 269 +b?) 
= a(a* — 9ab + b2)— bla? — 2ab +5") 
=a -- 8620 + Зар? — bš 
अंतिम व्यंजक =a" — 3abla—b)—b? 
= — b? — 3abla — 5). ] 
A उपसिद्धान्त | ७7-४९ {42 —5* – Заа —b)}+ Sab(a 5) 
909 | = (a — 5)? + 3ab(a — b) 
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उदाहरण 1. 82-49 का घन निकाले । 
(82 — 4y)? = (82)3 — 3(82)*(4y) + 8(82)(4y)* — (49) 
= 971° — 3(9a?)(4y) + (82) (16y?) — 6497 
= 27a" — 1082°y + 14404? — 640%. 


उदाहरण 2. ७-४-० का घन निकालो 1 
(७- ७-० =Í(a — b) - c? 
= (a — b)? - 3(a — b)*c + 3(a — b)c* — c? 
= (a3 — 96२४ + 8ab? — b?) — 8(a* — 269 + b*)o 
+ 8(a — b)o3 — с? 
= aš — b? — c! — 3a?b + Sab? — 3626 + Sac? 
— 8b?c — ЗЬс? + Gabo. 
उदाहरण 3. 927 — 542? + 362 — 64 का मूल्य निकालो, यदि z= 25 हो । 
दिया हुआ व्यंजक = (32) 3 — 8(922).9- 3(82).4 —8 — 56 
= (82 — 2)? – 56. 
इसलिए उत्तर = (7 — 9) - 56 = 125 - 56= 69, 


TAA 24 
निम्नलिखित व्यंजकों का घन निकालो : 
1. ४“ 9. 2. 90 vm 1. 3. 2 тр 3a. 4. 8 т 4a. 
b. 2a [гт 8b. 6. бт YT 4n. 7. 925 >. 57. 8. 92a TA b —C. 
9. 2%—3yv – z. 10. »*-g?-:!, 


हल करो: 
11. (2+ 95)° - 3(a-- 25)* (a — 2b) + 3la + 2b)(a — 20)? — (a — 99) . 
12. (32—8у)° – (2 – 7у)° — 8(3% — 8४)(22- Ту)(ш — y). 
13. (52—8)!—-(82—8)'- 6z(5x — 8)(82- 8). 


निम्नलिखित व्यंजकों का मूल्य निकाली : 

14. %४ -19%8+ 487002 - 6473, यदि т=19 q n=3 ST 
15. 97? - 1352 + 225 ¬ 195, यदि a=4 हो। 
16. 8—9a--97a* - 27, यदि a=3 हो। 
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17. 216-1442+ 1082? - 972१, यदि z=3 हो। 
; 1 113 
{ 18. यदि 6- = =8 हो, तो a*- ( = ) का मूल्य निकालो 1 


119. यदि ०- 2-5 हो, तो о -(2) का सूल्य निकालो । 

20. यदि ४-४४ हो, तो सिद्ध करो कि 23 — y? - 92 = 97. 

21. यदि 9- 92g —4 हो, तो सिद्ध करो कि p? — 8q° — 2470 64. 
22. यदि 2a—8b —5 हो, तो सिद्ध करो कि 8a? - 9783 - 90ab = 195. 


59. सूत्र; (७+०)(6१- 60 + 099) -23--63, 


[ (७+४)(७१ -ab + 52) = a(a? — ab + 52) + bla? — ab +b?) 
= (a? — аЬ ab?) + (८2७ — ab? + bš) 


=а%+ 87, ] 
टीका। set ढंग से a? +१ = (८+ ४)(6? - ab + 5?) इसलिए ८१ + ४३ के 
रूप के किसी व्यंजक के guard] सवदा निकलते E 


उदाहरण 1. 24-52 +1 को ४? + 1 से गुणा करो। 
यदि z2 के लिए a, और 1 के लिए b लिखें, 
तो gt —-g? +1=(27)? -g?° 1+1? = д2 —ab+b?, 
इसलिए —(z*--1)z*—2*--1)- (a--bXa* — ab +b?) 
=a? + bš 
= (2१) +13 39९ +1. 
उदाहरण 2, 9८१-125--16 को 3८+ 4 से गुणा करो । = 
यदि 92 के लिए a, और 4 के लिए ४ लिखें, 
तो 922 - 12 + 16 = (82)? - (30.4 + 42 
=a? —qb+ b2. 
इसलिए (32+ 4)(92* — 122 + 16) = (८ +b)(a? ~ ab +b?) 
' =Q? + b? = (८)+4१ 
= 97a + 84. 
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उदाहरण 8. 164° - 9060 + 2552 को 4०+ 88 से गुणा करो । 
यदि 4८ के लिए ©, और 59 के लिए y लिखें, 
तो 16a* - 9068 + 25b? = (4a)? — (4а)(55) + (5b)? 
^ च्य —gy +y?, 
इसलिए  (4a+55)(16a2 — 20% + 25b?) 
= (z +y)(z* -zy + y?) 
=g" + y! = (4a)? + (50)? ° 
= 644° + 1953, 
उदाहरण 4. «९४५१ + 8०९ के गुणनखंड निकालो । 
८४१ + 863 = (ab)? + (2c)? 
= (ab + 2c)(ab)* — (ad)(2c) + (20) 2} 
= (ab + 2c) (a? b* — 9600 + 4c?), 


É TV 25 

गुणा करो: 

1. ४82-४+1 को.+ 1 से । 2. 1-9४8+ 4%* को 1+ 92 से । 

8. 95р? - 85% + 1 को 59+ 1 से । 

4. 494° - 2869 + 16b? को 76+ 49 से | 

5. 6423 - 942 + Oy? को Bn + By से । 

6. a*b* - 4०७०+ 16०? को 69 + 4c से । 

7. a's? - ४०७८ + 95b? को ००+ 58 से । 

8. 95a! - 45८७+ 812 को 5८+ 98 से । 

गुणनखंड निकालो : 

9. aš +1, 10. 2° +8. 11. 85° +1, 
12. 976१ +8. 18. 8m +64, 14. 647 +195. 
15. 85° +916у°. £ 16. 974° +343y3, 17. 916320 +72, 
18. 276250 +64%797, 19. 799a?b*c*-- 100025932, 

. 20. 1831635१9१ + 199039 ९१, 


- 60. सूत्र (a-D)(a*-rab-- b?) = a*— з, 


[ (a—b)(a? + ab ७९) = a(a? +ab+b2)— b(a? tabt b?) 
-= (G+ a*b + ab?) - (a*b + ab? + 5?) 
=a – 0°, ] 
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टीका। we ढंग से ०१-१ = (८ _)(८2 + ०७+ ४०), इसलिए 4१-४० के 


रूप मेप्रकट। होनेवाले किसी व्यंजक के गुणनखंड सर्वदा निकलते हैं । 


उदाहरण 1. 4१८१७५ + 90७ + 1 को 2? —1 से गुणा करो । 
(ab? — 1)(4a?b* + 252 +1) 
= (2ab? — 1){(2ab?)? + (225?).1 + 1%} 
= (268)? — 1? -8a?5* —1. 
उदाहरण 2. 642° - ८१५१ के गुणनखंड निकालो । 
642° — а®у® = (422) — (ay2)? 
= (40° — ay) (427)? + (47?)(ay?) + (ay2)21 
= (42° — ay*)(16z* + 4az*y? + а®у*). 


HARVI 25 
गुणा करो : 
1. 159254८ को1-9से 2, #%१+92+9 को ४-3 से। 
8. 164? +46+ 1 को 45-181 ; 
4. 9“ + 22798 +- 4972* को z? - १४ 91 
5. Эт? +6mng + 4n?g* को 3 - 2ng से । 


गुणनखंड निकालो : 
6. 1950-1, 7. 8482! —8y°, 8. 216%? - 19515, 
9. 1-512%°?. 10. 729m? -64a'n°. 


61. सूत्र: (x+a)(x+b)=x2+(a+b)x-+ab, 
[ (z +a)(z + 2) 55 ४(७ +b) + a(z +b) 
=g? + bz--az-ab 
=g" + (a + b)z + ab.] 
टीका । साफ जाहिर है कि नीचे दिये हुए सूत्र भी इसी सूत्र के भीतर शामिल हैं । 
(1) (z—ay(z — 5) -z* — (a + b) -- ab | 


(2) (x —a)(z-- 2) = z? + (b —a)z— ab 
(8) (z+ a)(z — p) = x° + (a — b)z — ab 
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शन्त रूप में कहा जा सकता है: 
(७-०)(७- 0) - 1e 4 (- ०)|०+ (— b} 
=a? -((-a)- (- laz + {(- a) x (- B) 
=g" — (6 + 0) + ab. 
अन्य सूच को भी इस प्रकार सिद्ध कर सकते हैं । 
इसलिए 61 वें नियम के सूत्र को और साफ तौर से नीचे दिये हुए रूप में प्रकट 
कर सकते हैं। 
(2+ ०)(८+ 9) z*-r( & व का да योगफल ) > & 
+ (८ 8 का गुणनफल ) 
उदाहरण 1. ४+8 और ८+ 4 का गुणनफल लिखों। 


चूंकि 8+4= 7 ; 
और 8 x4= 19 ? ee गुणनणल — c? + 72 + 19. 
उदाहरण 2. 2-7 और ४+ 4 का गुणनफल लिखो । 


चूँकि. -7+4=- 8 
और (-7)х4= –98 | ; 
उदाहरण 3. 2+5 और ४-9 का गुणनफल लिखो । 
चूँकि... 6-9-- 4 | 
और öx(-9)=-45 |’ 
उदाहरण 4. ४-9 और ४+ 7 का गुणनफल लिखो । 
चकि -9+7= 5 
और (-2)%7= -14 | 
उदाहरण 5. 2-5 और ४-8 का युणनफल लिखो | 
zm ^ -6-8--18 | 
और (-5) ४ (-8)5 40 )' 


`, युणनफल =? — 82 ¬ 98. 


शुणनफल = g? — 4४ - 45, 


°. शुणनफल = ४? + 52 - 14. 


°, गुणनफल = x2 - 132 + 40. 


ग्रश्नसाला 27 
गुणनफेल लिखो : 
1. atl और z+9 का। 2. w+2 और ८३9१ का। 
3. 2-5 और 2+6का। 4. 2-3 और ०-11 का। 
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5. 6-11 और ८३16 का। 6. m—7 और m+ 19 का] 
7. p+13 और ४-11 का। 8. р+19 और p-17 का। 
9. 2-4 और 2+ 9का। 10. ०-5 और 2-10 का। 
11. 2-192 और z+ 5 का। 12. k-18 और +9 का। 
13. ८+5 और а+14 का। 14. %-14 और m+6 का। 
15. 2-5 और 2-13 का | 16. ०+7 और 2+19 का। 
17. ८-3 और 6-11 FIN 18. 2+4 और 2-13 का। 
19. m5 और #-16 का। 20. ४-8 और ४-10 का। 
21. 6+6 और ८-19 का। 22. m-7 और %+-18 का । 
28. ४-10 और 2-16 का। 24. ४+8 और ४-18 का। 


25. 2-16 और z- 109! 


ee 


पाँचवाँ अध्याय 
सरल समीकरण (Simple Equations) 


62. परिभाषा: दो व्यंजकों की बरावरी प्रकट करने के लिए उनको адад के 
चिह्न '=' के दोनों ओर लिखने से एक समीकरण बनता है, और समानता-चिह के दोनों 
ओर के व्यंजकों में से प्रत्येक को एक एक पक्ष कहते हैं । 


समीकरण” शब्द का इतने व्यापक अर्थ में प्रयोग नहीं किया जाता। जब एक 
बीजगणितोय व्यंजक दूसरे बीजगणितीय व्यंजक के बराबर होता है, और अक्षरों के भिन्न मित्र 
मात्राओं से उनकी बरावरी में कोई अन्तर नहीं पड़ता तो ऐसे समीकरण को तादात्म्य (identity) 
कहते हैं; जैसे, (४+४)(७-४७)०८१-४१; ८ और ४ का मूल्य चाहे कुछ भी हो ай 
और दायें पक्ष एक दूसरे के बराबर हैं। या केवल अक्षरों के क्रिसो विशेष मूल्य के लिए, 
जैसे, 4४०8 ( जो तभी ठीक है जब z=9 हो )। 

परन्तु यदि व्यंजकों के एक या एक से अधिक अक्षरों के किसी विशेष मूल्य या सूत्यों 
पर समीकरण के बायें और दायें पक्ष के व्यंजकों की बराबरी निर्भर हो तो ऐसे समीकरण को 
कल्पित समीकरण (equation of condition) कहते Š । 


| _ ` जैसे, (4-1) + (25518) > 32--4 यह एक तादात्म्य है, कारण & का मान चाहे 
) कुछ भो हो, हर हालत में बायाँ व दाहिना पक्ष परस्पर समान है ; किन्तु (० + 1) + (z +3) 
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т +2 यह एक कल्पित समीकरण ( अथवा केवल “समीकरण? भी कहते हैं ) है; कारण 
यादे & का मान 2 हो तभी बायाँ पक्ष दायें पक्ष के वराबर होगा। 
ss समीकरण के जिन जक्षर या अक्षरों के, एक अथवा एक से अधिक विशेष मात्राओं पर 
ण के वायें और दायें पक्षों का समत्व निर्भर हो उनको समीकरण के अव्यक्त या 
ni Ч{ (unknown quantity) कहते हैं। साधारण रूप में अव्यक्त पदों को अंगरेज़ी 
वणेमाळा के शेयांश के अक्षरों ( जैसे, x, у, z आदि ) द्वारा सूचित करते E I 
अव्यक्त पद को जिस मात्रा या मात्राओं पर समीकरण के दोनों पक्षों की वरावरी निर्भर हो, 
कहा जाता है क्रि ये मात्रायें समीकरण को सिद्ध (satisfy) करती हैं ; और इन मात्राओं को 
समीकरण के सूळ (root अथवा solution) कहते Š । 
अव्यक्त पदों के जिन मूल्यों से समीकरण सिद्ध होता है उनके निका 
क पदे exp को 
हल करना कहते हैं । i र 
जिस समीकरण S केवळ एक ही अठ 
: i : व्यक्त पद होता है, और उसका घात यदि 
क ही हो, तो उसे एकघात एकवणे समीकरण (simple equation) कहते Zl 


63. स्वयंसिद्धियां : समीकरण को हल करना साध 
सिद्धांतों पर निर्भर है : Bee cc 
(1) समान राशियों में समान राशि जोड़ देने से योगफल समान होते Ë! 
(2) समान राशियों से समान राशियाँ घटा देने से अन्तरफळ समान होते हैं । 
(8) समान राशियों को एक ही अथवा समान राशियों 
LN द्वारा गुणा करने से गुणनफल 
(4) समान राशियों को एक ही अथवा समान राशियों द्वारा भाग करने से भजनफल 
समान होते हैं । र 
उपसिद्धान्त 1. स्वयंसिद्ध (1) व (9) से समीकरण को 
` हुए नियम निकलते E voa 
ue के किसी qq को उसका fug बदलकर एक पक्ष से! सरे पक्ष को ले 
सकते हैं। इस क्रिया को पक्षान्तरानयन याने जगह बदलना asss S कहते NI 
जैसे, यदि मान लिया जाय कि &- ८-० ; इस समता के दोनों पक्ष में ८ योग 
करने से 
2$—aGata-brcta os [ स्वयंसिद्धि 1] 
अथवा. 2=४+०+८; 
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और ऊपर दिये हुए समीकरण के दोनों पक्षों से ८ घटाने पर 
-a-o-bto-c TE [ स्वयंसिद्धि 2 1 
=b. j 
इसलिए पहली बार वायें पक्ष से -७ पक्ष बदलने पर +८ हो जाता है; और दूसरी वार 
दायें पक्ष से +० पक्ष बदलकर — c हो जाता है । 
इसी प्रकार यदि z-a-b-—c-td हो, तो 2-a—-b+c—-d=0 होगा। 
aara 2, यदि समीकरण के दोनों पक्षों के प्रत्येक पद्‌ का चिह्न qe दिया 
जाय तो समत्व नष्ट नहों होता | 
कारण, यदि मान लिया जाय कि z—a=b+oe; 
तो तीसरी स्वयंसिद्धि के अनुसार, 
(a—a)x(-1)=(6+c)x(-1); 
अथवा —-cta--—b-c. 
64. सहज उदाहरण : ऊपर दिये हुए नियमों के प्रयोग द्वारा समीकरणों के 
इल करने की पद्धति नीचे दिये हुए उदाहरणों में स्पष्ट रूप समकाई जा सकती है । 
उदाहरण 1. हल करो : 18254. 
टीका। इस प्रश्न को दूसरी रीति से भो पढ़ सकते Е; जैसे, यदि 182 = 54 हो, 
तो » का मूल्य क्या होगा ? | 
चूँकि 182=54, 
इसलिए दोनों पक्षों में 18 का भाग देने से 


187 _ 54, 
18 16 अथवा & =3 
इसलिए z का मूल्य = 3. 
उदाहरण 2, हल करो : 3०+5=८+19. 


इसलिए पक्षान्तरानयन से 2-19-5; अथवा 92=14. 


अब दोनों पक्षों को 9 द्वारा भाग करने से 
०=7 प्राप्त होता है । Са 4] 
उदाहरण 8. हल करो: - 112+ 2(3 - ८) = 39. 
कोष्टक खोलने पर, -112+6- 92 = 99, 
अथवा –132+6 =32 , 
अथवा -13०= 32-6, [ पक्षान्तरानयन-द्वारा 1 
अथवा — 182 26 
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अव दोनों पक्षों को (- 1) द्वारा गुणा करने से 
(-1)* (- 182) -(- 1) x 26, 
अथवा 182= —96; 
दोनों पक्षों को 13 द्वारा भाग करने से 
g—-—i$--9, 
इसलिए z का मूल्य = - 9. 
उदाहरण 4, हळ करोः (८+ 9)(3 + 4) 6० = 10 + (8a + 9)(z + 1). 
बाम पक्ष —9z! +102+8- 625 83° + 4७+ 8 ; 
दक्षिण पक्ष =10+32 + 52 +9 = 82% + 52+ 19 ; 


इसलिए 32° +4248 — 82? + 5z+19. 
दोनों पक्षों से 3⁄2 घटाने से ; 
40+8=5a +12 [ स्वयंसिद्धि 9] . 
इसलिए पक्षान्तरानयन द्वारा, 
4x -52=13-8; अथवा ` = ८=4 ;. 
Mp4 LL पूर्व नियम का उपसि०.9 ] 


इसलिए z का मूल्य = - 4. 
टीका । यह वात आसानी से प्रकट हो जायगी कि समोकरण के दोनों पक्षों में 


a: लिए उसका मूल्य ( अर्थात्‌ - 4) प्रयोग करने से, प्रत्येक पक्ष का मूल्य 40 के वरावर 
होगा। 

उदाहरण 5. यदि ~ +5= Z + दो, तो z का qeq निकालो | 

चकि ह “te 

इसलिए दोनों पक्षों को 19 ( अर्थात्‌ att के लघुत्तम समापवर्त्य ) द्वारा गुणा करने से 


19 +5) -u z) 
अथवा 2z- 607 4z 3272; 


इसलिए 'पक्षान्तरानयन द्वारा, 9८ - 72 = - 60, 
अथवा -s= -60; 


इसलिए - 5 द्वारा दोनों पक्षों को भाग करने से z=19. 
इसलिए समीकरण का सूळ =12. 
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Wael 28 
निम्नलिखित समीकरणों को हल करो: 
1. 42-16. 9. 8:75 - 715. 8. 7== – 98. 
2 2.9 
4, —5z=25. 5. 5 1. 6. 3 0. | 
7. 3z+5(9—z)= — 16. 8. 5(1-2)73(2- к) = — 99. 
9. 4(2—2)-4 2(3 - 22) =30. 10. १(8- 99) + 8(७ - 1)=384. 
11. 40+8=22+5. 12. 38%+ 95४ + 6. 
18. 8%-85₹9%+ 8. 14. 15४8-97 11% -- 96, 
15. 4(z—3)=2(z-— 6). 16. 9(2—15)—5(z—1 1) 4. 


17. 19-92 58% + 35. 
18. 3(z—9)-7(2z — 3) = 5(1— 22) - 59. 
19. 18z—4(5z— 8) 17-0. 
- 20. 14(—4)+3(ш+ 5) = 6(7 — 22) +4. 
“21. 8(25—7)—9(8z — 14) 7 16. 99. 82-19(92- 19) 49 20. 
98. 49+13(52+ 97) = 8(5 +x) - 39. 
94. 16—5(72—2)=13(e—2)+ 4(18 - 2). 
95. 85+8(+ 7) +9(2x +28) — 3(x + 6) =0. 
26. (2- Т)(4ж— 29) = (22 — 5)(дж— 17) +1. 
97. (32+ 2)(2a—6)=(4 – 82). - 22) - 10. 
‚ 98. .(82+ 562 - 7) = (82+ 2)(9a — 18) — (8a + 1)(8z — 1). 
29. (a +2)(Qa0 +5) = Ae +1)? +13. 
80. («+1)4e—7) —(@-1)(@+5)=3(e+ 2)? +5. 


ao 2 m 
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एकघात एकवण समीकरण सम्बन्धी प्रश्‍नावली 
(Problems leading to Simple Equation) 


65. सांकेतिक वाक्य (Symbolieal Expresslon) : समीकरण सम्बन्धी प्रश्नों 
का [हल करने के लिए fagi प्रयोग द्वारा प्रश्न में दी हुईं शर्तों को सांकेतिक बाक्य में 
प्रकट करने में कठिनाई होती है। इसलिए प्रश्नों को हल करने के पहले छात्रों को इस विषय 
का विशेष अभ्यास प्राप्त करना चाहिए। नीचे दिये हुए उदाहरणों द्वारा इस विषय का विशेष 
स्पष्टीकरण होगा 1 


उदाहरण 1. एक व्यक्ति की आमदनी. यदि महीने में # रुपये हो तो आघ महीने 
में उसको कितनी चवन्नियों की आमदनी होगी? 


चूंकि 1 रुपया, 4 Ww 
इसलिए  & रुपया = 4а weil 
इएलिए उस व्यक्ति को महीने में 4ш चवन्नियो की आमदनो है 
और आध महीने की आमदनी = 4z चवन्नियों का आघा अर्थात्‌ 92 चवन्नियाँ । 
उदाहरण 2. यदि एक कीड़ा किसी PCa पर z इंच प्रति मिनट चढ़ सके diy 
घंटों में वह कितने फ़ुट AST ? 
चूंकि एक इंच = एक फुट का Ay वाँ हिस्सा 


इसलिए z इंच = एक झुट WI वाँ हिस्सा 
इसलिए कोड एक मिनट में 15 फुट चढ़ता है 


.. 60 मिनट में कोड़ा а.х 60 फ़ुट चढता Š 


अर्थात्‌ एक घंटे में कीड़ा 52 फुट चढ़ता है 
Гоу Sat में कीड़ा (52 x y) Be चढ़ता है । 
इसलिए फुट को संख्या = 5. 
B—6 
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उदाहरण 8. घंटे में z मील चलकर एक व्यक्ति 10 मोळ रास्ता कितनी देर में 
तै करेगा ? 

एक घंटे में z मील जाता Š ; 


© एक मील जाने का समय = 1 


= घंटा 
® 


`. 10 मील जाने का समय = 0 घंटा 
इसलिय समय = D घंटा । 


उदाहरण 4. दो अंकवाली किसी एक संख्या का वायाँ अंक & और alay हो 
तो संख्या को किस प्रकार सूचित करेंगे ! 
वाई ओर से आरम्भ करके अंकों का क्रम यदि 4 व 5 हो तो संख्या = 10 > 4-5. 
यदि 5 व 7 हो तो संख्या = 10 ५5 +7 
यदि 8 व 4 हो तो संख्या =10 ५8+ 4 әп! 
इसलिए यह स्पष्ट है कि वाई' और से आरम्भ करके यदि अंकों का क्रम ० व % हो 
तो संख्या = 10 ५०+ ४, अर्थात्‌ 102+ है 1 
| ग्रश्नमाला 29 
1. दो Феї का योगफल 15 है; यदि उनमें से एक संख्या ० हो, तो दूसरी 
क्या होगी ? | 
2, HERE ES чач तोक 
8. ख्याओं का अं ; i šT 
a os it का अंतरफल 95 है; उनमें से छोटी संख्या ake हो तो ad 
4. ४ से 25 कितना बड़ा है ? 
5. y से 2» कितना छोटा है ? 
6. यदि 91 का एक गुणनखंड z है, तो दूसरा गुणनखंड क्या है ? 
7. कौन सी संख्या 100 से 82 छोटी है ? 
8. 4& में से कौन संख्या घटाने से Зу बाक़ी वचता है ? 
9. एक व्यक्ति जो घंटे में y मील चल सकता है, z घंटे में कितने मीर जा सकेगा ? 
10. एक व्यक्ति जो घंटे में f चल सकता है, & मील रास्ता कितने समय में 
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11. एक व्यक्ति की उम्र यदि & साळ की हो तो 20 वष के बाद उसकी अवस्था 
क्या होगी ? 3 साल पहले उसकी क्या उम्र थी ? 
12, एक व्यक्ति ० दिन में 60 मील चल सकता है, तो प्रतिदिन वह कितने मील 
चल सकता है ? 
18, एक रेलगाड़ी & घंटे में 30 मील जा सकती .हे तो एक सेकंड में वह कितने 
फ़ुट जाती है ! 
14, यदि में फ्री हफ़ता ० आना खर्च करू तो सालाना ४2 रुपये की आमदनी से 
में कितना बचा सकेगा ९ 
15. ऐसी पाँच लगातार संख्यायें लिखो जिनके बीच की संख्या & हो 1 
16. = ठीक मध्यम संख्या है; इस प्रकार तीन क्रमिक संख्याओं का योगफल निकालो । 
17. 9m-4-1 के ठीक बाद की विषम संख्या लिखो । 
18. 2& के ठीक पहलेवाली सम संख्या fear 
यदि & मनुष्य एक काम को 10 दिन में कर सकते E, तो ४ मनुष्य उस काम 
को कितने दिन में कर सकेंगे q 
20. यदि एक कमरे की लम्बाई а WW और चौड़ाई ४ फ़ुट हो तो कमरे का 
क्षेत्रफल वर्ग फुट मे निकाळो । 
91. 90 प्रश्नमें यदि 4 फुट की लम्बाई को इकाई मानें तो क्षेत्रफल वर्ग इकाई में निकाळो। 
22. एक व्यक्ति & मील रास्ता ४ घंटे में चछ सकता है तो 90 मिनट में वह कितने 
मील चल सकेगा ? 
28. एक व्यक्ति ८ घंटों में & मील रास्ता चल सकता है तो 16 मील रास्ता वह 
कितने समय में चल सकेगा 2 
94. 20 वर्ष पहले एक व्यक्ति की उम्र — 5 साल की थी, तो अब उसकी कितनी उत्र है १ 
30 साल के बान उसकी अवस्था कितनी होगी ? 
25. यदि दो अंकवाली किसी संख्या की दाई' ओर का अंक ० है और WHO ओर 
का अंक y है, तो उस संख्या को कैसे प्रकट करेंगे? 
ов. यदि तीन अंकवाली किसी संख्या की बाई ओर से आरम्भ करके अंकों का 
क्रम 2, 9 व в हो, तो उस संख्या फो कैसे प्रकट करेंगे ? 
97. 9635 के अंकों se क्रम में लिखने से जो संख्या बनती है उसको कैसे 
— अकट करेंगे ? 
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66. समीकरण-सस्घन्थी सरळ प्रश्नावली (Easy Problems): इस 
अध्याय के बिषय के साथ परिचित कराने के लिए नीचे कई उदाहरण दिये गये हैं। प्रत्येक 
उदाहरण में अव्यक्त अर्थात्‌ अनज़ाने पद को » द्वारा सूचित किया जायया । 
उदाहरण 1. 4 व B एक साथ 540 रुपये की प जी लेकर सामे में तिजारत शुरू ` 
करते हैं; इसमें 4 का हिस्सा B के हिस्से का दुगना ё; तो दोनों का हिस्सा. aed अलग 
निकालो 1 
सान लो कि 7 का हिस्सा ० दवारा सूचित होता है, तो 4 का हिस्सा अवश्य 2% होया । 
इसलिए सम्पूण पू जी = ८ + 92 = 32 
किन्तु कहा गया है कि सम्पूर्ण पूजी 540 स्ये है। 
इसलिए 3 = 540 रुपये ; 
`. 2= 180 रुपये 
अर्थात्‌ В का हिस्सा=180 wa: .'. 4 का हिस्सा=(2 +180) अर्थात्‌. 
360 रुपये 81 | 


उदाहरण 2. 34 के एसे दो भाग करो कि उनमें 8 का अन्तर हो । 
सान लो В बड़ा भाग & द्वारा सूचित होता है, तो छोटा भाग 34 - & द्वारा 
सूचित होगा। 

इसलिए प्रश्न की शते के मुताबिक z— (34 - 2) = 8 

` अर्थात्‌ १८-848 ` 

अथवा 97 = 34+ 8 = 49 

- ,, mmol 

बढ़ा अंश 21 है, और छोटा अंश 3942-21-13 81 


उदाहरण 3. किस संख्या का 5 भाग उसके + भाग से 4 अधिक है ? 


मान लो कि वह संख्या z द्वाए सूचित होती है 1 
तो, प्रश्न की शर्त के अनुसार £ - हु =£; अथवा ör- 8z=60 
' अथवा ^-^ 22560 & 130 


उदाहरण 4. 1048 पहले D की जो उम्र थी, 1099 के बाद 4 की SH 


उसकी दुगनी हो जायगी; यदि इस समय 4, 7 से .9 वर्ष बंढ़ा हो तो उन दोनों की 
अब कितनी उम्र है निकालो 1 
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करण सम्वन <५ 


मान लो कि Bp उम्र इस समय & द्वारा माझम होती है; तो इस समय 4 की 
उम्र z +9 द्वारा मातम होगी। 
तो 10 वर्षे के बाद 4 की उम्र =० + 9+ 10 = + 19 
और 10 वर्ष पहले 2 की उम्र = ० - 10 होगी 
अब, प्रश्न की।शत के अनुसार ० + 19 = 2(४- 10) 
' अथवा 2 +19 = 92 - 20 
जगह बदलने से 22 - 2 = 20 + 19 अथवा ८ = 39 
अर्थात्‌ इस समय 7 की उम्र 39 वर्ष है 
4 की उम्न 48 वषे है । 


TAM 30 


i, 9 फ़ुट लम्बी एक सरल रेखा के ऐसे दो भाग करो किं एक भाग दूसरे भाग का 
दुगना हो। हर हिस्से की लम्बाई шен करो । 
2. एक थैली में जितने रुपये हैं ठोक उतनी ही अठद्नियाँ हैं, और कुल रक्कम 99 रुपये 
की छै, तो थेली में कितनी अठच्षियाँ Е ? 
з. यदि दो संख्याओं का योगफल 50 हो और उनका अन्तरफल 30 हो, तो उन 
संख्याओं को निकालो । 
4, एक ऐसी संख्या निकालो जो 96 और उस संख्या के अन्तरफल का पंचगुना है। 
छ. एक संख्या का अठगुना उस संख्या के आधे से 90 अधिक है; तो उस dem 
को КӘ 1 
; 6. एक संख्या से 40 घटाने पर, अन्तरफलं उस संख्या RS अंश के समान होता 
हे; तो संख्या को निकालो 1 
7. wg संख्या निकालो जो कि 35 से जितनी बड़ी है और 67 से जितनी छोटी है 
` उस बढ़ती और कमती का अंतर 29 Š 1 
8. एक संख्या 16 से जितनी अधिक है, उसका चौगुना, 416 से वह संख्या जितनी 
छोटी Š उसके समान है, तो उस संख्या को निकालो । 
9. दीन लगातार पूर्ण संख्याओं का योगफल 129 है, तो उन तीन संख्याओं 
को निकालो। | 
; 10; ऐसी एक संख्या निकाले जिसको 7 द्वारा गुणा करने से, गुणनफल 139 से 
उतना ही अधिक हो जितनां वह संख्या 139 से छोटी हो । 
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11. 90 के ऐसे दे! हिस्ते वनाओ कि एक हिस्से के तिगुने और दूसरे हिस्से के चौगुने 
का योगफल 335 हो | 

12. दो संख्याओं का योगफल 89 है और एक संख्या का ३ भाग, दूसरी संख्या 
के इ भाग के बराबर है, तो दोनों संख्यायें कितनी Є ? 

18. किस संख्या का चौथाई अंश उसके ह से 5 अधिक है, बताओ 1 

14. fea संख्या का 3 अंश उसके इ से 3 अधिक है, बताओ 1 

15. 21 के ऐसे दो भाग बनाओ कि एक भाग का दसयुना : दूसरे भाग के ФЯ 
से 1 अधिक हो | 

16. एक मकान और एक बगीचे का सूल्य fea 2850 होता है, और वशीचे का 
मूल्य मकान के मूल्य का Qu अंश है तो दोनों का अलग अलग सूल्य निकाली 1 

17. 28490 को दो व्यक्तियों में ऐसे ate दो कि एक व्यक्ति को जितने शिलिंग मिळे, 
दूसरे को उतने हो अधे-क्राउन मिलें । 

18. दो गडरिये भेड़ों को आपस में मूल्य के अडुसार बराबर बराबर वाँट लेने को राज़ी 
हो गये, 4 को 79 AF मिली, और 5, 4 को 835 पाउंड देकर 99 भेड़ छेता है। 
प्रत्येक भेड़ का मूल्य यदि बराबर हो, तो एक भेड़ का मूल्य बताओ । 

— 19, एक व्यक्ति की उम्र दूसरे व्यक्ति की उम्र से 10 वर्षे अधिक है, 15 वर्षे पहले बढ़े 
व्यक्ति की उम्र छोटे की उम्र की दुगनी थी ; इस समय प्रत्येक व्यक्ति की कया उम्र होगी ? 

20. पिता की वर्तमान उम्र पुल की उम्र की तिगुनी है; और 10 वषे के वाद पिता की 
उम्र पुत्र की उम्र की gue हो जायगी ; प्रत्येक की वर्तमान उम्र कितनी है निकालो 1 


सातवाँ अध्याय 
बिन्दु अंकित करना (Plotting of Points) 
| Wem चित्र (Graphs) 
67. भूमिका : दूसरे व तीसरे अध्याय में यह दिखलाया गया है कि बोजगणित 


के विषयों को चित्रों के उदाहरण ERI किस प्रकार सरलता के साथ और सुन्दर रूप में 


समम्हाया जा सकता है; उन विषयों को पूरी तरह सममने में चित्र बहुत सहायता करता 
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है। चित्रो-द्वारा बीजगणित की राशियों का तादात्म्य के गठन और समीकरणों को हरू 
करने की भूमिका के तौरपर इस अध्याय में केवल यही दिखलायेंगे कि बीजगणित की राशियाँ किस 
प्रकार रेखागणित के विन्दुओं द्वारा चित्रित को जा सकती हैं । 


ऊपर दिये हुए रेखागणित-सम्वन्थो चित्र को रेखा-चित्र (graph) कहते हैं, और चित्रों 
की सहायता से वीजगणित की राशियों के प्रश्नों को हल करने की क्रिया को रेखाचित्रिय फळ 
(graphical solution) कहते E 


68. क्याम सें आनेवाळे यन्त्र :. विद्याथियों को सबसे पहले निम्नलिखित eat को 
बहुत वारीकी से काम में लाना सीखना चाहिए। i 
(क) चित्र खींचने को एक पेंसिल (a drawing pencil) 


Sat) पेंसिल का सिरा महीन होना चाहिए ताकि उससे जो रेखा खींची जाय 
वह बहुत बारीक हो। 


(ख) एक कर्पास (a pair of dividers) 


(ग) दो सम-कोणक (two set-squares). 
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(घ) एक इंच को दस हिस्सों में नापनेवाळे Раі एक पटरी (a graduated 


scale showing tenths of an inch) | 
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उदाहरण 1. A बिन्दु से 50 के समानान्तर एक सीधी रेखा खींचो । 
D B E С 


pK WY 
7727 समकोणक की इस प्रकार रक्‍खो कि उसका DE किनारा ठीक BO रेखा के 
- साथ मिळा हो; तत्र GHE समकोणक का HK किनारा 7/777 समकोणक के EIS किनारे के 
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साथ मिलाकर GHK समकोणक को इस प्रकार हटाते रहो, कि उसका GH किनारा ठीक 
4 विन्दु के ऊपर रहे; ऐसी अवस्था में GH È बराबर एक रेखा खींचने पर वह BO के 
समानान्तर होगी (पिछला चित्र देखो) i | 


उदाहरण 2. BO सरळ रेखा के 4 बिन्दु से 90 के ऊपर एक लम्ब खींचो । 


gG, ` 


D H К E 


पहले ВО के समानान्तर एक DE रेखा खींचो ( चित्र देखो) । अव GHK 
समकोणक को 'इस प्रकार wat कि उसका ИК किनारा DE के साथ मिला हो और उसका 
ан किनारा 4 विन्दु के ऊपर से गुजरे अब 76 से मिलाकर एक रेखा खींचो ; वह BC 
के ऊपर A बिन्दु से ers होगी i 


उदाहरण 8. ABA OD दो सीधी रेखाओं को लम्बाई निकालो | 


A 
C 


इंच को सौ हिस्सों में नापनेवाळे स्केल और कम्पास-द्वारा माळम होता है कि АВ की 
लम्बाई 9'24 इंच और CD की लम्बाई 1'69 इंच है । 


D 


WAAC 31 
1. AB सीधी रेखा को उसकी दुगुनी लम्बाई तक बढ़ाओ। 


A 
2. किसी एक सरल रेखा AB के ऊपर एक बिन्दु D, АВ का मध्य बिन्दु 
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मानकर लिया गया, किन्तु कम्पास-दवारा मापने से AD, Вр से थोड़ा छोटा पाया गया ga 
यळती को कैसे TINT. 


3. ABO एक त्रिभुज है और D, 40 के ऊपर कोई एक बिन्दु है (नीचे का 
चित्र देखो ) ; D बिन्दु АВ की ओर CB के समानान्तर एक रेखा खींचो। ` 


A É 


4 ऊपर के चित्र में, D बिन्दु से 40 के जिस ओर AB है उसके उल्टी ओर 
BO के समानान्तर एक सरळ रेखा खींचो | 


5. प्रश्न 8 के चित्र में p बिन्दु से 40 के समानान्तर एक सरळ रेखा खींचो | 

6. किसी दिये हुए त्रिभुज के तीन शीर्षे बिन्दुओं से उनके सामने के बाहुओं पर 
लम्ब खींचो । 

7. яя 3% चित्र में AB, BO, OA तीन भुजाओं की और AD और DO 
की लम्बाई निकाली । | i 


69. mifra काग़ज़ (Squared Paper): वग खींचे हुए कायज का नमूना 
आगे दिया गया है। इसमें बराबर दूरी पर दो तरह की समानान्तर सरल Vui खींची हुई हैं । 
एक तरह की रेखायें कायज़ की लम्वाई के और दूसरी तरह की रेखायें कायज़ की चौड़ाई के 
समानान्तर EI इससे स्पष्ट है कि पहली तरह की रेखायें दूसरी की रेखाओं पर लम्बवत्‌ हैं । 
` दोनों तरह की रेखायें लगातार एक इंच के दसवें हिस्से की दूरी पर खींची गई हैं, इसलिए 
बहुत से छोटे समान वर्ग बनते हैं। दोनों तरह की लकीरों में कुछ मोटी ей दिखाई 
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पढ़ती E, जो कि एक दूसरे से आध इंच की दूरी wel फलतः इन मोटी रेखाओं के द्वारा 
कुछ वहे वढे वर्ग बन जाते हैं, जिनमें से प्रत्येक के वाहु की लम्वाई आध इंच है। . प्रत्यक्ष 
देखा जाता है कि प्रत्येक बढ़े वगे में 95 छोटे वर्ग हैँ । 


^ 7 B 


टीका 1. аа कायज़ के नमूने में 45 की समानान्तर रेखाओं को प्दे-पश्चिम 
(east-west) रेखा और AD के समानान्तर रेखाओं को उत्तर-दक्षिण |. 
` रेखा कहा जा सकता है। उनको कमरा; ЭТЧЇ (horizontal) 4 खड़ी (vertical) 
लकीर भी कह सकते Ed 

टीका 2. आसानी के लिए किसी छोटे वर्ग के बाहु की लम्वाई को ‘0 द्वारा 
सूचित कर सकते हैं । | 

टीका 3. ऊपर दिये हुए कायज पर इस प्रकार की Vend खींची जा सकती हैँ कि 
एक छोटे वर्ग के बाहु को लम्बाई एक सेन्टीमीटर का दसवां हिस्सा अर्थात्‌ एक मिलीमीटर 
हो। इस हालत में प्रत्येक बढ़े чі के बाहु की эю आधा सेन्टीमीटर अर्थात्‌: 
5 मिलीमीटर होगी | 
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उदाहरण 1. चार स्टेशन P, Q, R, S इस प्रकार स्थित E कि 0, P से पूर्वे 
की ओर 7 मील की दूरी पर है; R, 7 से दक्षिण की ओर 11 मोल की दूरी पर है; 
और 5, Q से उत्तर की ओर 18 मील की दूरी पर है। तो 2 से 5 की दूरी Re 


BEBE SS rer ISIS Ill 
St tt 


m= 

š 

EEE 

ЕБЕ ЕЕЕ E HEH 
шш 


मान लो कि छोटे वर्ग के बाहु को लम्बाई a द्वारा सूचित की जाती है; और a= 
एक मील हो, WP, Q, R, 8 का स्थान ऊपर के RA के अनुसार होगा; और 70-7८; 
PR=11a; और 05-13 


ач R को केन्द मात कर और AS को त्रिज्या लेकर एक वृत्तचाप खींचो ताकि 
वह 2 बिन्दु से siat हुईं पूव-पश्चिम सरल रेखा को т बिन्दु पर काटे । 


चूँकि . 7-9४० ; इसलिए RS-95a 
इसलिए दूरी =25 मीळ। 


उदाहरण 2. एक सीधा खूंटा ऊपर को खड़ा किया गया है; उसकी ऊँचाई 
8 फुट है; 88 फुट के एक डोरे का एक सिरा Q? के ऊपर के: सिरे में बाँधकर 
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बिन्दु अङ्कित करना 


ea 


दूसरा सिरा इत प्रकार ज़मीन के साथ मिलाकर रवखा गया कि रस्सी सीधी रहे। 989 
ज़मीन के सिरे से डोरे के नीचे के सिरे की दूरी निकाली । 


wŠ करो कि: 9० (अर्थात्‌ एक छोटे ай के एक बाहु का तिगुना) एक' फुट को 
लम्बाई वताता है। तो 8 फ़ुट की लम्बाई 24० द्वारा और 88 फ़ुट की लम्बाई 26 
द्वारा सूचित होगी ।. अब यदि AB det है, तो 45524८, B Reg से खींची हुई 
आड़ी सीधी रेखा पर 0 एक ऐसा विन्दु लो, कि 10-26. अब В को केन्द्र मान 
कर और BO को त्रिज्या लेकर एक वृत्तवाप खाँचो, जो कि д विन्दु से खींची हुईं आढी 
रेखा को D बिन्दु में काटे। BD रेखा खींचो, तब BD ही उस SR को सूचित 
करता है। - 


अब AD=10a (अर्थात्‌ Sata) के बरावर हैं इसलिए उसकी लम्बाई 
33 फुट है। 
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ग्रश्नमाला 32 
1. A08 पूर्व की ओर 53 इकाई की दूरी पर है, और 2, 4 से उत्तर की ओर। 
4 इकाई की दूरी पर है, तो 0 से दूरी निकालो t 
2, B, 0 से 8 फ़ुट पश्चिम में भौर 0, 2 से т फुर दक्षिण में है, तो 0स + 
दूरी निकाली | 
8. 0, 0 से 9 गज़ उत्तर में और 5, 0 से 69 गज़ पश्चिम में है, तो 0 से R की 
दूरी निकालो । - 
4. D, 0 से 21 इंच दक्षिण में, और 5, D से 9'8 इंच पूर्व में है, तो § से 0 को 
दूरी निकालो t 
ह. 4, 0 से 27 फुट पूवे में हो; 7, 4 के उत्तर में और O से 45 फ़ुट की दूरी 
पर हो, तो PS 4 की दूरी निकालो | 
6. QB से 24 फ़ुट айт में हो; 0, 2 के पूर्व में 0 से 2'5 फुट की दूरी 
पर हो, तो 0 से В की दूरी К 
“7, 5, 4 से 4$ गज़ पूर्व में О, 4 से १ गज़ उत्तर में, और D, B से 9 गज़ 
उत्तर में हो; तो 0 से 7 की दूरी निकालो। 
8. B, 4 से 25 फुट उत्तर में P, 4 से 40 फ़ुट पश्चिम में ; और यदि Q, 5 से 
20 फुट पूर्व में हो तो 0 से P की दूरी निकालो । i 
9. दो खड़े ҸӘ की उंचाई क्रम से 14 और 3 फुर है; और वे एक दूसरे 
से 18$ फ़ुट की दूरी पर q हैं ; तो उनके ऊपरी सिरों की दूरी निकालो। 
10. 80 फ़ुट लम्बी एक सीढ़ी का तला एक खड़ी दीवार से 10 फ़ुट की दूरी पर है; 
दीवार से कितनी दूरी पर सीढ़ी का उपरो सिरा होगा ? 


[ प्रयोजन होने पर एक इंच के सौ हिस्से दक मापनेवाला Che काम में लाया जा 
सकता है। ] | 


СС-0.Рапїпї Капуа Маһа Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samal F ЫЧ कैरनी Chennai and eGangotri 
बन्द hed करना &W 


70. किसी समतल (Plane) पर यदि एक विशेष बिन्दू लिया 
जाय और उस fare से परस्पर लस्ब रूप में खींची हुई दो सरल रेखायें ली 


जायें तो समतळ पर किसी बिन्दु का स्थान उन दो रेखाओ' की सहायता से 
प्रकट किया जा सकता Š | 


Bienes ents 
НЕЕ 
CEE 


मान लो कि किसी विशेष समतल पर XOX’ और YOY' दो दी हुई सरल 
रेखायें हैं जो एक दूसरे को लम्ब रूप में काटती हैं (ऊपर का चित्र देखो)! यदि इस 
समतल पर ? कोई भी विन्दु हो तो इस P विन्दुं का स्थान किस प्रकार шын किया जाय, 
` यह बात विचारनी है। 

xox’ पूव-पश्चिम रेखा और Yor’ उत्तर-दक्षिण रेखा मान ली जा सकती है। 
7 बिन्दु से 07” के समानान्तर एक सरळ रेखा ҸҸ, और मान लो कि वह хох’ 
रेखा को M विन्दु पर काटती है । चित्र से स्पष्ट है, कि M, 0 बिन्दु के पूर्व में है और 
р, M विन्दु के उत्तर में है। इसलिए OM व PAD दो रेखाओं की «т की नाप यदि 
माळूम हो तो P बिन्दु का स्थान बताया जा सकता है । 


ऊपर दिये аа कागाज़ पर छोटे वर्गों के बाहु की लम्बाई को इकाई मानकर 
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OM =9 зый लम्बा और MP=12 इकाई लम्बा है। इसलिए р बिन्दु का स्थान हम - і i 
लोग निम्नलिखित ढंग से बता सकते हैं : 

पूर्व में 9 इकाई की दूरी पर ओर उत्तर में 12 इकाई की दूरी पर | 


टीका 1. 0 यदि ऐसा एक बिन्दु हो जिसका स्थान पूर्वे को 5 इकाई की दूरी पर 
और उत्तर को 8 इकाई की :दूरी чє बताया जाय तो इस बिन्दु का स्थान निकालने के लिए, 
0 विन्दु के पूर्व में 5 इकाई की दूरी पर एक बिन्दु लेकर, उसके बाद उस यिन्दु के उत्तर में 
8 इकाई की दूरी पर जाना होगा । 

टीका 2. Rafe एक ऐसा बिन्दु हो कि जिसका स्थान “Ole पश्चिम में {7 इकाई 
की दूरी पर और दक्षिण में 4 इकाई की दूरी पर” बताया जाय तो R विन्दु का स्थान 
निकालने के लिए हमको 0 बिन्दु से पश्चिम को 7 इकाई की दूरी तक और वहाँ से दक्षिण 
को4 इकाई की दूरी तक जाता होगा। 


प्रश्नमाला 33 


[ प्रत्येक प्रश्न को वर्गोकित कागाज़ पर हळ करना Š 1] 

1. जिन बिन्दुओं का स्थान नीचे दिया गया है उन्हें अंकित करो : 
(1) 5 इकाई чїй, т इकाई उत्तर में 
(8) 8 , Ward 5 , उत्तरमें 
(8) 10 >» » 12 , दक्षिण में 
(4) 15 „ wa Ge АН 
(5) 8 , mud 18 , उत्तरमें 
(6) 14 3 qd में, 16 5 दक्षिण में | 


2. दूसरे अध्याय से ( अर्थात्‌ धनात्मक व ऋणात्मक राशि सम्बन्धी अध्याय की टीका से ) 
यह स्पष्ट है कि (6 इकाई परिचिम' अथवा '-6 इकाई पूर्व” एक ही बात है; इसी प्रकार 

8 इकाई ददिण' अथवा “-8 इकाई उत्त? भी एक ही बात है, आदि आदि । इसके अनुसार 
जिन eget का स्थान नीचे दिया गया है उनका स्थान निकालो 1 


d 
B 


(1) 7 w ча, -8 इकाई उत्तर में 
(2) — 10 2 n 6 5 3 5 
(3) — 9 *s» » -13 » » > 
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बिन्दु अङ्कित करना ay 


x 3, बिन्दुओं के स्थानों को बतलाने के निमित्त पूर्वे व उत्तर शब्दों को काममें 
खाने को आवश्यकता नहीं है. यदि यह हर हालत में मान & कि पूर्व की ओर की दूरी को 


सवेदा पहले Бе । qas इसके जिन बिन्दु Fa 
स्थान AFR | RW ओं का स्थान नीचे दिया गया है उनका 


(О 8 इकाई, 9 इकाई ; (2) 6 इकाई, -11 इकारे ; 
(3) -19 इकाई, 15 इकाई ; (4 -10 इकाई, -14 इकाई। 
4. हर जगह इकाई शब्द को भो छोड़कर, बिन्दु का स्थान आर भी संक्षेप में बताया 
जा सकता है। be इसके नीचे दिये हुए बिन्दुओं का स्थान दिखलाओ 1 
(1) 6,4; (2) 13,8; (3 -7,6; 
(4) 8, -6; (5) -10, -18; (6) —9, - 15. 
TI परिभाषा : - पूर्व नियम में बतलाया गया Ë कि परस्पर लम्बर रूप में खींची 
इर XOX’ व YOY’ दो रेखाओं को सहायता से (पूर्व नियम का चित्र देखो) समतल 
के किसी बिन्दु का स्थान बताया जा सकता है। इन दो स्थिर रेखाओं में से wade को 
अक्ष (axis) कहते हैं। और XOX’ ब 707” दोनों अक्ष जिस बिन्दु 0 पर एक दूसरे को 
काटते हैं, उसे मूछबिन्दु (igin) कहते E! XOX’ को ८- अक्षरेखा (axis of a) 
और YOY’ को ५- अक्षरेखा (axis of y) कहते E! और OM व MP इन दोनों की 
लम्बाई की नाप को P विन्दु की सुज-कोटि (co-ordinates) कहते हैं, OM की ल्म्बाई 
को सुज (abscissa अथवा £-co-ordinate) और MP की लम्बाई को कोटि (ordinate 
अथवा y-co-ordinate) कहते हैं । 
(е, v) बिन्दु” अथवा ‘о, y' का अर्थ है, “ऐसा एक बिन्दु जिसका भुज (abscissa) 
&-इकाई लम्वा और जिसकी कोटि (ordinate) ४-इकाई लम्बी है i" 


टीका 1. जब हम किसी बिन्दु के '% और ५' के विषय में कुछ कहते हैं तो 
वास्तव में उस बिन्दु के भुज व कोटि के विषय में कहते हैं । 


टीका 2. यदि м, सूलबिन्दु 0 के दाहिनी ओर हो तो P बिन्दु के भुज को धनात्मक 
और यदि ag ओर हो, तो भुज को ऋणात्मक कहते हैं। इसी प्रकार यदि р बिन्दु 
XOX के ऊपर हो तो 2 बिन्दु की कोटि को धनात्मक और P बिन्दु xox के 
नीचे हो तो P बिन्दु की कोटि को ऋणात्मक कहते Š 1 


- टीका 3. ‘fag अङ्कित करना? (to plot a point) का अर्थ है कि यदि बिन्दु 
के भुज-कोटि दिये हों तो उनके द्वारा बिन्दु का स्थान निकालना । f ८ 
B—7 
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उदाहरण 1. ЧӘ दिये हुए चित्र में P. Po, Po, Pa इन चार विन्दुभो के ` 
भुजकोटि लिखो। चित्र स्वयं अपनी व्याख्या करता है। छोटे वर्ग के वाहु की लम्बाई को 
इकाई मानकर-- j 


(1) OM, =8 इकाई, और M., 0 विन्दु की दाई ओर है; और MP, = 10 
इकाई, और p, विन्दु XOX’ के ऊपर की ओर है, फलतः P. बिन्दु शुज व कोटि क्रमशः . 
8 ब 10 हैं । 


[T] "ТШТ TTT [] 
E EEC I | m 

m EEE L-HEECEE--H-HEH-H Fr 
ЕЦ ССОО 
Еа ЕЕЕ 
УЕ 
ТТЕП EE EIS I I ZU NENNEN H 

11117 17 -H 
[| -EEEECEEEECLCCHHIHHH-HHHHHH-H = 
m -r-HEELFEEEELELLEEELLLELLT LLLI] =m 
ТТТ Г СС 
ЕСС СЕС 
Бааша ECEE 11010 
Beene СОСЕ СЕС 
mu =mma: ССС 

mi BEEN m m as 

[ | IMs | m mm | М 

ТТМ» | (8) ДЕН 


"ТОГЫ М | 
Г Pe Tt tt 
mu 


EH = 

uH 

Be m ш 

EH = 

EH EH m = 

EE EH B шшш 

COO TTI СС 
ME Mm mE गर EE Ee 
e E 


(2) OM,=5 इकाई, और M, 0 की बाई' ओर है; और MPa = 18 इकाई, 
और P. बिन्दु XOX’ रेखा के ऊपर है। इसलिए p, बिन्दु के भुज व कोटि क्रमशः 
-6 व 18 हे! 


Po OM, = 10 इकाई, और му, 0 की AS ओर है, М.р, =11 इकाई, और 
P, XOX के नीचे है; .'. 25 बिन्दु के भुज व कोटि क्रमशः - 10 व -11 हैं। 
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| ; && 
Or ERST жаал e SE iri 
x cu LE 1 e oo (1, 2) और (2, з) बिन्दुओं के स्थान दिखलाओ 
= E Poe लम्बाई का पंचगुना इकाई माव लो ड़ 
इस हालत में विन्दुओं के स्थान wet aie здеу T6 n^ 
BH 


LETT TT 
LETT T T 
ш ШШШ 


Mou - NES 


किसी पटरी के एक किनारे को उन चारों में से किसी दो बिन्दुओं से मिलाकर 
रखने से यह माळूम होगा कि और भी दो बिन्दु इसी पर हैं, इसलिए ये चारों बिन्दु एक 


सीधी रेखा में हैं । 
उदाहरण 8. (3, 5) और (8, 19) इन दो “बिन्दुओं को अपने स्थान emp ` 


| और उनकी दूरी निकाली 1 
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s चित्र के मुताबिक होंगे। अब PQR त्रिभुज 
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` छोटे वगौ के एक बाहु को इकाई मानकर दो 


सरल बीजगणित 


беа को Get; Wi करो P और Q 


इन दो बिन्दुओं को सूचित करते Ë तब विन्दुआ के स्थान वही होंगे जो चित्र में 


दिये गये हँ (चित्र देखो ) 


t 


р को केन्र और PQ को त्रिज्या मानकर एक बत्तचाप खींचो जो 2 विन्दु से खोंची 


~ 


हुई पूर्व पश्चिम रेखा को 2 बिन्दु में काटता है। तो हम जो दूरी निकालना चाहते हैं वह 


-pOsPR-8' 6581! ( चित्र से प्रत्यक्ष है ) प तती 
B 4. PO, 4) और 05, -4) और .5(8, 9) इन तीन :विन्दुओं को 


।रक्खो, और इस तरह बने त्रिभुज का क्षेत्रफल निकालो | 


Rees 


Ыз ait के एक बाहु की लम्बाई को इकाई मानकर, Р, Q औरं 2 के स्थान | 
EU के अन्दर छोटे वगौ को गिनो; उसके बाद _ 


mu 
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जो जो at Вуч के बाहु काटते हुए गये Ë उतमें से जिन वयो का आधा अथवा 
आधे से अधिक त्रिभुज के अन्दर हो उनको गिनो और दूसरों को छोड़ दो। कारण एक 
nb क्षेत्रफळ की इकाई वताता है, इसलिए सव वर्गों को संख्या त्रिभुज का क्षेत्रफल 
बतायगी । : 


ऊपर के नियम से गिनने पर PQR त्रिभुज के अन्दर के वर्गों कौ संख्या 27 
पाई जाती है । 


इसलिए POR त्रिभुज का क्षेत्रफल = 27 इकाई ( क्षेत्रफल की )। . 
उदाहरण 5. .4(8, 2); B(12, 9); 0011, 9) और D(2,8), इन चार 


विन्दुओं के स्थान वतलाओ। ABCD चतुर्भुज का क्षेत्रफल और 40 ब BD परस्पर 
जिस बिन्दु पर मिलते हैं उसके भुजकोटि वतलाओ 1 


mamam 


Hs 


छोटे वर्गों के एक वाहु की लम्बाई को इकाई मान कर 4, 2, 0, D का स्थान 
चित्र के मुताबिक होंगे । 
उदाहरण 4 में बतलाये हुए नियम के अनुसार गिनने पर ABCD चतुभुज के अन्दर | 
के वर्गों की संख्या 54 पाई जाती है। | 
इसलिए क्षेत्रफल 54 इकाई ( क्षेत्रफल की ) । . 


और चित्र से जान पढ़ता है कि 40 व BD के छेद बिन्दु E का सुज 7 इकाई 
व कोटि 8 इकाई है । - 


इसलिए E विन्दु के भुजकोटि (7, 5) । 
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| 

| प्रश्नमाला 34 

| 1. नोचे दिये हुए चित्र में. Pi, P. P. Р, बिन्दुओ के भुजकोटि वतलाओ, 
I 


जब कि (1) छोटे वर्गों के एक बाहु की लम्बाई को इकाई माना जाय, (2) छोटे ats C 


एक बाहु की पंचगुनी लम्बाई को इकाई माना जाय । 


ms [III T ||| ||| 


x 


2, छोटे बगौ के एक बाहु की लम्वाई के तिगुने को इकाई मानकर ऊपर दिये हुए 
चित्र, में Py, P»; 251 P4 बिन्दुओं के भुजकोटि क्या होंगे ? 


8. (—4, -4), (7, т) व (13, 18) विन्दु को अंकित करके अपनी तसल्लो कर लो 
कि।वे।मूलवबिन्दु (origin) से खींची हुई एक सीधी रेखा पर हैं । 
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. 4. (-8, 4) और (10, -5) दो Agat को अंकित करो और अपनी तसल्ली 
कर लो कि इन दो विन्दुओं को जोडनेवाली सरल रेखा सूलविन्दु से जाती है। 

5. (8, 5) व (-4, —11) दो बिन्दुओं को अंकित करके उनकी दूरी निकालो । 

6. (-7,9) व (-19, 21) दो बिन्दुओं को अंकित करके उनकी दूरी निकाली । 

7. (-11, 18) व (8, — 35) दो विन्दुओं को अंकित करके उनकी दूरी निकालो । 

8. (0,0) व (5,5) विन्दुआँ को Renad सरल रेखा खींचो, और उसको 
दोनों ओर बढ़ाओ, इस सरल रेखा के ऊपर के उस बिन्दुकी कोटि बतलाओ जिसका भुज 
11 Ë ; और उस बिन्दु का भुज वतलाओ जिसको कोटि -13 है। 

9. (0,7) और (12,0) Вай को मिलानेवाली सरल रेखा को दोनाँ ओर 
वढ़ाओ। इस रेखा के उस बिन्दुकी कोटि बतलाओ जिसका भुज -18 है ; और उस 
बिन्दुका भुज वतलाओ जिसकी कोटि -14 है । 

10. (-4, 0) और (0, -8) विन्दुओं को मिलानेवाली सरल रेखा को दोनों ओर 
चढ़ाओ ; इस रेखा के उस बिन्दु की कोटि बतलाओ जिसका भुज -10 है; और उस बिन्दु- 
का भुज वतलाओ जिसकी कोटि -24 है। 

i11. 4(9,2) B(3,7) और 0(8, 5) तीन बिन्दुओं को अंकित करो और इस 
तरह वने त्रिभुज का क्षेत्रफल बतलाओ | 

12. 7(-9, 5), 0 (6; 5) और RG, 9) इन तीन बिन्दुओं को अंकित करो, 
और इस रूप से बने त्रिभुज का क्षेत्रफल बतलाओ। 

13. 2708, 9), E(6,8) और 7 (7, 19) तीन विन्दुओं को अंकित करो, और 
इस रूप से वने त्रिभुज का क्षेत्रफल बतलाओ 1 

14. (11, 9), (3, 9), (8, 7) और (11, т) इन चार विन्दुओं द्वारा जो चतुभज 
बनता है उसका क्षेत्रफल निकालो ; और उसके दो कर्ण जिस बिन्दु पर मिलते हँ, उसके 
भुजकोटि बतलाओ 1 

15. नीचे दिये हुए विन्दुओं द्वारा जो चतुभुज बनते हैं उनके क्षेत्रफल 
बतलाओ :— 

(1) (16, 6), (2, 8), (11, 14) व (5; 11) ; 

(2) (3, 6), (5, 4), (17, 16) व (9; 18) ; 

(3) (-19, 5), (712, - 10), (16, —10) a (16, 5); 
(4) (0, 1), (10, 8), (2, 18) व (—2, 8). 
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-16. ऐसा एक त्रिभुज dat जिसका आधार 19 सेन्टीमीटर और जिसके दो बाहु 
क्रम से 5 व 13 सेन्टोमोटर हों ; त्रिभुज का क्षेत्रफळ, ऊँचाई और WIRD बाहु का अभिमुख 
कोण कितना है वतलाओ 1 

17. ऐसा एक त्रिभुज अंकित करो जिसका आधार 6 सेन्टीमीटर ओर दो बाहु 
нї: 3 व 5 सेन्टीमीटर E! उसकी ऊँचाई जहाँ तक हो सके सूक्ष्म रूप में निकालो । 

18. 19 दिये हुए बिन्दुओं को अंकित करो :-- 

() (6, 0), (6, 3), (6, 4), (6, 6), (6, 8) और (6, 10) ; 
Gi) (—2, Т), (8, 7), (5, 7), (7, т), (8, т) और (10, 7). 

सिद्ध करो क्रि ऊपर दिये हुए (i) के विन्दुओं समरेखीय हैं, (1) के Fegal भी 
समरेखीय हैं, और दिखलाओ कि ये दो ай क्रम से कोट्यक्ष व भुजाक्ष रेखाओं के 
समानान्तर हैं ; दोनों रेखाओं के छेद-विन्दु के भुजकोटि निकालो । 

19. (3,4), (4, 3), (5,0), (-4, —8) a (4, — 8) विन्दुआँ को अंकित करो । 
सूलबिन्दु से उनकी दूरी मापकर दिखाओ कि वे मूलविन्दु को केन्द्र मानकर खींचे हुए 
एक वृत्त पर हैं 

20. 4(5, 9), (9, 9), С(5, 8), 209, 8 और E(7,12) बिन्दुओं को 
अंकित करो ; ABDEO पंचभुज का क्षेत्रफल और дра DO परस्पर जिस बिन्दु पर 
मिलते हैँ, उसके щати: बतलाओ | 


विविध प्रश्नमाला 1 ` 
WAY I 
1. (a+b)? =07+90b+b? इस तादात्म्य में ८ के बदले z और ४ के वदले 
—у— प्रयोग करके (z — y - z) का वर्ग निकालो । 
2. नीचे दिये हुए दो ait को सिद्ध करो : 
(i) a? +0४/०३॥(6+ ४)?  (a— 5)? ; 
(ii) 46095 (७+ ४)? -(a—2P). 


8. सिद्ध करो 


(७-४)(9७+ ४-9) + (४-० ж)(а+ю— у) + (४- у) ну ४) 5-0 
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4. सिद्ध करोः 

(a —b)la + 106+ 1) – alb + 1)? + bla +1)? = (a — b(a + 9+ 215). 
5. यदि a=z+m, b=y+m ०=४+॥ हो, तो सिद्ध करो: 

a? +b? +07 — bo—- ca — 40 х? +y? +27 - ys- 22- шу. 

6. यदि =+ हो, तो सिद्ध करो: 

(as + bo)(bs + ac)(cs + ab) = (b + c)* (c + a)*(a +b). 
7, (mtn)? - 975? को mtn- 32 से भाग करो I 
8. यदि (92° - 17८४+ 139*)१ भाज्य हो और 499२(०+ 5y)? भागशेष हो 

और 82? — zy + 169? भाजक हो तो भजनफल निकाळो 1 

9 यदि at =$ yt th 9 हो, तो z3g2 zu 


3 , 
10. सिद्ध करो कि 


(a —y +2)? +(z +y —2) + 62(9- ४ 0+0 – 3) 82^. 


H 


निम्नलिखित समीकरणों तको हल करो : 
1. 8(४७-9)-9(0-9)+2- 1 **& + 3 + 9(७+ 9) + (a 1). 


2. (४-9)(8-8)5(-9)(४-?). 

8. a+ 1)(8+ 9) +85(92+ 1)(z 5). 

नीचे दिये हुए समीकरणों से 2 का मूल्य निकालो : 

4. (०+ ४)(०- х) = (६-०) 

mno—p,npo—m , 12700 п 2p , 2m , an 


5 LJ 


mit "np pm mh np pm 
9047 92-8 c-1l, eal aA. 
6. T D जत 7. 4z 9 2+ 5 


2-9 .3 ctl0 2-2 
8. а-а 75; son: gm 


9. rug T STEE cau 19 
10. 2(:-1)-5$(22- 3) 40. 95) = 3s (4o 5). 
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1. एक ऐसी संख्या बतलाओ जिसके साथ 9° योग करने से योगफल उस संख्या के 
चौगुने से 8 अधिक हो । 

2. एक ऐसी संख्या बतलाओ जिसका सातवां हिस्सा उसके नवें हिस्से से 4 अधिक dra 

8. एक व्यक्ति अपनी माहवारी आमदनी का दसवाँ हिस्सा खर्च नहीं करता, और 
बाही हिस्से का तिहाई हिस्सा फुटकर चीज़ें खरीदने में खर्च कर देता है, और रोज़ाना खर्च 
के लिए अपनी आमदनी का 3 हिस्सा लगा देने के वाद महीने के अंत में उसके पास 300 रुपये 
बच रहते हैं, तो उसकी माहवारी आमदनी कितनी है ? 

4. एक व्यापारी अपनी एँजी में से दो-पंचमांश चीनी के, और तिहाई हिस्सा पाट 
के कारबार में, और аы रुपये का आधा कपड़े के कारवार में लगाकर 800 पाउंड बचा 
लेता है; तो उस व्यापारी क्री कुल रक्कम कितनी थी और उसने किस कारवार में कितना 

रुपया लगाया ९ 

5. 4 की आयु B की आयु की दुगनी है और 0 की आयु से 4 वषे अधिक है। 
यदि इन तीनों की आयुओं का योगफल 96 4 हो तो प्रत्येक की आयु वतलाओ d 

6. दो थेलियों की रक़मों का जोड़ 54 पाउं० 19 fre है, और एक थैली में पाउंडों 
की जो संख्या है, दूसरे में शिलिंगों को भी वही संख्या है; प्रत्येक थैली में कितनी 
रक्रम थी ? 

7. एक वर्गोकित काय़ पर नीचे दिये हुए बिन्दुओं को अंकित करो और दिखाओ 
कि वे एक आयत के चार शीर्ष हैं : (13, 9) ; (-15, 9) ; (- 1}, -9) और (13, - 9) ; 
और दिखलाओ कि उस आयत के प्रत्येक कर्ण की लम्वाई 5 इकाई Š | 

8. 0 एक निश्चित स्थान है; 4, 0 से 20 मील उत्तर में है; 5, 4 से 4 मील 
X : है; और 0, p से 17 मील दक्षिण में है; तो दिखलाओ कि 0 से की दूरी 5 

l 

.9. उपर दिये हुए उदाहरण में 4, 0 से यदि 19 मील पश्चिम में, P, 4 से 5 मील 
उत्तर में, 5, 0 से 19 मील पूर्व में, और 0, B से 5 मील दक्षिण में हो तो सिद्ध करो कि 
2 से Q की दूरी 26 मोल है । 

10. एक वर्गाकित कायज़ पर नीचे दिये हुए बिन्दुओों को अंकित करो और 
दिखळाओ कि वे मूलविन्दु से खींची हुईं एक ही रेखा पर हैं; (-5, -10), (1, 9) 


और (3, 6). 


— —— 
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आठवां अध्याय 


कठिन जोड़ ब बाक़ी 
(Harder Addition and Subtraction) 


L जोड़ 


: 72. तीसरे अध्याय में योग करने के नीचे दिये हुए नियमों का अर्थ बतलाया 

गया है। 

(1) योगफल निकालने के समय जोड़ी जानेवाली राशियों को किसी भी क्रम में ळे 

सकते et जैसे а+ь+с=р+с+а=с+а+ь आदि t [ नियम 81] 
इसको योग का क्रम-विनिमय नियस (Commutative Law) कहते हैं । 

(9) योगफल निकालने के समय जुड्नेवाली राशियों में से कुछ अंशों को 
अलग अलग लेकर उनको कई हिस्से में बॉट कर योगफल को उन हिस्सों के योगफल के 
रूप में प्रकट कर सकते हैं, जैसे a+b+co=a+(b+c)=(a+b)+c=b+(o +a) 
आदि i [ नियम 32 ] 

इसकी योग का संकलन नियम (Associative Law) कहते हैँ । ў 

(3) संख्या गुणकवाले सजातीय पदों का योगफल भी एक सजातीय पद्‌ होता है; 
और, पदों के संख्या गुणकों का बोजीय योगफल इन पदों के योगफल का संख्या गुणक होता है । 
जैसे ४2, — 92, 7० और бл का योगफल 16 है, क्योंकि, 5+(-2)+7+6=16. . 

इसको योग की पद-संयोगप्रणाली (process of collecting terms) कहते Él 

सजातीय а विजातीय पदवाले акча व्यंजकों का योगफल निकालने को साधारण 
रीति भी 33 š नियम में वतलाई गई है । 

ऊपर लिखे हुए नियम अब तक केवल सरल प्रश्नों में प्रयोग किये गये हें । अव वे कठिन 
योग करने में भी प्रयोग किये STAT | 

73. भिन्न शुणकवाले व्यंजको' (Fractional co-efficients) का 
योगफल निकालना : भिन्न गुणकवाळे बहुपद व्यंजकों का योगफल निकालने के लिए 
yas व्यंजक को सरल करके, व्यंजकों को एक के नीचे दूसरे को इस प्रकार रखना चाहिए कि 
व्यंजकों के सजातीय पद एक ही सम्भ में हों; उसके बाद सबसे नीचे एक सीधी रेखा 
खींचकर प्रत्येक स्तम्भ के पदों का जोड़ उस रेखा के नीचे लिखना होगा। योगफल के 
संख्यागुणकों को अंकगणित के नियमानुसार सरक करके लिखना होगा। 
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नीचे दिये उदाहरणों द्वारा जोड़ने की रीति स्पष्ट होगी। 


उदाहरण 1. योगफल बतलाओ 
2,9 3, 9 18,07 Вата 1 40% 
=+ 5 yt 7 z+ sz + 195 और 7? 32+ ह! 9b. 


| पहला व्यंजक = ict fy- Fz 

दूसरा व्यंजक= gr- roy tzt 12a 

तीसरा व्यंजक = —$2+ fyc Fe - 9b 

| .', योगफल= 92+ ५7०५+ 2s +19८ - 9b 

[ योगफल में, z का गुणक = + 7 2 = +१2 = s= 9 

| y का गुणक = ह - उछ + $£ = 258 = 1952 कक, 
४का गुणक = - ड +424 है = nmg 

का गुणक = 0+ 19 + 05 19, 

b का गुणक = 0 +0 —9= -9.] 


टीका । ध्यान रखना होगा कि पहले और तीसरे व्यंजकों में ८ वाले पदों के दो स्थान 
खाली रक्खे गये E. आसानी के लिए इन दोनों स्थानों को 0.० द्वारा भरा जा सकता है। 
इसी प्रकार पहले व दूसरे व्यंजकों में भी D वाळे दो पदों के गुणक 0 माना जा सकता Š । 


उदाहरण 2. 6a =20 0 32, 92-42 42-3y , бу – 42, 32-62 


— —— — `Ü  — — 


19 8 19 8 6 
q 22— 4у dy 92 42-62 


E ह i का योगफल निकालो 1 
पदसंयोगप्रणाळी के अनुसार प्रत्येक व्यंजक को सरल करके पहले दिखलाये हुए नियम के 
अनुसार यो गफल निकालना होगा, जैसे, 
पहला व्यंजक = ($ —4) z+(—3 +5७)४ + (- हक +§)2 
=(1 —4)ж+(—# +4) y+(-% +2)2= łe 
So है) ct (73-8 у+(—4 +3) 
=(§ -1) z*(-$ +2) हक (टके +43)2=—-fethy 
और तीसरा व्यंजक = (ई - ५%) + (-ई +4) у+(—4 +z 


=(@  —4) х+(—4 +4) y+(-% +4). - ३७ 
योगफल = — ५४० + ३ 
[ योगफल में z का गुणक = d $-३= १ ० 5६, 
y का गुणक = 0+ +0 =. ] 


es 
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3 5 97, 23 
उदाहरण ic 3 2 45,3, 429 3 
उदाहरण 3. 7% +717 20a 96 17а? -g0 795 
"u* gb -8a और - сср? - 54 +a? + Sra" के योगफल का 


सूल्य निकालो यदि = 98, y=79, a=5 व ४=4 हो | 

इस प्रश्न में व्यंजकों के योगफल से मूल्य निकालना आसान है :— 
पहला व्यंजक़ = $2? + туу — 20a? +4253 
दूसरा व्यंजक = - २४१ . +1707 - 306° 
तीसरा व्यंजक = -4Ay5- 8a7+ $b? 
चौथा व्यंजक = Pot- &y5 १८१ - 395* 
S. योगफल = a+ b° 

=§2445=5x54+4x%4%4=95 + 64 = 89. 


[ योगफल सें 2१ का गुणक = है - कि + 0 + 30 = 222022090), 
४९ का गुणक = ñr +0— Y — k SES = 0, 
a? का गुणक = -90+17-8+ 7 5०१4-98 «1, 
b! का गुणक = - ॐ + § – 32 = ४>4 88 = 83३४२ = ड = 1.] 


74, अक्षर गुणकवाळे बहुपद व्यंजको' का योगफल निकालना: c 


यदि ame केवल अंक न हों तो उनको अक्षर-गुणक कहते €t जैसे, az 6७० — 
(a+ d — ४५, ... .. आदि में ० के गुणक ma से ८, 6४, (०+०-०) होने के कारण ' 


उनमें से प्रत्यक को अक्षर-गुणक कहते हैं । 

= के सम्बन्ध में ८०, 6४2, (a+d-e)z...... आदि पदों में केवळ उनके 
गुणक हो पृथक हैं; इस gle से ar 6४2 (0+0-е) = पदों को सजातीय पद्‌ कह 
सकते EI 

यदि ас और ४० 2-सहित -दो सजातीय पद हॉ, तो उनका योगफल = ०० + bz = 
(a + b)e 

इसलिए अक्षर-गुणकवाळे दो सजातीय पदों का योगफल भी एक सजातीय पद है, 
और योगफल का आक्षरिक गुणक, दोनों पदों के अक्षर-शुणकों के योगफल के बराबर है! 
279 नियम के 3 रे उपसिद्धान्त से माढम होता है कि योग करने का यह नियम दो से अधिक 
पदों के लिए भी प्रयोग में आ सकता है। 
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इस कारण, गुणक चाहे अंक हाँ अथवा अक्षर हों सजातीय पदों को जोड़ने का नियम 
दोनों हाल्ता में एक ही है। 

इससे विदित होता है कि асас व्यंजकों के जोड़ने का नियम दोनों प्रकार के शुणकों 
के लिए एक dt होगा। 

नीचे दिये उदाहरणों द्वारा जोड़ करने का ऊपर दिया हुआ नियम स्पष्ट हो जायगा। 


उदाहरण 1. जोड़ो: (b+c)z+(e+a)u+(a+b)z, 68 + b+ ez और 
& न ४-८. 
इन तीन बहुपद व्यंजकों को एक के नीचे एक इस प्रकार लिखो कि उनके सजातीय 
पद्‌ ठीक एक ही खड़ी रेखा में हों; सबसे नीचे के व्यंजक के नीचे एक सरल रेखा खींचकर 
प्रत्येक स्तम्भ का योगफल उस रेखा के नीचे लिखने पर योगफल प्राप्त होगा। 
पहला व्यंजक = (b + c)z + (c + a)y + (a + b)z 
दूसरा व्यंजक = ал+ by + ez 
तीसरा व्यंजक = 2+ yt z 
इसलिए योगफल = (a + 5+о+1)2+ (a-- 9+०+ 1)y + (a-- b - c 1)2 
[ योगफल में z का गुणक = (४ +८) +८+ 19a b c4 1, 


y का SEDTR=(c+a)+b+l=a+b+o+1, 
E. z का गुणक = (6 + ४) +०+156+ bo c1. ] 


उदाहरण 2. जोड़ो: (b—c)z- (०-८)५ + (a— b)z, (b-c)y + (a bz + 
(c — a)z और (b — c)z + (c —a)z + (a — b)y 
०, ४ व # के सम्बन्ध में तीनों व्यंजक सजातीय पदवाले Ё. इसलिए ऊपर के 
उदाहरण में दिखलाये हुए नियम के अनुसार योगफल निकाला जायगा। जैसे. 
पहला व्यंजक = (४ - ०) + (०-०)५ +(८-४)४ | 
दूसरा व्यंजक = (q + dja + (b — o)y + (c - a)z 
तीसरा व्यंजक = (c — a)z + (a — b)y + (b — c)z 
इसलिए योगफल = 0, 
[ योगफल में 
£ का गुणक = (b — c) + (०-८) + (a — b) 
=b-c+c—ata—-b=0, 


इसी प्रकार y और z के गुणक भी 0 होंगे 1 ] 
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उदाहरण 3. (az — Бу) + (bz сз), (ag - bz) + (by ~ cz) और (&- az) 
+ (cz — by) के योगफल निकाली 1 


४ y व z के सम्बन्ध में तीनों व्यंजक सजातीय पदवाळे Z| इसलिए ऊपर ATA 
हुए नियम के अनुसार योगफल प्राप्त होगा। जैसे, 


पहला व्यंजक = az + bz - b — 08 = (a + b)z — by— cz 

दूसरा व्यंजक = -—br-ay-ctby-ez- -br+(a+by- cz 

तीसरा व्यंजक = - ax—by+is = —az— by + 2cz 
योगफल = (a — 5)y 

[ योगफल में 


2 का गुणक 5 (a+b)-b-a= atb-b—a-0, 
9 का गुणक = ~ 9 + (6+ 0)- 85 —bratb-b-a-b, 
z का गुणक = — c — c + 9c=0. ] 
टीका 1. यदि कोश्कवाले एक बहुपद व्यंजक को एक सजातीय वहुपद व्यंजक के साथ 
जोड़ना हो, तो कोष्टक न खोलकर योग करना अक्सर आसान होता है। [ उदाहरण 9 देखो ] 
टीका 2. यदि आवश्यक हो तो उदाहरण 3 में दिखलाये हुए नियम के अनुसार 
जोड़े जानेवाळे व्यंजकों को पदसंयोय प्रणाली के अनुसार सरल कर लेना चाहिए 1 
उदाहरण 4. (a?--b?)g + (82-02) + (c*- 672, (b + с?)т+ 
(c? +67)8, (e? + a2)p+ (a? + b°)q और (a? + b°) + (४२ +०*)४ का योगफल 
निकालो । 
ऊपर दिये हुए व्यंजक (b? +0"), (०२+०१) और (८१+१) के सम्बन्ध में 
सजातीय E ।' इसलिए qd नियम के अनुसार योगफळ प्राप्त होगा । 
पहला व्यंजक = mla? + b°) + y(b? + ०१) + elo? +a?) 
दूसरा व्यंजक = m(b? + c?) + n(c? + а?) 
तीसरा व्यंजक = g(a? + 5?) +%(०* + a?) 
चौथा व्यंजक (а + ४१) + klb? + c?) 
इसलिए योगफल 
=(ш+а+1)(а® +b?) - (y-F m + )($® c9) + (४+ m 2) (०7 +a?) 
[ योगफल में 
(a? +१) का गुणक 0+6+ ४ ४ + ६ + ४ 
और (Dci) और (ciat) के गुणक क्रमानुसार (у+т+) और 
(zt 9). ] 
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प्रश्नमाळला 35 


1, 9=2-5лу+у?, 492 - ॥८%१- ळन- 2४, 8ху-5+у—6у° और 
3—4y- 32. 

2. abcta*b—b? ०१, Da!b—19b*c? - Sabo, 80262 - 46१9 + 260० 
और 2८२४+ 5७१०१. 

3. min – Зтпр + 200280 + 6m? n?, Tmnp — 1070272 + 500272 
-m n’, 20022 —5mnp + 3mm और — Imn? + mm? - 4mm’. 

4. 19032: - 295१८१८ + 8729०२७ + 4525222, 96b? x? a — 1667 b* c? 
—18a3b*m-5z'ab,  39a'bz! - 985325 + 2050525 - 285122 और 
— 923१025 — 146९ 92४ — 60a2b2a2 + 326727. 

Б. —15a‘b*ct + ८6०४७० — 94b*c*a" + 97a*b?05, —19c*a?b? 
— 15a*b?c5 -- 98a*b*c* — 8b*c* a5, 99b*c*a5 + 11a*b*c* - 9a* b? c* 
—]16c*a?b5 भौर —3a*b!c5 — 10c*a3 55 + 35*c*a5 — 18a*b*c*. 

6. 95a3b3 — 8b?c? — 28693 + 1925262, l6c?a? — 14o*b?c* 
— 19a? 5? — 1986४, 97१७१८० + 13a%b? + 17643 - 905363, 99७१८१ 

—6a2b?0? — 921१539 — 13०२०१ और 108०3 + 35352 + 4०० - 97250८१, 

7. 55% - 1895 -- 530° - 2569०, 3863 - 8763 - 769० + 9953, 26abe 

—170°+11Ь°+484°%, 13° - 180b०+ 4०१ + 21८ और - 144 + 120° 
+ 91abc — 340°. 


Z YZ, 32 ду 34 382 бв 
& 45१6 तयाता तल त्व 
зг 40,10 2,५, 2 जर Be 06, Ву 
aie Fouts और EET 7 
4279 , 4y*s , bse Ту?в , баёд , 7229 
10. 15 * 185 * 1" WIE और 
6872 42४ 2078 . 
17 15 T 18 | 
7a*b , 9७26 , 11ca? , 1352 8b*c , 10026 , 1925 , 1Tbc? 
‚ repr ory Sri a, lab, 1000" 
525 Sigh SET cal 85 7° si ^ 19 ' 85 


— 


85 21 21 


'और 3208" 18bo* , 100a? 110४ 
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2 3 3 2 4 2 5 24 i 2} = z 
12. 3 abo? + n bca? + zi d, 9 cab 3 abc п“ а 
lo á a 9 23, 3,25, 9 2 
j bea? + га c d goab और 4+ बृ 0d ७०० 
2-99 , 2४- 32, 32- 42 Qa - 3y , 8४-4४, 2 22 | 
15. арр ше ку шуо? 6 12 9 और 
४८-४४, ४० 92, 22- 82, 
THis eae 


14. 92 - Зу А Зу- 52, 82-72 32-5у, 5у -Tz 22- 98% और 


6 15 85 15 35 6 
5a— Ty ^ 2y - 32 , 32- Ox 
95 6 15 
9b 3c , 80-46 , 4a - 9b 9c За, 8a - 4b, 4b — 9c 
CA 1010-03... Г ad T ad Te eh 
15. bc y ca t ab ' ca ab bc और 
96 - 3b т 30-46 40-90, 
ab bc ca 
bz - Bay , 9by — 4०2 , 302 — ax cm—4by ‚ Scy — 882 , 408 — bz 
16. ab = ab + ab ' bo t be * bo 
और ах 26॥ , 4ay - 308 , баз — cx 
: ca ca ca х 


cy- az ,az—by бт - cz ७४-०७ , be—cy , cz — ағ 

17. саху Е Im: ad роғ ' = त caza और. 

by-cz | c2—ay ат bz 
bexy cayz abzz 
यदि 658, b=4, 2-8, y- 1 हो, तो निम्नलिखित व्यंजकों का qeq निकालो 

18. (466 + 38b* - 876७४ - 105y*) + (47८७७१ + 85y* - 866 
- 58b*) + (57५५ + 75b* + 28a‘ + 68७७१) + ( — 88b* + 8y* — 27८02 — 39a*) 
+ (26a — 45y* — 229९ + 5०022) 


19. (8520९ + 207८86 – 98bz* – 62ya* - 8820952) + (68bz* + 102ya* 
— 65zy* - 87604 + 689521) + (266920 — 7860५ - 95ya* + 48bz* + b8zy* ) 
+(28ya* — 99zy* - 65abz'y + 45ab! + 96bz*) + (—89ab* - 48ya* 
+ 69abz? y + 6zy* — 89bz*). 
B—8 · 
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20. (57a'ba + 25b‘ay -148z'ya- 37y*ab – 9534200?) + (632^ ya 
— 99y*ab — 63a*bz + ग3625222- 850 *xy) + (35y*ab + 132b*ay + 89а? д 
+ 36z*ya + 96a*bz) + (— 502७१७१ - 18a* bz + DR X —1T1a*ya — 59b*cy) 
+ (Glz*ya — 20029 + 148a? bz? — Ty*ab — 19a bz). 
जोड़ो : 2 
91. (a? +87)(%+ न (67 – ४7)(9+ a) + 6१1, (a? — b? Ym + 9) 
(a2 8219+4)+०१% और по? + Қа? + ७१) + Ща? - b°). 
99. (rc yfa*(y-z)b-(stz)e (em 4)*a4- (y — 2)*5-- (s —m)°o 
और B(x? — y2)a + 2(y* — 2")b + 9(z? — 2°). : 
98. ab(a— b), bc(b — c), calc — a) और a*(c — b) + 9? (a — c) + c? (b — а). 
नीचे दिये हुए प्रश्नों के खाली स्थान भरो: 
94. at+b2?+c%—-ab—ac—be={ }-{(b-c)? +l- a)? + (a — b)°]- 
95. (bo) +(ctaly*+(atd)s*={ }-(ax 2 + by? + 627), 


П. «ret 
75. 35 वें नियम में बतलाया गया है कि, “किसी सरल राशि 'a' को घटाना? अथवा 


४_ सरळ राशि को जोड़ना? दोनों एक हैं। जैसे, ०-०=०+(-८)। इसी प्रकार किसी - 


बहुपद्‌ व्यंजक को घटाना अथत्रा उस व्यंजक में दिये हुए पदों का fug बदल “कर जोड़ना 
दोनों एक Ө. एक वहुपद व्यंजक को दूसरे एक बहुपद व्यंजक से घटाने की रीति 
38 वें नियम में बतलाई गई है। अब तक वह रीति सरल प्रश्नों के लिए काम में लाई गईं थी । 
अब वह कठिन प्रश्नां के काम में भी लाई जायगी 1 


उदाहरण 1. (6+ o)y + (о+ а)г + (а+)х से ००+ by + cz घटाओ। 
2, ४ व ४ सम्बन्धी सजातीय पदों को सजाकर 38 š नियम में वतलाई हुई रीति के 
अनुसार अन्तरफल निकाला जायगा | 
वियोज्य = (a + b)z + (b + ०) + (८ + a)z 
वियोजक = ac by + cz 
S. अन्तरफल = ba + cy + as ; 
' ` [अन्तरफल में &का गुणक =a+b- asb, इसी प्रकार 9 व ४ के गुणक क्रमश: 


० और ८ हैं । ] द ; 
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उदाहरण 2. (9७+०)१४४+(७+०)१४४+ (८+ )१८॥ से 
b — o)3yz + (c — a)? zz + (a ¬ b)? sy घटाओ | 
वियोज्य = (b + o)* ya + (०+ ०) १8० + (а + D)! zy 
वियोजक = (b — ०0)१॥8 + (c — a)* 2x + (a — b)* ay 
`, अन्तरफ = 4bcyz- 4caz+ афту 
[ अन्तरफल में yz का युणक्र = (b + c)? — (b — c)? = b? + Abe + c? = 
š (b? — 900 + ०१) = b2 + 9bc + c? — 02 + 9bo с? = Abe. 
इसी प्रकार, #2 और my के गुणक भी BAN: 4ca और 46४ Š । ] 


उदाहरण з. नोचे दिये हुए तादात्म्य का खाली स्थान भरो : 


(Qa + 3b)z + (3b + 4c)y + (4c + 2a)z 
=(atdjat(b+oyt(ctast+{ } 


स्पष्ट है कि (26+ 909: + (8b + 4с)у + (६० +2a)z से (a +b)z+ (b+ ०)४ + 
(с+а)г घटाने पर उत्तर प्राप्त होगा। पहले व दूसरे उदाहरणों में दिखलाये हुए नियमों 
के अनुसार घटाने से अन्तरफल (a + 25)2 + (25 + 32) + (3०+ ०)2 निकलता है + 


उदाहरण 4. 2४०० - 37५ - 8:32 को 9००+ 2600 + 682 से घटाओ। 

वियोज्य = 3००८ + 22 + 6592 
वियोजक = 95०2 - 376४ - 81892 

`, अन्तरफल = fart फण्या 9Р2 

[ अन्तरफल में 68 का गुणक ० 3 - 25 = — ई = १२ 5६, 
by का गुणक = 2$- (- 30) = OG + 37 = Sr S = BP, 
और z का गुणक = 688 -(- 8:39) = 688+ 8188 = SAP + SAP. 
г उश्या ера ода] 


दीका । घटाने में भी Meat को अंकगणित के नियमों के अनुसार जोड़ने के 
ढंग पर सरळ कर लेना अच्छा है । . ` [sar उदाहरण देखो 1 
-o CAm बहुपद व्यंजकोँ को घटाने के समय कोश्क न खोळना चाहिए (1—3 
उदाहरणा को देखो ) 1] 
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FAA 36 

घटाओ : 

1. -—"725-6z*y—827y?-18z'y?-9y* को 325 - 62१४ + ११५१ 
- T2२५१ + 69* से। 

9. Sm?nz-l0n'zm-l4zimn-90m*n*s — 972202 को 8% nw 
= 17п°тт + 262° mn - 18m*n?z - 19mm 8 1 

9. 372° -98z'y--49z*y* 042g? — 67229 + 84297 — 939° को 
482° — 31z5y - 7८१४0 - 390% — 412? y* + 65:20" - 589° से। 

4. -9ysbo? + 4yz?bo - Зав“ — 9y°2b० + 8623 को Bact — ४3 2१ 
+ 6४8902 — T92७० + Syz? bo से 1 

b. 19z'55y— 15х3у55+97 + 112126 — l9z?y?z? — 19292४ को 
95 — 162y5 - 1077220 + 9122 y — 62°92? + Beyz से। ' 

6. 43z'y*s? — 932°ys + 2526022 - 66221/23 + 9262293234 
+52५४ को 9926029 — 372 y‘z? + Бїхш°®у°в* — 4550286 — 
67z*y?z? + 892५ ५2१ से। 

7. -—99z*y?z5 + 7562016202 + 13zy’z’ + 58х°у*з° - 942० ५१४९ 
—B6z*y's! को 4101686 — 87z3y52t — 982१127 + 63:९0 87 — 
552°у°в° + 87g y*g* से। न 

8. 8z* — бху + Oy? + Tys के साथ कितना जोड़ा जाय कि योगफल 
-g!-y*-ys हो ? 

9. -४2 + 182092 - ०१७०+ 5७८५? + 1/०७ के साथ कितना जोड़ा 
जाय कि z3 + z* y? + 252 — 9bzy2 - 9zyab योगफल हो! 

i 10. 5z*—6z'y--T7z?y* - 8८४२ — 19y* इस व्यंजक में कितना जोड़ा जाय 
कि योगफल ३८* + 5०१५१ —19y* हो? 
11, —-525—8z'y-6z'y'- 1729? + 1329* - 91४° इस A š 
कितना जोड़ा जाय कि योगफल - 725 — 42२४२ + 132१/१ + 99y5 हो ९ 
12. 2८? +5ab— 6b? से कितना घटाया जाय कि अन्तरफल ८१ + 95? gr? 
18. 62-6८५ + 4१ -82=- 109+ 15 से क्रितनां घटाया जाय कि अन्तरफल 


2 + Ory + 3у: +42+5у+6 हो ९ 
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14. За - 46२४4 5602? - 80% में से कितना घटाया जाय कि अन्तरफल 
a? —9ab* + Tb? हो? 

15. -—8z'y-4z'y!-llzy--195*—18y--97 से कितना घटाया जाय 
कि अन्तरफल 4१४ - 82202 — 11293 +2027 — 30y + 56 हो? 

16. किस व्यंजक से 3८2 - 7ab-8bc--9b? घटाया जाय कि अन्तरफल 
9८? + Зо + 3७०+ 9b? हो ९ ; 

17. किस व्यंजक से - 32२ + 593 - १29 + 8::-9 घटाया जाय कि अन्तरफल 
c? — 8y? + 2y — 112+ 7 हो? 

18. किस व्यंजक से — १८९ -892०- 18ac? + 353 घटाया जाय कि अन्तरफल 
46% — 8b?c + Tac? - 85? हो? 


19. किस ekz से 912 - 3729 + 4997 - 180° + 192४ - 39 घटाया 
जाय कि अन्तरफल - 2523 + 15zy? - 8793 +722 — 48:09 + 94 GT? 


घउाओ : 
20. ३१०+ १३३0+ 3%2 से grat ६+ २४८2 को । 
91. -Jast y+ me Y —'85ac- 389 + lime को 1 
22, 39 39०by + 9°37? ०० — 62 3०3 से 
- 117а2о2 + 931०७४ — 63°18८3४ को। 
३,६ Foe is 
93. 3'Sla+ $Sa°b*y — (nz — gb? c! "2 — 9'5my — 38० o € से 
३३० BE +? gay + ३३७४८ Tz + 9'31z + 35m} + 3275 को । 
24. निम्नलिखित प्रश्नां के खाली स्थानों की पूति करो : 
(i) 8'95+ 8'89 +5 4s —( )2 22 3y + 68 ; 
(i) 172+ 989 + 4z 9595 ITY + 4P2—( ); 
(iii) L'a + 15597? + 16m? + 14p 
-( ) - (92a + 3591? + 4m? + 167). 
sere : 


95. '"be(b--c) - calota) + abla + b) को | 
एनछ-) + ca(o — a) + ab(a — Б) से 1 
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26. a?(b—c)-b*(c—a) + c? (a-b) को 

be(b — c) + calc — a) + ab(a — 5) से । 
27, (b-c)? +(c— a)! * (a —-5)* को 

9(a? + b? + c? — ab — be — ca) से। 
28. (1+6+ &?)2+ (14b 4 b*)y * (1+०+ ०१)४ को 

(1 +а)22+ (13- D)?y +(1+०)*४ से 1 
99. एक मनुष्य एक साल में (axtby+cz) रुपये माहवारी कमाता है, और 


साल भर में (1022+ 13८2) रुपये खर्च करता है; तो वर्षे के अन्त में उसके पास कितना 
रुपया बच रहेगा ? 


30. यदि (502+719+182) मेड में से (132+ 12) और (1574-82) 


Be बेच दी जायं, तो कितनी भेड़ें аг रहेंगी ? 


नवाँ अध्याय 
. कठिन गुणन 
(Harder Multiplication) 


76. तीसरे अध्याय में गुणा करने के निम्नलिखित नियम समभाये गये थे :-- | 


(1) axb-bxa; [ नियम 49 ] 
abc=bea=cab, आदि; ` [ नियम 43 ] 
अर्थात्‌ गुणनखंड चाहे किसी कम में लिखे जाये गुणनफल हर हालत d एक ही 


निकलता है। इसको गुणन का क्रम-विनिसय नियम (Commutative Law) कहते Ë 


(9) (gb)xc=ax(bco)=bx(ac)=axbxe; [ नियम 43] 


. अर्थात्‌ गुणनफल के गुणनखंडों को चाहे किसी तरतीब में रख सकते हैं । 


इसको गुणन का संकळन नियम (Associative Law) कहते & | 
(8) a(6+c)=ab+ac; | *[ नियम 47 ] 
इसको गुणन का विकलन नियम (Distributive Law) कहते हैं 1 
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(4) यदि man दों धनात्मक qui राशियाँ (positive integer) हा तो 
amy gag, 
इसको गुणन का घातांक नियम (Index Law) कहते हैं । 
इस अध्याय में बहुपद व्यंजकों के गुणा करने के नियम और कठिन गुणव के 
उदाहरण दिये smit i 
77. सिद्ध करना होगा कि : 
(a+b)(c+d)=ac+ad+bo+ bd. 


c + को z मानकर : | 
(a + DYc + d) = (a + 9) =alat 9) = ४6 + zb [ नियम 47] 
= az + bz = a(c + d) + blo + d) 
=actad+ bet bd. A 


उएसिद्धान्त। चूंकि ०-४=०+(-४) और -4=o+(- ०) 
इसलिए (а – 000 0) =40+(– dle +(— 0) 
act a( d) + (— )0+(— 5X — ०) 
—00-— ad — bc bd. 


78, fae करना होगा कि: 


(a+b+c+d+-:-)\(mtntpt+qt::) 
aa(mtatptgqt:)+ bm ncrptq-) 
4 Cm n pq) d(ma npq eee आदि ।- 


मान लो कि ८, ७ +॥+2+ 4+ केवराबरहै; : 
इसलिए (a --b-ro-t d- mon pat: )-7(atbotdt गोळ 
=ag tbs test dst - 
-a(m*ntptgt)tlmtnutptgt)tdmtnt»rtat- ) 
+d(m+w+p+q+--)+- आदि । 
इसी зак аң दो ач व्येजकों का गुणनफल निकालना हो तो उनमें से किसी 
ejw के प्रत्येक पद को दूसरे व्यंजक के प्रत्येक पद द्वारा गुणन करके जो पद प्राप्त हों उनका 
बीजगणितोय योगफल लिया जाता है। 
उदाहरण 1. गुणा करो: 2a+3b को 4०+ 8 से । 
(4a + 5b)(9a + 8b) =(4a)(2a) + (44) (80) + (5084) + (5535) 
= 842 + 19ab + 10ab+ 155° 
=: 802 -- 92ab + 15b*. 
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उदाहरण 2. गुणा करो: 32-79 को 22-59 से । 
(22 — 5y(8z — Ту) = (2282) + (22)(- Ty) +(- 5v)(8z)+ (— бу)( 70) 
= 622 - 1429 – 1829 + 35у? 
= 6z2 - 99:09 + 85y*. 


TAA 37 
गुणा करो : 
1. 2-9 को ८+8से। 2. 9७-37 को m-nX 1 
8. a+b+o को atbtca | 4. a—-b*o को 6-2+० से । 
5. 6-४-० को ८-४-०से। 6. ८-१७-३० को ८-४-० से । 
7. 92-89 - 48 को z-y-sW 1 
8. —52+2a—3b को —т-а+Ь@! 
9. 2+9२+४१ को z-y-sW! 


10. zy+yz+ zz को zy - yz- sm से। 


79. किसी बहुपद्‌ व्यंजक के पदो' को इस प्रकार सजाना, कि 
किसी विशेष अक्षर (जो कि अधिकांश पदो' में वतमान हो) के घातमापक 
उत्तरोत्तर बढ़ते अथवा उत्तरोत्तर घटते эп | 


यदि किसी व्यंजक के पदों में दिये हुए किसी विशेष अक्षर के घातमापक भिन्न भिन्न हों, 
तो उन पदों को हम इस प्रकार लिखें कि उस विशेष अक्षर का सबसे बढ़े घातवाला पद सबसे 
पहले हो, और उससे कम घातवाला पद उसको दाई' ओर हो, और उससे कम घातवाला पद 
दूसरे पद को «mE ओर हो, और जिस पद में वह अक्षर न हो (अर्थात्‌ उस अक्षर के सम्बन्ध में 
जो पद्‌ स्थिर (constant) हो उसको अंत में लिखें तो कहा जाता है कि यह व्यंजक उस विशेष 
अक्षर के घाता के अवरोहक्रम में लिखा गया है। और यदि यह व्यंजक उल्टे प्रकार से लिखा 
जाय (अर्थात्‌ पहले स्थिर पद, उसके बाद सवसे छोटे घातवाळा पद, आदि, और अंत में सब 
से बढ़े घातवाला पद) तो कहा जाता है कि व्यंजक को उस विशेष अक्षर के घातों के आरोहक्रम 
में लिखा गया है। जैसे, ००८१ + 8०५० - 5०२०१) + 4a? zy? — 96:7९ + 2597 
व्यंजक ८ के Wat के अवरोहकम में अथवा y के wat के आरोहकम में लिखा गया है। 
किन्तु इसको - 6८८१४१ + ००४5 + 4०१2५१ + amo — 902? yt +8atcy इस प्रकार 
लिखने से कहा जायगा कि यह व्यंजक & के घाता के аєа में लिखा गया Š । 
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80. यदि किसी व्यंजक को दूसरे एक व्यंजक द्वारा गुणा करना हो तो शुण्य व्यंजक 

और gre व्यंजक सें दिये हुए किसो एक साधारण अक्षर के घातों के अवरोह अथवा 
आरोइक्रम में दोनों को लिखकर आगे वतलाये हुए नियम के अनुसार गुणन करना होता Š | 


उदाहरण 1. ७१-४४ - 69 को ८७-७ +१ द्वारा गुणा करो । 
गुण्य = 64 - ८७ - ४? 
गुणक? +०४ - b° 
a? द्वारा गुणन =८* - ८3४ - 252 
+०७ द्वारा =  -ca'b— ०२७१ - 698 ९ 
- ७2 द्वारा गुणन = = a*b? rab? + 8९ 
SS पूरा गुणनफल = qÍ —3a7b7 . +b 
टीका । « उपरोक्त उदाहरण की क्रिया की व्याख्या इस प्रकार लिखी जा सकती है । 


गुण्य व गुणक दोनों को के घातों के अवरोहकम के अनुसार सजाकर गुण्य के नीचे 
शुणक को लिखा गया है, और गुणक्र के नीचे रेखा खींची गई है। उसके बाद बाई' ओर 
से आरम्भ करके गुणक के प्रत्येक पद द्वारा गुण्य को गुणा करके जो गुणनफल प्राप्त हुआ है 
उसको एक एक पंक्ति में एक के नीचे एक को इस प्रकार लिखा गया है कि भिन भिन्न पंक्तियों 
के सजातीय पद्‌ ठीक एक ही स्तम्भ में हैं। सबसे नीचेवाली पंक्ति के नीचे एक सरल रेखा 
खींचकर भिन्न भिन्न स्तम्भों के सजातोय पदों. का बीजीय योगफल उनके नोचे लिखकर 
गुणनफल प्राप्त दोता है । 


उदाहरण 2. 9७१ - 3242 - 52 को — 32? + 2८१ + Бах द्वारा गुणा करो । 
गुण्य व गुणक दोनों को z के घातों के утен के अनुसार लिखने से, 
गुण्य = 9a? - 5az — 3g? 
गुणक = Ia? + Baz — 92? 
2a? द्वारा गुणा करने से = 4८* - 100 - 6४१ 
+ бах द्वारा गुणा करने से= +1003 - 256202 - 15a 
- 3१ द्वारा गुणा करने से = — Gats? +15022 + 9४५ 
`, पूरा गुणनफल = 46९ — 87am? + 92५९ 
डदाद्दरण 3. 92 - 6०७१ - д“ + 3८११ को ` 
2a* —3a*b + 4ab? - ४८२४ से गुणा करो। 
[шд व गुणक दोनों को ७ के घातों के अवरोहक्रम के अनुसार लिखो। ] 
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गुण्यच - at+2a°bt 8252 — 660 * 
g= 2548508 040७५५७ — 0000000 = 24% – За?ь — 6a? b? + 40° 
— ga? +4a7b + 6555? — 10507? 
43a'b—6a*b!— 925°  16o*b* 
+ 50652 — 10055? — 15a*b* + 95a? b* 
— 4a5b3- 8a*b*-r19a3b5 — 90a? 5* 
2 eee 
°. गुणनफल = — 9७१ + Ta! b + 5a*b* — 3867 97 + 8a*5* + 37a? b? — 90a? 5? 


टीका | ऊपर दिये हुए उदाहरण में गुण्य व गुणक दोनों चौथे чя समघातिक 
व्यंजक Ё और गुणनफ़ल आठवें घातवाळा समघातिक व्यंजक है । इसी प्रकार दिखाया जा 
सकता है कि यदि शुण्य व॑ गुणक दोनों समघातिक व्यंजक हों तो गुगनफळ भी mus 
aise होगा और गुणनफल का मान (degree of the product) दोनों व्यंजकी के सानों 
का योगफल होया गुण्य ब गुणक दोनों यदि समघातिक व्यंजक हाँ तो गुगनफल ठोक है 
या नहीं यह जानने के लिए, यह नियम अत्यन्त उपयोगी है। कारण यदि seras 
समघातिक न हो तो чачат चाहिए कि यह अशुद्ध है । 


उदाहरण 4. गुणा करो: ma —n2 —p को 2१ +7०1 से। 
गुण्य = ma" -ns -p 
गुणक = 2? + 2 ¬ 1 


— ——— 


ma*- nz!- pr? 
+. gpmaz!-pnz?-—p?z 
- mz'-tnztp 


उदाहरण 5. गुणा करो: Yar’ + obey + 35०000 + 1`050°0° gi 
9lz? + 9'5mzy + 1 5ny* से । 


[रीका । यदि युण्य व गुणक में साघारण व दशमलव 991 प्रकार के भिन्न गुणक 
वर्तमान हों तो सब भिन्नों को एक ही प्रकार का भिन्न बनाकर गुणन करना आसान है.। इस 
sm में ५७ को दशमलव बनाने से दशमलव बिन्दु के वाद बहुत से अंक होंगे, इस कारण 
सब भिन्नां को साधारण भिन्न बनाया गया है । ] | k S 
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१२३ 
` गुण्य = ३४००१ +gb wy + ony? + $89 y" 
गुणक = 9105 + Imay + $ny? 
S2ale® +34b%lety+ Toloy?+ ig ley’ 
+ 15omz'y--$8b*mz!y* + Pomoy? +g may” 
+ {8аптЗу? +gb noty + Stoney" + fig ay" 
SOUT ROMS V SEO 20 2 य E CR र 
गुणनफल = 32415 + (६02 + 23ат) y + (Tol + $8b* m+ 28an)z! y? 
+ (23971 + 420m + 230? nx? y? + (gm + Seen)ay* + 28g'ay". 
उदाहरण 6. गुणा करो; ८१ - ८७+ ४१, a? ab b* और a* – ८१४१ to. 
(i) a? -ab+d? 
а? +ab+b? 
a° —a?b + a? b 
+b - a? 0? + ab? 
+ ab? — gb? + bš 
a* +a?" +b‘ 
(ii) at+a?b? +54 
a* - a^ b? + b* 
a? ta'b’? +a*b* | 
€ atb? „25 a*b* E a? b* 
+ a*b* + a? b5 + bs 
P +a*b* +७१ 
इसलिए, गुणनफल = ७१ + ०*४* + b°. 


रीका 1 तीन अथवा तीन से अधिक व्यंजकों को एक के बाद दूसरे को शुणन 

` करने से जो गुणनफळ प्राप्त होता है उसको लगातार BAAS (continued product) ` 
कहते Ra कई व्यंजकों का लगातार गुणनफळ निकालना हो तो उनमें से किसी दो व्यंजकों 
के गुणनफल को और एक व्यंजक द्वारा गुणन करके जो शुणनफल प्राप्त हो, उसको फिर एक 
और व्यंजक द्वारा गुणा करते हुए चलना चाहिए। CUERO गुणन सें गुण्य व्यंजकों को जिस 
क्रम से आसान सममा जाय उस क्रम से लिखकर गुणा करना चाहिए। 


81. fate गुणकप्रणाली (Method of Detached Co-efticients) : 
यदि गुण्य व गुणक दोनों व्यंजकों के पद एक हो अक्षर के fre भिन्न घातवाले हॉ, अथवा। 
दोनों दो अक्षरो के समघातिक व्यंजक हों तो पदों के अक्षराळे अंश से. अंकगुणकों को 
पृथक करके और अपने अपने उचित स्थान में रखके उन गुणकों के द्वारा गुणन संक्षेप में 
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और आसानी के साथ किया जा सकता है। दोनों व्यंजकों में दिये हुए साधारण अक्षर का 
यदि किसी सी घातवाला पद वर्तमान हो तो उस पद के गुणक को 0 मानना ER | 


नीचे दिये हुए उदाहरणों द्वारा यह नियम स्पष्टहप से атан होगा । 
उदाहरण 1. गुणा करोः 2१ -42+4 को 2-2 से। 


Peder ERT RR 


z*— 45 + 4 

CMH ИЕА 

1-4 + 4 
- 9 + 8-8 


S. गुणनफल =e) - 6z2 + 192 - 8. 


उदाहरण 2. गुणा करो: 32 -2०+4 को ० +5 से । 
32+ Ow? - 95+ 4 
+5 
8 +0 -2+4 
+15 + 0 -10 +20 
S. JH = 3.* + 152° — 92° - 62 + 20. 


IAAI 38 
गुणा करो : 
1. 25b°+80ab+9a* को 86-59 से । 
2, 2a-3b+40 को 2८+ 3४- 4० से | 
9. 2?-2+9 को 2 +2+9 से। 
4. a®—Qab+b? को а? +24७+७१ से। 
5. т*+х°+1 को Zt -८+1से। 
6. ४२ -2/१+८ को 2 +८४२ +93 से। ~ 
7. т*-т?п?+л* को m +n? से। 
8. pq? Tp +q“ को =q? +p? 91 
9. a'-r5ab* - 6629 को 5b? +८१ + 6 से । 
10. 22—322 +3%-1 को s? +3८+71 से। 
11. 26७7 +a‘ +36?%* + ४९ +2०१० को а? +=? - 96० से । 
12. a!-8a*b- 6? +3०७? को Sab* - ४९ + - 86२४ से । 
18. &१-11--2* - 45+ 92% को 8407-2291 
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alot गुणन {34 


14. 1+92+0< +922 + 3? को 1 +८१ - 9 81 
15. 096 +१७१ + 6१9 + ७५ tab? को ८२७१ - ०3७+ ७४ —ab? + 6९ से । 
16. z*—sy-zacty'—-ystz! Maryted | 
17. a? +b? +07 - ७०-८०-८७ को ८+४+०से। 
18. ४८४+ 40° + 96९ — Sab? को 262 - 3०१४+ ०१ - 5b? से । 
19. az*-bz-cW pz—-qU! 20. maz? -ne-r को nz-rü| 
21. ах? - ४७ +6 की ४? - ४८-० से । 
22. ах? -८७१--८८-ढ को ४४१ - ८2+ से । 
28. рт? -(१-7)2+3 को mx? - 2-3 से । 
24. ах? + Qhay + by? को w+ my +# से 
25. 1252 +m cy + ny? + 942४ + 9729 +o? को pz + qz +7 से । 
26. इळ + $०१ + Bay? + ५१ को १2१ + $2४ + 3५? से । 
27. शेळ + fo y +9024? + ३४७ * + Ady! को ३०१ + уту? से। 
28. 1505 + 20320 + 1'992* + 3` 95१ +5 को `97z3 + 1392 +9 से। 
29. "0576 + 1025७ + 9१02162 + 980° को 7८? + 2८७+ 9b? Š À 
30. १9897 + 315229 + 11729? + 3079? को 101 + me +ny? से । 
91. Zax? + 2५ + Lory? + १49 को Zas? - Foxy + ६८५१ से I 
32. 15am’ —l'9bm*n-tl8omn! — 1647? को 
1056062 + 1`9bm°n + 1`8отт* + 16am? से। 
लगातार गुणनफल निक्रालो 
33. 2a+3b, 2४-99 और 4a? +9४? का। 
94. ४०2+ 6४, 5०० — Gby और 257222 + 36५? का। 
35. ८१ +०) +9१, +y, sry और 2-४ का। 
86. 2? +8ay + by, 2? — 3८५+ 59? और zt - ८१५२ + 9594 का। 
37. a! 2712 + ८१७१७१४५७१ + b! My! 2: 6४९ + a bg? V? + b*y*, 
ах + by और ०८ - by का। | 
man के 99 प्रकार मूल्यों के लिए यदि am x an = antn हो, तो सिद्ध करो 
38. i x at =a la ха = а i =a" =a. ] 89. z x z = m. 
40. at x at x at =a [at x а? x a! = gi tt =a =q. ] 
41. aš = Ja. [७१) - at x at x at x at = gt start =a'=a; 
Aes ot = Yal 
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өт. ont हळ a$ को 2४७1-57-90 से । 


: 78. a ०,467 35-44-7153 bt को ढा - 9a 1b ४१ से। 
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सरल बीजगणित 
В 1 
49 at =|, ` 48. ड = 4/55, 44, ox оё х d exc, | 
45. y*x y x y; =), 46. 272 xa* eg. [oxi = t=] 
. A T 
47 E x Fad =з, 48. а З= Ja š. 
1 s — 
[G3 rox Au att sa; .. a*=Ja° | 
49 p* =s jy". 50. z Š x 2$ =g, | 
निम्नलिखित राशियों का गुणनफल लिखो : ; 
s भोर 1 
51. = sat और 927. i 52, 59 ओर = iy. 
s 
58. олбу" और 8277. 54. — 5०१ और - 8०१५. 
8 £o 1 
ББ. 4g 3b) और -20१७ १. 56. इ और —i1a5y t. | 


gno -4० ४४०४ और sehe. 58. - 5०/१5 और - 92 ५ ४ 5 


59, -6« 76,79 और 5९०. | 
60. - 4९४ ? और - 19679 Зу *. | 
a, dad Фона ө. #-७ को ७-७) से। 
68. 822—412 को Bae +597 से । 

64. at - E + ot को al T Ad से l 

65. PI - को pic $ "Ti 

66. ८-८4 + को attach 81 


вв. абаз + абу oor + को a-o से. 
69. ती ली को gay! से। 

70, attatet+atb+o® को ८7-४३ से । 

11. А +9 +a -oy ЕПЛ EE को gi aya ji 91 
72, аъ аш" + а?" को ata" से ( 
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74. z-3+3z T9y! Ф o- Be iy] + 2५१ से 1 

75. 9а75+8а 2b ॐ —55- को 94-5 +84 *b 3456-1 से | 

faz गुणक-प्रणाली-द्वारा गुणा करो : ac 

76. 95° +32+9 को 32+5 Š 1 77. ७ - 27-15 को 22-8 से । 
78. 2 +82+6 को 2 +3%+2 से। . 

79. кЗ +рх+т को 72+ Ñ | 

80. ३% --222--5 को 503 +2+991 


qui अध्याय 


कठिन भाग 
(Harder Division) 


82. तीसरे अध्याय में दिये. हुए भाग करने के साधारण नियम नीचे दिये रूप में 
लिखे जा सकते हैं । 
() a+b=ax L; 
(ii) a+b+c=a+be; 
(iii) a+ bXc=axcrb; 
और (iv) यदि m व n दोनों घनात्मक पूर्ण राशियाँ हों और m > n हो तो a" o? 
m-n. 
इस नियम को भाग का घातांक नियम (Index Rule) कहते É । 
50 वें से 59 वें नियम तक एकपद अथवा बहुपद व्यंजकों को एकपद व्यंजक द्वारा भाग 
करने की रीति और उसके चिह-सम्बन्धी नियम बतलाये गये हैं ұн अध्याय में एक बहुपद 
व्यंजक को दूसरे एक बहुपद व्यंजकं द्वारा भाग करने की रीति पर विचार किया जायगा। ; 


83. TR बहुपद्‌ व्यंजक को दूसरे एक वहुपद्‌ व्यंजक द्वारा भाग 


करन ` 

पहले एक उदाहरण $, 99, 

चूँकि (94° + 8ab + 4b*)(a + 35) = 26१6 + 8b) + Sabla + 3b) + 4b* (a + 3b) 
= 900 + 96? b + 13ab? + 19b? 


= 4 
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इसलिए (26% + 9a2b + 13१ + 130°) + (८+ 3४) = 9a? + Sab + 45°. 
अव, यादे भाज्य व भाजक दिये हो तो भजनफल कैसे निकाला जा सकता है इस पर 
विचार किया जायया। ऊपर दिये हुए उदाहरण से акан होता है कि, athe 
G) भाज्य व भाजक दोनों उनमें दिये हुए एक साधारण अक्षर ८ के घाता के 
अवरोहृक्रम में लिखे गये हैं । 
(i) भजनफल का पहला पद, जैसे 262 = १८१ +a E 
अर्थात्‌= (भाज्य का पहला पद) + (भाजक का पहला पद्‌) | प 
(iu) भाज्य से 2a°(a + 30) घटाने पर 3८२७ + 18ab* + 19b" बाक़ी बचता ©, 
और भजनफल का दूसरा पद, जैसे 3०% = 3८४-५, अर्थातू = (उक्त अंतरफल का पहला 
+ का पहला पद) । 
d i इस अंतरफलं से 3ab(a + 3४) घटाने पर 4०२ + 12४° अंतरफल होता है, 
और भजनफळ का तीसरा पद, अर्थात्‌ 492 = 400° + 6. 
अर्थात्‌= (इस अंतरफल का पहला पद) + (भाजक का पहला qq)! 
(v) इस अंतर से 492(८--81) घटाने पर कुछ वाही नहीं ачат ; इसलिए भाग 
पूरा चला गया | | 
ऊपर दी हुई रीति को निन्नलिखित रूप में लिखा जा सकता & । 
&+ 39 +9a2b + 1860 * + 195? | 2a? + 3ab + 40° 
9a? + 6a* b ‹ 
5१७ + 13ab? + 196° 
9a*b* 9ab? 
4ab* + 195? 
4ab? + 1285 
इसलिए इससे भाग करने का निम्नलिखित नियम निकलता है । 
भाज्य व भाजक में दिये हुए किसी साधारण अक्षर के घाता के अवरोहकम के अनुसार 
इन दोनों को लिखकर अंकगणित के नियम के अनुसार इनको एक पंक्ति में लिखो। . 
` आज्य के पहले पद्‌ को भाजक के पहले पद द्वारा भाग करके जो पद प्राप्त हो, उसे 
भजनफल के पहले पद के रूप में लिखो। भजनफल के इस पहले पद द्वारा भाजक को गुणा 
करके भाज्य से घटाओ, और पहले बतलाये हुए साधारण अक्षर के घातों के अवरोहकम में 
इस अंतरफल को लिखो । SESS 
अब इस अंतरफल को एक नग्रा भाज्य मानकर और उक्त नियमानुसार इसके पहले पद को 
भाजक के पहले पद द्वारा भाग करके जो पद प्राप्त हो उसको भजनफल का दूसरा पद लिखो । 
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भजनफल के दूसरे पद द्वारा भाजक को. फिर गुणा करके. इस नये भाज्य से घटाओ। 
इस अन्तरफल को नया भाज्य मानकर उपर बतलाई हुई क्रिया काम में लाओ और जब तक 
कोई शेषफल न रहे, तब तक इस क्रिया को जारी खखो । 


टीका । यह स्पष्ट है कि उपर दिये हुए नियमों के अनुसार ठीक भजनफल эн होता 
है; कारण, जो भिन्न भिन्न राशियां भाज्य से एक के बाद एक घटाई जांती हैं वे भजनफल के 
एक एक पद और सम्पूण भाजक के गुणनफल हैं, और 'इसलिए उनका योगफल, सम्पूर्ण 
सजनफल और सम्पूर्ण भाजक के गुणनफलळ के बराबर है, और यह योगफल भाज्य-के 
बराबर है ; इसलिए स्पष्ट है कि दिया हुआ भाज्य, भजनफल और भाजक के गुणनफल के 
बराबर होगा ; और ऐसा होना ही ठीक है। 
उदाहरण 1. ८४ - 4८१ + 192 - 9 को ८? - 22+8 द्वारा भाग करो I 
इस प्रश्न में, भाज्य व भाजक दोनों & के घातों के अवरोहकम में लिखे गये हैं ; 
इसलिए निम्नलिखित रूप में भाग दिया जा सकता है। 
a gana) —42° +19¢—-9/27+2a—-3 | 
2-90 +3 — __ 
99४ — 72? 19m — 9 
92° - 4४? + 62 
—327+ 62-9 
— 32 + 62-9 
इसलिए भज़नफल = д? + 9л — 8. al 
टीका.। भाज्य में ८१ वाला ча नहीं है, इस कारण इसका स्थान खाली रक्खा गया है; 
और a? वाला पद्‌ ४“ से कुछ दूरी में लिखा गया है । यद्यपि इस प्रकार लिखना ज़रूरी 
नहीं है, तथापि एक सजातीय पद्‌ को दूसरे सजातीय पद के नीचे लिखने के लिए ऐसा 
किया गया है । यह बात ध्यान देने योग्य है । जैसे, उपर दिये हुए उदाहरण में भाज्य के 
दूसरे पद 4a? को यदि ot के बाद ही लिखते तो - 22१ 42? के नीचे और Sz? का; 
19% के नीचे लिखना पडता और ऐसा लिखने से नये विद्याथियों के feu या तो घटाने में 
तकलीफ होती, या सरलता न रहती । , 
उदाहरण 2. भाग करोः 162+ 362१ +81 को 42? + 62+9 dI 
42° +62 UN +862? . anie —6249 
165“ + 947 + 362 
—94c +81 
= 240° — 8677 — 542 
962* +542 +81 
362° + 54%+ 81 
इसलिए भजनफल = 4c* — 62+ 9. ` 
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` उदाहरण 3. z*-4z'- 97 +32 + 825 —19 को z? ~ 4 से भाग करो । 

' वाज्य व भाजक को उनमें दिये हुए किसी साधारण अक्षर के घातों के eem 
सें न लिखकर घातों के आरोहक्रम में लिखकर भो भाग दिया जा सकता 81 केवळ ध्यानं 
रखना चाहिए कि दोनों व्यंजक एक ही रूप में लिखा जायं ( या तो घातों के आरोहकम में या 
झवरोहकम में )। इस उदाहरण में भाज्य व भाजक : दोनो को घातों के आरोहदक्रम Я लिखकर 
भांग दिया गया ё! | i | 

| -4 +a\—19+8m+ 32? — 22° — 4g* +2° Ë - z+ 2% 

-12 _ +3z : 


ТЭД Яе UP Ime ui 
Sa — 99३ - 4८१7-0१. 
8a — 9a 
—4g* t c? 
—4zi- zr? 


इसलिए भजनफल = 3 - 22 + 2* 
उदाहरणं 4. भांग करो : ८२७२ - 20860 - ас? — b*c* को ab-- ac ¬ bc से | 
भाज्य व भाजक को a के घातों के чайн में लिखने पर भाज्य व भाजक कमशः 
(62-०१)१--2002.6- ४१०? और (b+c)a—be होते Ei इसलिए भाज्य एक त्रिपद 
व्यंजक और भाजक एक द्विंपद व्यंजक है । 
— be\(b? — с2)а2 + 2bc?.a — ७2०१ ((b — c)a + bo 
Gs ia _ es - (b*o — be*)a [ 
ў (520+ bo*)a — 0४८. 
; i (Dot bc?)a — ७१०१ 
| इसलिए भजनफल = ab — ac + bc. = 
उदाहरण 5. 05 +08 – с? + Babe को &+ ४-० द्वारा भाग करो। 

. भाज्य व भाजक को ८ के घाता के अवरोहक्रम में लिखने पर भाज्य व भाजक कम 
से аз + 30०.० + (७ - ०५) और 6&+ (9-०) होते हैं। इसलिए भाज्य एक त्रिपद्‌. व्यंजक 
व भाजक एक द्विपद व्यंजक है। , | vee : 

-a-(b—o))a* + 8७०. + (b° — е — (b — оја + (b* + bo + c°) 
i Jos +(9- оа? i : 
—(b— сја? + 8bc.a + (b* — o?) 
"-(b-oa*-(b-o*.a —— 
‚ (07 + be +0?)a + (b* — с") 
- (0? + be + c*)a + (b* — c*) 


इसलिए भजनफल =a? + b2 + 02 - ८७+ 40 + bo. 
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कठिन भाय: १३१ 


उदाहरण 6. भाग करो: ` (४ -८)०३ + (८ - а) + (a — b)o? को 


भाज्य व भाजक को ७ के घातों के अवरोहकम में लिखने से 


а? —ab—ac- ४० से । 


HIST = (b - c)a? — 936 + сЗа + ७८ — bo 
= (b — ca? — (b? -०१)०+ belb? — ०१), इसलिए एक त्रिपद व्यंजंक है । 


भौर भाजक =a? — (b + ०)८+ bo, अतएव एक त्रिपद व्यंजक है 
а? —(b+o)a+be\(b- c)a? — (b? — ०१)७ + be(b* — VI c)a + (b° — с?) 


(b — c)a? - (b? —c?)a? + be(b с 

(b? — c*)a? — (bš + b2a — bo? — o?)a + 566—0?) 

(b? —c?)a? — (b? + bšo — be? — c*)a + bo(b3 — с?) 
इसलिए भजनफल = ab — 60+ b? - с 


दीका। ध्यान रखना होगा कि वे सब व्यंजक जो а के. मिन्न' घाता के गुणकरूप 
में कोष्ठां के अन्दर Ga गये हैं, वे ० के घाता.के अवरोहकम' में लिखे गये हैं:। इस. प्रकार 
से भाग करना सरल होता Ë ; यलती की सम्भावना कम रहती है। ç 


TAS 39 


भाग करो : 


४7 -92+ 14 को ०-7 से।- 2. 32° — 172-10 को 3८-9 से। 
-82- 34 को 4०-8 से। Š 

652? – 672 ~ 14 को llz-2 से । 

942 - ८७+ Gb? को ८-98 से। 

zt +2१५२ tyt को ० +८४ ty al 

45° - 9а? को 9 + 3८ Š । } 8. ८ +८१ को ४+ 6 से । 


2 са — a*b - Tab? + 8b? को ८-88 से । 


३० + $32" + 42 + 18 को ३2२ + ०+6 Š t: 
82° — Az? + १६२ — उक को ३०१ — um उबर से । 


; { EC 
ta'y? - Базу + sob? -rieb को Sy? - By + उड से। 
. Хат? + атп + 284amn? + 196% को 


jam +3$атт + 490° से । 
$2* — 2१५१+ Say? ~ २#५* को go? egy? qu 
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18. 


. $a'y + у? + а ३०१५१ - hayt – тза*у को 
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सरल 


2 कक day! ra y! day? हट y + ie को 


5чу? = zy ja) से । 


4 ^ 
. bgmn? + тёп? + in: тп + 3⁄3 को mn $m? + ven? से। 


q day = ły? + дда? से। 
यदि z4ytz--3a, तो (92-y-2Y2y-2-2Y22- 2-9) को 


а? +а(а+ у) tay से भाग करके, भजनफल निकालो 1 
करो: 


भाग 


He- +u- +l] को (८-४)७-७ से । 


2° - 90८ + 6९ को 2? - 9az + ०१ से 1 


. 9a! tyt ta’ को 229 + 2? + 9? से। र 
. a? +(a+b+ ola? +(ab+act bo)z + abo को०+०से। 


27 +(b—c—a)z* + (ca — ab — be)z + abo को ४? + (४ -०)८ ¬ ०३ से । 


. a*-a*b-a*o— abo -b?०- bo* को а - ४० से । 


a* (b +) — b* (c a) + o? (a-- D) tabo को ०-७+०से। 
a*(b-- c) - b*(a — c) t o*(a 0) -abo को ०+७+०से। 


. glo? + (62 — ab — b?)z Fa? b - ab? को 2-०-४ š 


a3 + ४१+ ०१.- 3600 को ०+४+०से। 


. g'xy'-l-8zy को ८&+४-1से। 


23 — 89 - 972° — 1829 को z - 9/- 32 से । 


. o? —y? +s’ + 8208 को z— yg से । 


825 — 27y? — 5° - 18295 को 422 + 9y? + z? + Gry + 278 — 898 से। 
a*(b —c)-- 9१(०- a) o*(a — 5) को ८-३ से। 
(22 — ba + oz)a — bolo + a) + (z — b+ c)s? को (४+०)(४- b) Š 1 


« (५७-८१) 4- (a— b)(z— ०० + a(x? - ab) को (८- ba- o) से । 


a*(b — c)  b* (c — a) - c*(a = b) को ab tbc - ao — 5? से 1 


р a*(b" — o?) - b? (c? — д2) + ०(८१ — 5?) को 


a3b — bo* — ад? + ०१० से 1 


. my't9y's-ay'stays! -u y- 993+ zs — as? को 


y*s-o से । 
ba? + a%)+ az(z* - а) a'lo +a) को (a+ beta) से 1 
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१३३ 
40, (а - D)?c* + (@ - b)c* - (c? - 22) + (c — a)? को. 
(a — 0° - (с -०)४¦ से। 
[ दिये हुए व्यंजकों को ० के घातो के अवरोहक्रम में सजाकर लिखों । ] 
al. (००+ ४४)१ + (az — by)? ¬ (ay — bz)* + (ay + ४०) ¦ को 
(a+ b)?a? — 8७८१-५१) से। ` [Hie Чо, 1888.] 
[ भाज्य व भाजक को सरल करके दोनों को z के घातों के अवरोहक्रम में लिखो ] 
42. ж(1+у?)(1+)+ (1+ °)(1 + 22) + а(1 + 2*1 ४7) + 4088 को 
1++жу +॥28+ 89 से । [e Uo, 1878.] 
[ दिये हुए व्यंजकों को z के घातों के अवरोहक्रम में लिखो 1] 
43. (49९ — 3a?2)? + (4? — 8a?y)* — ७९ को ш ty? – а? š 
= [95 Чо, 1884.] 


© m a n के कोई मूल्य के लिए यदि a" anma- हो, तो सिद्ध करो कि 


44, а%=1. [ a®=a"™=a"+a"=1.] 
45, alt= s [0% =a =a +0 =1+a".] 
ўы 7 
46. कव =a, | 47. c i. tex 2 


भाग करो 


48, а Фазы से। | 49, ७२४0 Marat 


50. 15292 को -55 97४४ से। 51. ` 9०४ - 1697 को ३८१ + ay? से। 


59. arb को c «5 से। 


58, аза +0२ को ० +०१७१ +b) से । 
54. की - 9) toy! को 92 + 57१५१ - 89 से । 
55. a-b को 6 -४* से। ; 
50. 4१०4-19 * D * + 965४-८१ - 989९ को 
9८75+ 36 ४ ‡ - 58-3 से । 
51. 9л १-952 *y + 102 Чу ४ ~ 499 * को 
Sx *+5ш १५ १-9 | से। 
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58. ७९-४१ को ८? -8ॐ से । 
59. ०+ +292५ ॐ qha P+ से। 


84. असम्पूर्ण भारा. (Inexact Division) : कभी कभी भाज्य का भाजक 
द्वारा पूरा पूरा भाग नहीं किया जा सकता। जैसे 83 वें नियम के दूसरे उदाहरण में भाज्य यदि 
162* +362 +62+86 होता तो दूसरा अंतरफल 36° + 602586 होता और अंत का 
अंतरफल ert दोता। 62+5 को 4०१+6+9 द्वारा भाग नहीं कर सकते। इस 
कारण भाग-क्रिया अधूरी रह. जाती, और अंकगणित की रीति से भजनफल को नीचे दिये हुए 
रूप में लिखना पड़ता। जैसे, 

160‘ + 862" + 6x + 86 6245 _ 
arr ——— 4x + 6z + 9 

उपर दिये हुए तादात्म्य की а ओर के अंश को Wr भजनफळ (complete 
quotient) कहते Ë 1 भाज्य के अंतिम अंश को जिसे भाजक द्वारा भाग नहीं कर सकते 
भागशेष (remainder) कहते #1 इसलिए यदि D, d, Q और 78 कमशः भाज्य, भाजक, 
भजनफल व भागरेष हों, तो स्पष्ट है कि, . 


D-7dxQ-4R. 


85. विश्लिष्ट गुणक रीति 'से भाग (Method of Detached co- 
efficients) : यदि भाज्य व भाजक दोनों एक ही अक्षरवाले व्यंजक हों, अथवा दोनों 
एक अक्षरों के समघातिक व्यंजक हों, तो उनमें दिये हुए पदों के गुणकों को अक्षरा . से एथक 
करके और उनके उचित स्थानों पर (अर्थात्‌ घातों के अवरोइक्रम अथवा आरोहक्रमानुसार ) 
लिखकर भाग किया जा सकता है, और इससे “दीघे” भाग करने. की जो कठिनाइयाँ हैं 
वे भी कम हो जायंगी । जैसे, : 


उदाहरण 1. 6z'--19z!--392*--372--45 को 
32 + 9z + 9 से भाग करो 
done itor 94345 š 
6+ 4+18 

+ 9+91+37 

+ 9+ 6+97 
15+10+45 
` 15+10+45 


इसलिए भजनफल = 27? + 3 + 5. 


4m? — 6z +9 + 
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साधारण नियमानुसार 
32° + 20 + Ne + 192? +892? + 370 + 45 [9z2 +35 + 5 

6х“ + 4g? +182 AO 

9z* +912 + 37८ 

958 + 6z? +972 
5 152° + 10z + 45 
t 11522 +102 + 45 

इसलिए भजनफल = 92? + Bat b. 


उदाहरण 2. ८? - 97.को ०१+ 32+ 9 से भाग करो) 
टीका । यदि भाज्य अथवा भाजक में & का कोई घातवाला पद वतमान न हो, 
तो उस पद के गुणक को rer (0) मानकर उसको उचित स्थान में लिखना चाहिए । 


1+8+9\1+0+0-97[ 1-3 
14349 
-3-9-27 
-3-9-27 
S. भेजनफल 2-8 
प्रश्ममाला 40 
рез गुणक रीति के अनुसार भजनफल निकाले 
1. 2m —9m?n+ 13mn? - бп को 2m ¬ 85 से | 
9. ८१ -3१४+ 3०७१ -8* को a-b से । 
8. 226 - 32२५ – 32२ -2y* को ०१ +५१ से। 
4. 9०6 - 86८? - 160८ को 2८? + 8०८ से। . sete tye 
б. 8+92+42* +5८१ - 424 +925 को 12-92! से। 
= . &6-42४4-192-9 9.02 + 92-3 से। 
| 7. 4०१ - 94२४१ + 944° — 1604 को 202 — 3०४+ 40° से 1 
„8. д“ +402203 +16х* को a? + १०८+ 4०१ से! B3 de 
9. af +4b! को a?+2ab+2b7 से। , .: - त 
१ 10. 9०-2४ - 9८१ + 182? - 32-8 को #3 -9०२क1 से। — 05 
11. ४५-81 को 2-381! 12. ८४-99 को-.८-9 81 
18. 3-92+ 922? + 827 - 72* +9८४ को 1- 32+ ०१ gU 


i CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj 5 बीजगणित jon Chennai and eGangotri 
१३६ सरल diea 
14. 8921 + 40 - 452? — 18z* — 672 को 620 +8- To से। 
15. 64-26 को 9-2 से! 16. 1+ж%—9ш2° को z! 5-1 - 9 a1 
17. 18582 + 25१52 +6a°—a°b+4b* को 468 +b + 3а? से। 
18. atb—15b% -8१52 + а* +19а$* को а + 8091 - 260 से। 
19. ४९-०९ को 2° —9z*a+ 9:06 - в? #1 
20, 86१85 + 305 +45 - 9१४१ - 9694 — a*b को 2ab — 3b" +a" a 
91. yo +2°—Ia*y® को 22 ty? -wy 81 


qii भजनफल निकालो : . duh 
99 2° +11=+35, 98. 2° + s 
Ы 2+5 a— FY 


24. 23 +2 +02+7 को 2° + pz+q द्वारा भाग करने से भागरोष कितना 
होगा? ; 
25. भजनफल के चार पद तक लिखकर 1+ 92 + 42? को 8-० द्वारा भाग करो । 


86. कुछ आवश्यकीय सिद्धान्त : 
विद्यार्थी जानते ही [3 कि, 
७१-८१ = (z — a)(z + a) 
और z3 — a? = (z - alle? + za +a") 
इसलिए »*-८* [ जो ®=х°(т -а)+а(ж° - a?) | 
= (x — a)lz3 + a(z?* + za + a?) 
` ` m(z-—aYz! +z? + ca! + as), 
इसी प्रकार 2" —a5 [ जो कि = xt (z — ८) + alat -a*) ] 
«(x -alst + аба? аа + aš +a’) 
=(z —a)(z*-- таз + оа? + та? + a*). 
इसी प्रकार से दिखाया जा सकता है कि ४९-७९, ८1-८, ४१-७१ आदि 
व्यंजकों में से प्रत्येक का (z — a) एक गुणंतखंड (factor) है; इसलिए साधारण रूप से कहा 
जा सकता है कि यदि n एक घनात्मक पूर्ण संख्या (positive integer) हो, तो z" — a” का 
। एक गुणनखंड s- a होगा I Ms ig? 
bu इसलिए यह सिद्ध होता है कि यदि 7 एक धनात्मक पूर्ण संख्या हो, तो z" — a" का 
८०-० द्वारा Wier से भाग हो सकता Ë (exactly divisible) 1 
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& चूंकि a" + ० = (2% — a") +90", और z^ — ८" का z ७ द्वारा भाग हो सकता Š 
न्तु 25” को ०-० द्वारा भाग नहीं कर सकते; इसलिए सिद्ध हुआ कि ана" का 
2-० द्वारा भाग नहीं कर सकते। 
‚ इस कारण यदि z एक धनात्मक पूर्ण संख्या हो, 
तो ०" — a" को हर हालत Š 2 -८ द्वारा भाग कर सकते हैं । } (क) 
किन्तु z" + a को किसी हालत में ० - ८ द्वारा भाय नहीं कर सकते । / 
उपसिद्धान्त 1. यदि # केवळ धनात्मक पूर्ण समसंख्या (even integer) हो, 
2° — a^ को z +८ द्वारा भाग किया जा सकता है। 
कारण, यदि п एक धनात्मक्र पूर्ण समसंख्या हो, तो (-a) =a" ; + इस कारण 
o°- a" =g" -(—a)^ 
a यदि घनात्मक पूर्ण समसंख्या हो, तो (— a)” = — a" ; ж इस कारण z" - ८०० 
2^-(-a) ;sRzt-a-z-(-—a) 
अब (क) से मालूम पढ़ता है कि &-(-८) द्वारा a-la" को भाग कर 
सकते हैं; किन्तु ८१ + (- ०) को नहीं कर सकते। इसलिए # यदि धनात्मक पूणे समसंख्या 
हो तो 2-4” को +८ द्वारा भाग कर सकते Š 1 किन्तु п यदि विषम संख्या हो तो इस 
प्रकार भाग नहीं कर सकते । - 
उपसिद्धान्त 2. यदि # एक पूर्ण विषम संख्या हो तो ०+८ द्वारा ४"+«" को 
чїч से भाग कर सकते E ; 
क्योंकि л यदि विषम संख्या हो तो (- a)" = —a* ; इसलिए z" + а" =g" - (— a)" 
n समसंख्या हो तो (-a) =a"; इसलिए 2" + ० = ८" +(— a)" | 
2 ta =v -(-a) 
अब (क) से атн पढ़ता है कि &- (- a) द्वारा z^ - (-८) का भाग कर सकते हँ 1 
किंन्तु z+ (- ८)? को भाग नहीं कर सकते। . _ . 
इसलिए n यदि विषम संख्या हो, तो a ta” को 2-- ८ द्वारा भाग कर सकते हैं 


किन्तु л यदि सम हो, तो z" +a" को z + द्वारा भाग नहीं कर सकते 1 


г x गुणन के चिह सम्बन्धीय नियम WD बार बार प्रयोग करके यह सिद्ध होता है 
जैसे (7a)! =a?, इसलिए (7a)? -(-a)x (2a) -(-a)xa* - —a* ; (—a)* 
=(—а)х(—а)#=(—а)(—а°)=а*; (-af-(-alx(-af*-(-a)xa 
=—g> emi अर्थात (-८) के भिन्न मि घातमापकों में से प्रत्येक यदि समसंख्या 
हो तो घात धनात्मक होता है, और यदि घातमापक विषम संख्यायें df तो घात ऋणात्मक होगा। 
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इसलिए निम्नलिखित सिद्धान्त प्राप्त होते हैं ; = 


2-८ द्वारा ८" — a? को हर हालत में भाग कर सकते É ; 
किन्तु, a" +a" को किसी हालत में भाग नहीं कर सकते 1 


ata ERIz"—a^ को भाग कर सकते हैँ, जब n एक पूरण धनात्मक सम संख्या हो, 
और z" + a" को ota द्वारा भाग कर सकते हैँ जब z एक पूर्ण धनात्मक विषम संख्या हो 1 


्रश्नमाला 41 


भाग करके दिखाओ कि निम्नलिखित व्यंजकों को аа द्वारा भाग कर सकते हैं : 


1. x° +a, 2. z*—a*. 8. 2 +a’. 


4. 


४१-८0, 5. z'ta'. 6. z*-—a?*. 


भाग करके दिखाओ कि निम्नलिखित व्यंजक z+ द्वारा विभाजित नहीं हो सकते : 
7. ४7-60, 8. c*-«a*. : 9. wai, 

10. z°+as, 11. z'-a'. 12. x° +а°. 
भजनफल लिखो : 


13. 
15. 
17. 
19. 


2-1 को 2-1 से। 14. z*-y* को +४ VI 
2-1 क्रो ०-1 से। "16. 2 ry Matyas 
४-1 को 2-1 से। 18. 2-9१ Satya 
2-1 को 2-131 20. s +y को +४ 91 


ग्यारहवाँ अध्याय 


बीजगणितीय सत्र और उनको रेखागणित द्वारा प्रकट करना 


(Formule and their geometrical representation) 


87. विद्यार्थियों की आसानी के लिए चौथे अध्याय में बतलाये हुए सूत्र एक बार और 
दिये जा रहे हैं। बीजगणित की बहुत सी क्रियाओं को सरलता और सूक्ष्मता के साथ करने 
के लिए इन सूत्रों को पूरी ae सममना बहुत ज़रूरी है; इसलिए. प्रयोग करने के लिए 
बार बार देखने के बदले उन्हें याद कर लेना उचित 81 


_ + तेईसवे अध्याय में ये पूर्ण रूप से सिद्ध किये जायेगे । 


—— 
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(i) (a +0)? =a? + 9ab+ 2, 

(ii) (a-b)? =a? - 268 +b? 

(iii) (a+ 0)(6- 5) =a? - b 

(iv) (a+b)? =a? + 8629 + 3ab2 + b? =a? +b? + Sabla + b) 

(v) (a — b) =a? - 36१9 + 869? — b? =a? — b? — Sabla — b) 
(vi) a? +b =(a+b)(a? — ab X b?) = (७+ 9)? — 8ab(a. b). 
(vii) a? — b? «(a— Bo? + ab + b?) = (a — b)? + 8ab(a — b). 
(viii) (z-- ax -- b) =g? + (a + bz + ab. 

(ix) (c — a) + b) =a? + (b — a)z — ab. 

(х) (z- ढो(८- b) =x? —(a-- bz + ab. 


88. Gat का प्रयोग : 


उदाहरण 1. 999 x 999 और 9988 x 10012 का गुणनफल निकालो | 
अब 999х 999=999° _ 
= (1000 — 1)? 
-1000?-2x1000x1-1? ... [ सूत्र (1)) 
= 1000000 — 2000 + 1 
= 998001. 
_ और 9988 x 10012 = 10012 x 9988 
= (10000 + 1910000 — 19) 
-10000?-12?  .. «« [ सूत्र (üi)] 
= 100000000 — 144 
= 99999856. 


उदाहरण 2. मूल्य निकाले: 29813 + 10693 + 12000 х 9931 x 1069. 
यदि ०= 9931 और b = 1069 मान ळें तो दिया हुआ व्यंजक 
=a + bš + 19000ab 
=a +b + 3abla + $) 
` [ कारण, a + b =9931 + 1069 =4000. ] 
= (a+b)? ees - [सूत्र एरो) 
= (4000)* 
= 4000 x 4000 x 4000 
= 64000000000. 


` टीका। इनके सिवा चौथे अध्याय के उदाहरणा को देखो । 
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89. किसी बीजीय राशि को दो वर्गों के अन्तर के रूप में प्रकट 
करना (to express an algebraic quantity as the difference of two 
squares) 

चकि  a?*-92ab-b*-(a- b) 
और  a*-9ab-b* =(a—2)?, 
इसलिए ( पहले तादात्म्य से दूसरे को घटाने पर ) 
4ab=(a+b)? — (a — b; 
अथवा ab=}(a+b)? -३(७- ४)१« (९5). - (8) 

.'. दो राशियों का गुणनफल = ( दो राशियों के योगफल का आधा )# — ( दो राशियों के 
अन्तर्‌फल का आधा )* 

उदाहरण 1, (р+у+95(ш+у) को दो वर्गों के अन्तरफल के. रूप में 
प्रकट करो। 


tytar) {ets [6+1+30-(6+0)) " 


[orm ч s [६४४ +92-9 =s] 
2 2 
=(æ +y +2)? - 87, 
E उदाहरण 2. (z--1)(2z--3)(c--5) को दो वगौ के अन्तरफल के रूप में प्रकट 
क्रो 3 
दिया हुआ व्यंजक = {(2 + 1)(Qa + 9)}(० + Б) = (22? + Ba + 3)(z + 5) 
(ge + 5z + 8) + (2 em E {ae + 52 + 9) - (z + 5) 
9 9 
| ` = (z? + 8z + 4)? — (z? + 9z — 1)? 
; उदाहरण 3. (८-- a)z+9 a+ 3०)(८ + 4०) को दो वर्गों के अन्तरफल के 
ख्पर्मे प्रकट करो । 
दिया हुआ व्यंजक = (2 + a)(z + 46) + 9a)(z + 8a)} 
= (z? + 5az + 4a*Y(z* + Baz + ба?) 
-fe + baz + 4a?) + (c mariscos 
9 


E (e + baz + 62?) — (z? + бах + s) 
Е 9 
= (z* + 5८2 + 5a*)? — (a?)*. 
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उदाहरण 4. (८+ 9) + 4०)(० + 60)(० +४०) +1८* को दां айй के 
अन्तरफल के रूप में लिखो । 


दिया हुआ व्यंजक = (z + 2०) + Ba) Hw + 4a) (८ + 6a)}+ 74९ 
= (x? + 10az + 16a? )(z* + 1020 + 24a?) + Ta 
= [e + 10az + 16a?) + (2° + 1002 + May 


= (e° + 1062 + 94а?) пшнш ш: (७१ + 10am + 16а?) eea * Ta* 
= (д2 + 10az + 20a")? - (407)?  7a* 

= (z* + 1002: + 90a2)2 - 16a‘ + 76९ 

= (x? + 10az + 902)? - (8a2)2 


TAM 42 

[ 87 8 नियम के सूत्रों को सहायता से निम्नलिखित प्रश्नों को इल करो 11 

वर्ग निकाला : 

1. 62+99. 2. 165—135. 3. 2+100. 4. y+500. 

6. ०+999. 6. +10001 7. 988. 8. 1013. 

9. 1005. 10. 996. 

घन निकालो : | 
11. 9z--5. 12. 105. 18. 995. 14. 8008. 
15. सिद्ध करो (a+b)? + (a— 5)? = 9(a? +62), 

इससे a? +४२ का मूल्य НӘ जब कि 


(i) ८२5004, b=4996; (И) a—1019, ७०988, 
16. सिद्ध करो कि (a+b)? – (a-b)? =4ad. | 
इससे निम्नलिखित व्यंजकों को दो वर्गों के अन्तरफल के रूप में लिखो : 


(i) 4(z +9v)(9z +) ; (ü) (62-10/)(47-- By); 

(iii) (z + 98)(z + 102) ; (iv) 505 x 495; 

(v) (92 + 100 4)(2z + 99:6). 
निम्नलिखित व्यजकों का गुणनफल निकालो : cv 
17. (ata)(a—a)a* 5-७”), 18. (2a-8)(2a—8)(4a* +9). 


.19. (७१-५७ ७१)(८१ +60+ bat —a*5* + bt), 
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20. 98x 102 * 10004. 21. 96x104 x 10016, 
22. (96 + 2)(46* t4az + z?). 
28. (७-9) +9)(6* +46 + Aa? — 4a + 4). i 
24. (z-4(z*!—-4z-416). : 25. (Qy — 8)(4y? + Gy + 9), 
26. (z+ 2)(2* + 2a + 4)(8- 9062 — 9z + 4). 
27. (92+ 105)(2z + 15). 28. (62 - 95)(6z + 48), 
29. (62 - 25)(6z - 43). 
हळ करो: | 
30. (да+ж-+у)*+9(д@+ж-+у)(8а—— »)+ (868 - ४- y). 
81. (176+902+ 19у)? - 9(192 + 18y + 17а)(202 + 19y + 17a) 
+ (192 + 18y + 17a)? 
82. (16a+a+y)* +(4a—a—y)* + 8(166 + ४ + y)*(4a —  — y) 
+3(16a + a+ y)(4a—a—y)?, 
88. (191a tz y)! -—(116a +s +y)? —15a(191a + z -+ yX(118a + wt y) 
34. (5a—8z)' + (ба + 82)* + 88a(5a — 8z)(6a + 87). 
95. (8u--8y — 162)! + 3(32- Зу + 162)? (2c + Зу — 162) 
+ (8z — 3y + 162)? + 3(8z — Зу + 162)(2z + 3y — 162)? — 1902 
गुणनखंड निकाली 
$6. 9“ +52+6. 87. 5११ + 65у +200. 
88. п“ +40“, 89. (2+): + 15(८-- y) + 86. 
40. (5a--8b--2)' - (4a 6)*. 41. 85° +195у°, 
49. (8a+ 137)? — 64. 43. (15a +35)? — 4, 
44. 527 - б52?у – 302у?. 
मूल्य निकालो | 
46. (1664-25) — 9(18a + 2b)(16a + 2b) + (186 + 20)? 
` W&a-565b-7891 81 
46. (912+ 5и)" —8(91z + 5y)* (7c + 89) 
*8(91z-6y(B7z-r5y)* — (872+ 5y)’, यदि ८ = 9 व ५ = 88 हो। 
47. (689968)? 2x 589963 x 589863 + (589863). ` 
48. 90002 x 89:998. ` 49. 92383 - 92332, 
349866 x 49856 x 49856 


$d -—8 x 49856 x 49855 — 49855 x 49855 x 49850. 
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51. (४+9)(92+ 1)(52+9) - 82 को दो वर्गों के अन्तरफल के रूप में लिख 
कर गुणनखंड निकालो । i 

52. सिद्ध करो कि (az + b)bz + a)labz2 ¬ (а? +b2)z— ab) को दो ait के 
अन्तरफलके रूप में लिखा जा सकता है। . лы 
es 98. (52+ 1)(82+6)(82+ 5)(4०+ 3) को दो वर्गों के अन्तरफल के रूप में 

l 3 > 

54. (Tx +3a)(7a + 5a)(Tx + 9а)(1з + 110) + 61a‘ को.दो mir के योगफल 
के रूप में लिखो । | | : 

90. बीजगणित के सूत्रों को रेखागणित द्वारा हल करना अब 
वर्गाकित कायज़ के उपर रेखागणित के चित्रों द्वारा कुछ सूत्रों को हल किया जायगा । 

(1) रेखागणित की सहायता से प्रमाण करना होगा कि 

(a+b+c+d+e)k=ak+bk+ck+dk+ek 


मान लो कि वर्गाकित काराज़ के उपर 0 सूळ बिन्दु और OX, ОУ अक्षरेखायें EI 


Е 
u 
|_| 
RI 


मान लो कि OX अक्षरेखा के उपर А, 5, О, D, E बिन्दु इस प्रकार लिये 
गये हैं कि OA=a, AB-b BO-c OD-d और DE-e; और OY अक्षरेखा 
पर 2 बिन्दु ऐसा लिया गया है कि 02=. OPUE आयत (rectangle) को सम्पूण 
ait! 4, 5, 0, D, E बिन्दुओं से OP के समानान्तर AQ, BR, 08, DT, EU 
रेखायें खींचो, ताकि वे PU रेखा के साथ क्रमश: Q, R, S, T, U बिन्दुओं में मिळे। 
इसलिए 0204, 40778, BESO, CSTD, ТОЕ सब क्षेत्र आयत É | 


अब, आयत PF = आयत PA + आयत ९5+ आयत EC 
+ आयत 50 + आयत TE...... (1) 
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किन्तु. आयत PE-OE.OP-(04*4B*BO*CD* DE).OP 
=(atbt+ctdte).k ; 
ak आगत P4-04.0P-ok ; 
आयत QB-AB.4Q- AB.OP- bk ; 
आयत RC=BC.BR=BC.OP=ck ; 
आयत SD=CD.CS=GD.OP -dk : 
आयत TE-DE.DT-DE.OP- ek. 
इसलिए (1) से (a+ b+c+ 6+ e)k= ak+ bk+ ck + dk + ek. 
(2) रेखागणित द्वारा सिद्ध करना होगा कि 
(a+b)?=a2+2ab+52. 
वर्ग खींचे हुए कायज्ञ के SK 0 को मूलबिन्दु और OX, OY दो परस्पर लम्ब 
ает को अक्षरेखायें मान लो। 


Hulu 


Um 
B 
d = 
n 
n 
HH 
H 


ГК 
111 1 111111| | 
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सान लो कि ox रेखा पर 4 व # दो बिन्दु ऐसे लिये गये हैं क्रि 0456 और 
AB-b; फिर फज़ें करो कि 07 रेखा पर 7; व P दो बिन्दु ऐसे लिये गये हैँ कि 07 =, 
और 7?=४; d OB=OP=atb; ОРЕВ wi को सम्पूर्ण करो, अव A विन्दु से 
OY के समानान्तर AQ रेखा और 7 विन्दु से ох के समानान्तर LUN रेखा खींचो। 
Wi करो 40, PR रेखा कें साथ 0 बिन्दु में और DUN रेखा 40 व BR रेखाओं 
के साथ कम से.7/ और N विन्दुओ में मिलते हैं । 
तो स्पष्ट प्रकट है कि 
क्षेत्र 02=क्षेत्र 00 +क्षेत्र AN+AA 70+ क्षेत्र MR...(1) 
अव्‌, क्षेत्र 0R= ОВ.ОР~ 09.09 
= OB? = (a + )° ; 
और, क्षेत्र OM-04.0L- 04.04 
z ; & 
- क्षेत्र AN=AM.AB=OL.AB 
ыар; 
क्षेत्र LQ-LM.LP-PQ.LP 
- 6b; 
क्षेत्र ME-AMN.MQ-QRB.LP 
=b.b=b?. 
इसलिए (1) से (a+b) =a? + 69 + 68 + ४* 
=a" +2ab+b?. 
(8) रेखागणित द्वारा सिद्ध करना होया कि 


(a — 5)?—a? -- 2609 + 52 


0 को मूलबिन्दु और Ох, ОУ दो परस्पर लम्ब रेखाओं को अक्षरेखाये मान लो । 
02 के उपर AIBA विन्दु ऐसे लिये गये हैं कि 04 और 09-8४. OAR 
0704 чідя को सम्पूर्णे करो; B विन्दु OY के समानान्तर बनाकर pR रेखा ` 
खींचो, और मान लो कि वह PQU 2 विन्दु पर मिलती 21 20 में से ४ के समान 
बनाकर PL काट लो; 7 विन्दु से OX के समानान्तर बनाकर LUN रेखा खींचो और 
मान लो कि वह BR और 40 को कमशः ॥ व ^ विन्दुओं पर काटती है। 70 को 
बढ़ाकर उसके उपर 77 बिन्दु को इस प्रकार लो कि 077७ Рр (>). QTR QTSN 
वर्ग को सम्पूर्ण करो । ` 

B—10 


= gq 
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af 04=८, और OB=b; 7: 2456-४8, 
और चूँकि OP=OA=a, और PL-b; 2. 075०-४8. 
AB- OL. 


иш | ।४। | | | | [ | [७१४ 1 | | [ mama RE, 
Bl GÀ GG 
अव, क्षेत्र \=क्षेत्र 00 + क्षेत्र NT - 89 OR - क्षेत्र RS...... (1) 
д क्षेत्र BN=BA.BM=BA.OL=BA.BA=BA? -(a- b) ; 

क्षेत्र 0Q—04.0P — 04.04 = ОА? = a° ; 

क्षेत्र NT- QT पर वर्ग क्षेत्र PR पर वे क्षेत्र = ४१ ; 

क्षेत्र 085 OP.0B —- 04.0B- ab ; 

क्षेत्र 29 = क्षेत्र ४+ क्षेत्र 05 च क्षेत्र RN+ क्षेत्र PM 

=š PN['.S क्षेत्र 09 = क्षेत्र PM, क्योंकि इनमें 

हरएक ४* के बराबर है । ] 


=PQ.PL=ab. 
- (1) से (a— 5)! =a +b" — ab—- а= 6 - 220 + ४. 
CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 
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बीजीय सूत्र और उनको रेखागणित द्वारा प्रकट करना १४७ 


(4) रेखागणित की सहायता से सिद्ध करना होगा कि 
a? — b? — (a — b)(a-- b). 


Mat LL tt TTT TT 1 111 1 1 H ERARE 


ereit ektre EH 


Ен 


वर्गांकित कायज़ OX अक्ष के उपर दो विन्दु 4 और B इस प्रकार लो कि 
4 = और OB = हो; OY अक्ष के उपर दो बिन्दु р और 7 इस प्रकार लो कि 
0?= और 07=४ हो; 0704 और OLMB वर्ग क्षेत्रों को सम्पूर्ण करो। BM 
को बढ़ाकर PQ के साथ R बिन्दु पर और LM को बढ़ाकर AQ के साथ йч पर 
मिला दो ; फिर MN को Т बिन्दुतक इस प्रकार बढ़ाओ कि NT=NA (=) हो; 
NTSQ आयत को सम्पूर्ण करो | 
स्पष्ट है कि आयत BN- आयत QT; और PL-0P-OL-a-b, 
और AB-0A4-0B-a-b; <. PL= AB. 
अब क्षेत्र 24 - क्षेत्र BL « क्षेत्र PN+AA BN 
=क्षेत्र PN+@AQT=8A PT ... (1) 
किन्तु, क्षेत्र P4 = 04 पर वरे a? ; , 
क्षेत्र BL = 03 पर वर्ग = ८१ ; 
किन्तु, क्षेत्र PT= = PS.PL =(PQ+QS).PL 
—(PQ- NT).PL = (a-- b(a — 5). 
इसलिए (1) से a?-b? =(०-४)(०+8). 
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(5) रेखागणित द्वारा सिद्ध करना होगा कि 
(a+6)(c+ d)=ac+be+ad+ bd. 
айй कायज़ पर 02 अक्ष पर दो बिन्दु 4 और B इस प्रकार लो कि 
04-०6 और 45=४; और OY अक्ष पर दो बिन्दु P और L इस प्रकार लो कि 
OL=c और LP =. 


TENET Tee et 11111] 
EEE 
шшш L|] 


. . 0225 और OLNB दोनों आयतों को чӣ करो। A बिन्दु से 6५ के 
समानान्तर AMO रेखा खींचो और मान लो कि वह LN से М बिन्दु पर और PRA 
Q बिन्दु पर मिलती है 1 

क्षेत्र OR=Šs ом+ёз AN+HA 70-- क्षेत्र MR ... (1) 
किन्तु क्षेत्र OR-OB.OP -(0A + ABJ(OL + LP) - (a-t b(o-* d) ; 
` Ba OM=04.0L =% ; 
क्षेत्र AN- AB.AM - AB.OL =bo ; 
99 LQ-PQ.PL-04.PL-ad; 
क्षेत्र MR- QR.QM = AB.PL = bd. 
इसलिए (1) से (a+b)|Xe+d)=ao+ba+ad+ bd. 
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(6) रेखागणित द्वारा सिद्ध करना होगा कि, 
(G+ 5-0)? a? -- D? -- c? --2a5--25c--2ac. 


वकित гїп पर OX अक्ष पर 4, Ва 0 तीन विन्दुओं को इस प्रकार लो कि 
04-a, AB-b और BC-cüli 


Pvt TT TT TT шш 
---!- ES Tee 


FF || | | [| | ERHEE TEE ИНИНЕН 


00 के उपर 0027 वर्गक्षेत्र को सम्पूर्ण करो; इसमें अवश्य हो 07,300 
=0A+AB+BC=atbte 

07 के उपर DAE दो बिन्दुओं को इस प्रकार लो कि OD-a, और = 

EL =c. 

4 व BW 07 के समानान्तर AP व BQ दो end खींचो और मान लो कि वे 
LR से क्रमशः ? व Q पर ed हैं; और ра ий 0 के समानान्तर DISH 
च EMNF दो रेखार्ये खींचो और मान लो कि वे 47, BO, GR तीन रेखाओं से क्रमशः 
T, S, H और M, N, F बिन्दुओ पर मिलती & 1 
तो, क्षेत्र 02 =क्षेत्र 077 क्षेत्र एप + क्षेत्र NR + क्षेत्र DM + क्षेत्र AS 

+84 ०१ क्षेत्र पघ- क्षेत्र ЕРр+Эя BH...(1) 
किन्तु, क्षेत्र DM=DT.DE= 04.AB=ab 
क्षेत्र 483 AT.AB — OD.AB —-ab 

इसी प्रकार, क्षेत्र #2 क्षेत्र NH=bc; क्षेत्र 22 =क्षेत्र BH = ००. 
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` और, क्षेत्र 02=00 पर वर्ग = 00: =(04+ AB+ ВО)? 
2 (a--b-- o) ; 
क्षेत्र 07'= 04.0D = 04.04 = ОА? =a? ; 
аз IN = TM.TS= AB.DE = AB? =b" ; 
क्षेत्र NR-NQ.NF- EL. BO= BO? =o? ; 
इसलिए (1) से | f 
(a+ b+ o)? = a? + b? +? + ab + gb + ba + ba + go + ao 
=a" +b? + c? + 260 + 9bo + дав. 


TAG 43 


रेखागणित द्वारा निम्नलिखित राशियाँ का qeq निकालो : 

e 1. (i) (6+6)x 11; (i) 77; (ii) (8-4), 

2. रेखागणित द्वारा सिद्ध करो: 

(i) 9१-१7२ =89; (ü) (72-8)? —100 ; 
(ii) (8-5) x2=8x9+5x2; 
(iv) (z +a)(z +b) =z2 + (a + b)z + ab ; 
(у) («—a)(s — 5) * ४7 - (6+ 09+ 68 ; 
(vi) (z—a)(z-- b)= z? — az + bz — ab. 

8. रेखागणित की सहायता से 19 फुट लम्बाई की सरल रेखा पर खींचे हुए एक 
व का क्षेत्रफल निकालो । 

4 5 gz की लम्बाइ और फुट की चौड़ाई के एक कमरे का क्षेत्रफल रेखागणित ` 
की सहायता से निकालो | 

5. 9 गज़ ल्म्वे और 8 ти चौड़े एक बगीचे के चारों ओर एक गज़ चौड़ा रास्ता है। | 
रेखागणित की सहायता से बगीचे और रास्ते का क्षेत्रफल निकालो । 

6. 10 गज़ लम्बाई की सरल रेखा पर Eg वर्ग-क्षेत्र में 4 गज़ लम्बाई की 
सरल रेखा पर खींचा हुआ एक वर्गाकार तालाब बनाया गया, रेखागणित को सहायता से वाकी 
ज़मीन का क्षेत्रफल निकालो 1 

7, रेखागणित की सहायता से एक ऐसे आयत ज़मीन का क्षेत्रफल निकालो जिसकी 
लम्बाई 50 गज़ और चौड़ाई उसकी लम्बाई का पाँचवाँ हिस्सा हो। 
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8. यदि 10 Ww लम्बा और 5 गज़ चौड़ा एक आयत आँगन वर्गाकार पत्थरों द्वारा 
पटाया जाय और एक पत्थर के एक ओर की लम्बाई यदि एक गज़ हो, तो रेखागणित की 
सहायता से बताओ कि कितने पत्थरों की आवश्यकता है | | 


9. 20 गज़ етй एक सरल रेखा पर खींचे हुए एक वर्गाकार वगीचे के अन्दर एक 


„ गज़ चौड़ा एक रास्ता वाय के चारों ओर बनाया गया है। रेखागणित की सहायता से रास्ते का 


क्षेत्रफल निकाली 1 


A 10. 90 w लम्बे और 10 गज़ चौड़े एक आयत रूप के बगीचे के n एक ТЯ 
ale दो रास्ते परस्पर लम्बर रूप में काटते हुए बनाये गये Ë । दोनों रास्ते यदि आयत के 


`` सामने के बाहुओं के बीच के बिन्दुओं को मिलानेवाली रेखाओं के दोनों ओर समान 


चौढ़े.बने हों तो रेखागणित द्वारा रास्ते को छोड़कर बगीचे की वाकी ज़मीन का क्षेत्रफल 


. निकालो। 


— v" n 


AA अध्याय 
सरल गुणनखंडीकरण 
(Simple Factorisation) 


91. परिभाषा: यदि कोई edem दो या दो से अधिक व्यंजकों का गुणनफल 
हो, तो इन शेषोक्त व्यंजकों को पहले व्यंजक के गुणनखंड अथवा गुणावयव कहते हैं ॥ ` | 

«Б व्यंजक का गुणनखंड निकालना” (to resolve an expression into 
factors ) का अर्थ यही है, कि जिन व्यंजकों को परस्पर गुणन करने से दिया हुआ व्यंजक 
प्राप्त होता है, उन व्यंजकों को निकालना 1 

[ युणनखंड निकालने की कुछ सरल रीतियां चौथे अध्याय में बतलाई गई हैं чч नियमों 


का यहाँ पर उल्लेख रहेगा, कारण इस अध्याय में गुणनखंड निकालने की रीतियों पर पूणेतया ` 


विचार किया जायया t ] 
टीका | इस अध्याय में बीजगणितीय व्यंजक (algebraical expression) से 


: अकरणीगत (rational) और ЧФ (01९8121) बीजगणितीय व्यंजक सूचित होगा, अर्थात्‌ 
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जिस व्यंजक के किसी पद में करणी चिह (radical sign) न हो, और न उसके किसी पद के 
हर (denominator) में कोई अक्षर हो, ऐसा व्यंजक सूचित होगा ; और व्यंजक के गुणनखंड _ 
द्वारा भी अकरणीगतःव AIEA गुणनखंड सूचित होया 1 


92. quads निकालने का सरल नियम : जिस व्यंजक के प्रत्येक पद में .. 
कोई एक pads साधारण (common) हो, तो देखते ही उसके दो गुणनखंड निक्राले जा 
सकते E, जिनमें से एक होगी एकपद अथवा सरल (simple) राशि:और दूसरा होगा बहुपद 
(compound) व्यंजक ; ऐसे दो गुणनखंड आसानी से निकाले जा सकते हैं। जैसे, 

(1) 672 + ०७2 =az.a + az. = az(a + z) ; im s 
इसी प्रकार (2) 96352 - 8250 = a? b? (2a — 3b) ; 


Gb + ac. 
c 8 y t on 4 y 3 Š 


‚ 4679- 6at02 - 86९9९, 


£31 Ase 
eed EOE 


और (8) 942*a* — 40z*a* + 56z*a5 = 8226? (30? — 896 + 767), 


| | FAA 44 
© ग्रुणतखंड निकाली t n 


EU 2. ८6१७१ + 6१४१, 
4. 2७११५८४" drys - 6zys?. 


6. ७१४ - ४८१७१७१ + Зав". 


Li 
826४१82 — 192१162 +912322“. 8. 984% - 4967४१९, 


1921 °y® + 1082°y ror 


10. 89410" - 6550677 — 915a" b". 


| 93. ८०-४० के रूप में दिये हुए व्यंजक : «९-४१ S रूप d दिये हुए 
| व्यंजकों का गुणनखंड निकालने की रीति 56 वें नियम की टीका में बतलाई गईं है। विद्यार्थियों 
के अभ्यास के लिए कुछ प्रश्न नीचे दिये जा रहे हैं 1 


£y 


| प्रश्नसाला 45 
a गुणनखंड निकाली : | » 
1. 9a*-—16b3, 2. 4a'-95az'. - 8. 86х*—1. 
4. 162१ -1. 5. 1625 - 99. 6. 162° - 817. 
7. 1-164*, 8. 2-812, j| 9. 36-а. 
10, 64a*—49z5*. 11. 191-те. 19. 492%1° —81, 
_ 18. a?b*—39bo'd*. 14. 81212 - 6467९, 15. p'g*--100p*. 
1442" — 95z*a*. 17. 199a? —948a'z*. 


16. 
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: सरल गुणनखंडीकरण १५३ 
18. 98a?z' – 19869. 19. 3924017? — 4842543. 
20. 945m**4!*—605m!*a'. 21. (a-4-85)? – 950°. 
22. a? - (89 - 8०) १. ‚928. (७5-४१ -(z-)*. 
24. (8a--92)* — (96 +=)". 25. 4(a—b)? —9(c—-à)*. 
26. 492! —(5y—82)*. 27. (8z--5)* — (2 — 7)*. 


28. (a-tb—o)' —(a—b-c)*. 

29. (96-99 + 4०) * — (a+ 45 — 50) १. 
30. 64(a+ 3x —4y)? -9(2a — z+ 39)?. 
81. (42१ —5a?)? - (522 — 442)°, 

82. (ба? -3a+7)?— (5a? - 3a - 7)?. 


94, पेले व्यंजको' के गुणनखंड निकालना जिनको देखते हो उन्हें 
०२-७१ के रूप में प्रकट कर सकते है: द्वशन्त के लिए नीचे कुछ उदाहरण दिये 
जा रहे = l s : $ 

उदाहरण 1. a4 +८२७१ +34 के.गुणनखंड निकालो t. 

at + 6१8१ + 0% = (af + 926252 -- 55) - ७१७९ 
= (८१ +७१) — (ab)? 
={(а2 +b?) + аа? +b?) — ab} 
= (a? + ab - 5?Y(a* — ab + b?). 


. उदाहरण 2. ८“ +4 फे गुणनखंड निकालो 1 (d 
[— ow : 24 + 4 ८० (४4 + 4:22 + 4) - 4m? = (x? + 2)? — (22)* 
= {02 + 2) + 221७१ + 9) — 92} 
= (z2 + 9% + 9)(z2 — 9z + 9) 
उदाहरण 8. 2४ - 622 +1 के गुणनखंड निकालो । 
ве 62* + 1 *« (५ —9z3+1)—- 4z2 =la? — 1)* - (32)* 
. ‘fo — 1) + 22)? — 1) - 22] 
= (z* + 9z — 1(z* — 92 —1). 


उदाहरणं 4. ८? - 8१ + 2४० - ०१ के गुणनखंड निकालो । 
: a? — b3 + 9bo — o? =a? — (b? — 9bo +0") 
=g? — (b с)? 
=a +(b—c)Ha - (b — о) 


=(a+b-— са b+ e) 
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उदाहरण 5. 2(८2 +८०) - a? — ४? +८१ + d? के युणनखंड निकालो | 
दिया हुआ व्यंजक = (०२ + 906 + d?) - (a? — ар + b°) 
= (e + d)? — (a — b) 
={(в+ d) + (a -blo + 2) -(a— 0). 
z (c-- d - a — 2)(०+ d — a+ D). 


| IANG 46 
शुणनखंड निकालो : 
1. z*-z*-1. 2. 2? +a*+1. 8. aftast tat, 
4. a*rta!z*-z*. [ &° Vo, 1887. ] 5. c*--64. 
6, 4z* +81. 7. 9a* + 86. 8. а +94? 9. 


9. c*-—'"7z?-9. 10. 4z*-8z?-9. 11. ८७" - 1650 +9, 


12. 45* +322 +9. 13. 4а* - 370° +9. 14. 4a‘ + 625. 


15. 92* +2827 +16. 16. 9а“ – 952° +16. 

17. 926 - 332° +16. 18. 9०: - 6१ +16. 

19. 16z*-r4z'a?-r25a*. 20. 96५ -196?9* + 969९, - 
21. ४*+-82* + 144, 22. a*—35a7b? + 980५९, : 
28. 36a*—16a7b? + ४९. 24. 49m‘ + 1676 - 607627, 
25. _646-- 82“. 26. 4z*-(Ta)*. 

27. z?-—y*--9ys—-z*, 28. 44°? - ४१ —9c* + 656. 


29. 927 -49* + 19॥2-98?, “80. a?*-—4b! — 2809 + 20bc. 
91. 30zz--16y? — 922 - 952°, 

92. ०? +42 — 9c? — 4d? — 4ab + 19०. 

88. (z? - 92) - (22 — дул). 

94. 45° —1-r9a? — 955? + 19za — 10b. 

35. 927 -49* — 495? - 302+ 28yz + 95. 


-86. 164° - 160 — 9b? — 94a +24b0 +9. 


37. 4980 +2047 — 1470 — 952! — 4. % 
38. 162? +42by — 9y* + 40za — 49b? +9501, d: 
39. 495! —1-16y! - 642१ 16s — 5600. 


40. a? — ४१-०१ + — 9(ad — bo). 
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95. ८१+ अथवा ०5-४ के रूप में j 
- रूप Я प्रकट किये हुए eism: 
z प्रकार `a б जके ` . : 
" S dine का शुगनखंड निकालने की रीति 59 वें और 60 वें नियमों में वतलाई - 
ee AR के कुछ कठिन व्यंजकों के गुणनखंड निकालने पर विचार. किया 


उदाहरण 1 ७? +? के गुणनखंड निकालो | 
चूकि a'tb? = (atda? — ८४ + b*), 
इसलिए a? + m° = (a8)š + (a?) 8 
= (a? + z*)((a7)* — (a3) (7) + (@3)?} 
7 (a? *- z?)(a* — 6१४०१ + w?) 
=(a t-2)(a* — ac + a2)(a° — ७१७० + m°), 
उदाहरण Š a? —g? के गुणनखंड निकालो । 
चूकि a-b -(८- b)(a? + ab + 1°), 
इसलिए a? — g= (a3) E (८४) 
= (0° —z°)[(a2)2 + (а5)(ш®) + ७१] 
= (a? — z?Y(a* + a3 23 + 2) 
—(a — zY(a* + az + z*)(a* + a3z3 + w’). 


उदाहरण 3. 642? - 2८१ के गुणनखंड निकाले | 
6487 — za! (6455 4) 
= 2{(8x*)? — (6० ५ 
= (82१ + ८२) (820 — aš) 
= (१०) + 2° (92)° — а} 
= (25+ a) (42? — 97--०2)]((22 — a)(4z* + 9za + азу} 
= ७(99 + a)(9z — a) (4x? — 926 + a3) (42? + 9za + a१). 


अथवा, 
645" - va" = o(64%® - a°) 
= (६०१) — (a2)3] 
= 2(40" — a*Y(16z* + 42202 + at) , 


= (22 + aX2z - ay(16z* +820? +- 6५) - 4०767 7 
= a (2c + a) o — (42 3+4?) – (222)?] 

= (22+ 4)(92 — afte? + а? + 9a)(43 + a? ~ 9za) 
= a(2z + a(2z — adn? + 9za + a? (42? — ала + a), 
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Stent । उपर बतलाये हुए दो नियमों में से कोई भी प्रयोग किया जा सकता है, परन्तु 
पहला नियम ही आसान है। 


HAMA 47 
गुणनखंड निकालो १ 
1. а? - 8083 2. 6९ - 2799, 8. 5195° +1. 
4. a?—5195* 5. 974% + 1982", 6. ४७४१-७१, 
7. 9437 +819॥%, [ कलकत्ता TFE, 1889, ] 8. 621१-17. 


9. a° – 64012, 10. 19252? - 9216१. 11. 604a!?b--843ab!?, 
12. 72927 °y? - 6472120, 18. (c*--5?) +8a2b3, 
14. (92! - 9५*)5 +y°, 15. (903 — 28): — ४९, 


96. x°+px+q के रूप के व्यंजको' को ध्यान से देखकर शुणनलंड 
निकालना : 


2+(6+8)2+०७=(८+०)(८+ 2) इस तादात्म्य से स्पष्ट देखा जाता है कि 
2 +pz-+ g के रूप में प्रकट किये हुए किसी व्यंजक का गुणनखंड निकालने के लिए, 
| a और b ऐसी दो राशियों को ऐसे чачат आवश्यक है कि a+b=p और 655० हो 
` a q b यदि अकरणीगत (rational) व पूणे (integral हों तो ymae केवल 
ध्यान से देखने से ही निकाले जा सकते Ea इस नियम को और स्पष्ट सममने के लिए 
विद्यार्थी 60 š नियम के बाद के उदाहरणों को देख सकते हैं । 
उदाहरण 1. z?--172--30 के गुणनखंड निकालो 1 
इस हालत में ऐसी दो संख्यायें निकालो जिनका योगफल 17 और лач 30 Š t 
अब जिन जिन दो संख्याओं का शुणनफल 80 है, वे क्रमशः (i) 1 व 30 
(i) 24 15, GH) 8 4 10, (iv) Баб हैं। इनमें से अब जिन दो संख्याओं का 


| योगफल 17 है उनको निकालना होगा । स्पष्ट है कि ये दो संख्यायें aa 15 हैं ; कारण 
| 2+15=17 और 2x 1530 


इसलिए 2* +172+80= (८+ 9)(-- 15) 
p Z उदाहरण 2. 2: - 112+ 94 के गुणनखंड निकालो । 


अब जिन दो संख्याओं का गुणनफळ +24 और योगफल —11 है, उनको निकालना | 


Ami इसलिए स्पष्ट सूचित होता है किये दो deat जिनको हम माळूम करना चाहते 


हैं, ऋणात्मक हैं, कारण दोनों यदि धनचिहित हों, तो उनका योगफल ऋणात्मक नहीं हो . 
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सकता ; और यदि उनमें से एक धनात्मक ओर दूसरी ऋणात्मक हो, तो उनका गुणनफल 
धनात्मक नहीं हो सकता। 

अब, जिन जिन ऋणात्मक दो संख्याओं का गुणनफल = 24 है, वह क्रमशः ये हैं 
(j-14 -94; (i) -24 -19 ; Gi) -34 -8; (४) -4 व -61 इनमें से . 
अब वे दो संख्यायें निकालनी होंगी जिनका योगफल = -11 है। इसलिए -8 ब -8 ये 
दो संख्यायें हैं । 

`. ८२-112-- 94 = (z -- 3)(z — 8). 

उदाहरण 3. ८? + 6८-40 के गुणनखंड निकालो t 

अव ऐसी. दो संख्यायें निकालनी होंगी जिनका शुणनफल = -40 और योगफल 
=+6. 

जिन दो संख्याओ का गुणनफल= -40 है वह ач: ये हैं: () 1 व -40; 
(ii) -1 व 40; (४) 9 व - 20; (iv) -23920: (v) 49 —10 (vi) -4व10 
(vii) 5 व -8; (viii) -5व8; इनमें से जिन दो संख्याओं का योगफल +6 है, वह 
-4 व्‌ +10 Ë ; जो संख्यायें हम нн करना चाहते हैं, वे -4 व +10 हैं । 

`. z? + 62-40 = (z — 4)(७--10). 


टीका। स्पष्ट सूचित होता है कि एक घनात्मक व एक ऋणात्मक संख्या का योगफल 
. यदि чакае हो तो उनमें से जिस संख्या का चिह॒निरपेक्ष या fae सूल्य (absolute value) 
अधिक है, वह घनात्मक होगी । यदि इस वात पर ध्यान रकखा जाय तो हम पहले ही (i), 
(iii), (v) व (vii) में बतलाई हुई दो संख्याओं को छोड़.सकते हैं.। . 

उदाहरण 4. z°—Bz— 36 के गुणनखंड निकालो। 7. 
` sm ऐसी दो संख्यायें निकालनी होंगी, जिनका योगफल = -5 और गुणनफल 
+-96 है। स्पष्ट सूचित होता है कि ऐसी दो संख्याओं में से एक घनात्मक व एक ऋणात्मक 
होगी और ऋणात्मक संख्या का चिहनिरपेक्ष ger धनात्मक संख्या से अधिक होगा। अब 
जिन जिन दो संख्याओं का गुणनफळ = - 36, और ऋणात्मक. संख्या का चिहनिरपेक्ष मूल्य 
अधिक है वह क्रमशः ये हैं: (i) 1 व -86 ; Gi) 24 —18; Gü) 84 —12; (४) 4 
व -9 और इनमें से जिन दो संख्याओ का योगफल — है वह दो संख्यायें & व -9 हैं। 

. —52—36 — (c 4Y(x — 9) 

उदाहरण 5. ८१ + ар + 120 के गुणनखंड निकालो | 

यदि दो ऐसी संख्यायें ? और ८ निकाली जायं कि p+q=7, और 2४19, तो 
जो गुणनखंड हम निकालना चाहते हैं वे होंगे ०४४ और a + qb 
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उपर बतलाये हुए नियम के अनुसार ये संख्याये 3 व 4 होंगो; कारण 344-7 
और 3 ५4 = 12. 
`. а? + Tab + 12b? = (a+ 3b)(a + 42). 
उदाहरण 6. m*—19mn-9205? के गुणनखंड निकालो । 
यहाँ ऐसी दो संख्यायें निकालनी होंगी जिनका योगफल = — 19 और गुणनफल = +90, 
उपर बतळाये हुए कारणों द्वारा सूचित होता है, कि ये संख्याये' -10 व -2 І 
`. m° - 19mm + 20n? = (m — 102)(m — 2n). 
उदाहरण 7, at-a? 19 के गुणनखंड निकाले । 
८? के बदले यदि z माव ल्या जाय तो दिया हुआ व्यंजक = ४? - ८ - 19, उपर 
बतलाये हुए नियम के अनुसार 2? - z - 19 = (w - 4)(z + 3). 
V. a*-g*-19-(a*?—-4(0?-8);  .. ००३ (1) 
फिर a- 4=a"—9?=(4+9)(a—9), 
इसलिए (1) से 6४ - ०2 —19- (a + 9)(a — 9)(७१ + 8). 
उदाहरण 8. (2१ + 2८)१ — 3(z* + 2) - 18 के गुणनखंड निकालो । 
£? +9z के वदळे यदि а मान लिया जाय तो दिया हुआ व्यंजक = а? - 3८ — 18 
= (a — 6)(a +3). - 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = (z? + 27) ~ Ghile? +20) + 3} 
; = (2 +22 — 6)(z* + 92+ 3). 
उदाहरण 9. quede fep: ` 
(5a +)? +(5a+ b)(a+ 25) — 90(a + 90), 
यदि (5८ + b) के बदले ८ और (८-- 95) के बदले ५ मान लें तो दिया हुआ व्यंजक हो 
जायगा 22 + шу — 209° ; और स्पष्ट प्रकट Š कि z" + ०४ - 20° = (z + 5y)(a — 4). 
2. दिया हुआ व्यंजक = ((5a + b)+ 5(a + 9b)H(5a + b) — 4(a + 20) 
त (10a + 115)(a — 72), 
उदाहरण 10, + 9—8 के गुणनखंड Ве । . 


: पहली ЧЇЧ: ५१ के “गुणक को व्यंजक की अचल राशि (constant term) 
[ अर्थात्‌ जिस qç में z अथवा का कोडे घात न हो ] द्वारा गुणन करो । b 

| यहाँ गुणनफळ-8> (- 3) = ¬ 94. f i 

अब ऐसी दो dent निकालो जिसका गुणनफल = - 24 और योगफल = + 

_ (अर्थात्‌ ८ का गुणक) । स्पष्ट है कि ये दो deni 6 व ~ 4 होंगी । र 
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इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 82? + 62 — 4८ — 3 = 92(4z + 3) — (42+ 3) 


= (42+ 3)(22- 1). 
दूसरी रीतिः 
दिया हुआ व्यंजक = 8? + 22 - 3 = (8 x 82१ + 9 x 82-3 x 8) 
= (42 + 2a — 94); [ 8 के बदले ८ लिखा गया है) 
साफ जाहिर है a? + 2a — 24 = (a + 6)(a — 4). 
इसलिए दी हुई रारि = ३८ + 6)(a— 4) = (82+ 6)(8z — 4) 
= ${2(4a + 3)H4(9z — 1)) = (42 + S (22 — 1). 
उदाहरण 11. 19%? +7४- 10 के गुणनखंड ӘТ । 
पहलो रीति: 2? के गुणक द्वारा व्यंजक की अचल राशि (constant term) को 
( अर्थात्‌ जिस पद में z न हो ) गुणन करके, जो गुणनफल प्राप्त हो sam ऐसे दो गुणतखंड 
КӘ जिनका बीजीय योगफल = के गुणक के बराबर हो 1 
यहाँ गुणनफल -149x(—10)- - 120 ; और पड़ताल से माळूम होता है कि जिन 
दो संख्याओं का गुणनफल = — 190 और बीजीय योगफल = का गुणक अर्थात्‌ +7, वे दो 
Фей हैं +15 और -81 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 192 + 15z — 8x — 10 = 32(4 + 5) — 9(42 + 5) 


= (4z + 5)(8z — 2). 
दूसरी रीति : 
दिया हुआ व्यंजक = 192? + 7z — 10 = 7४(12 x 192 +7 x 122 — 10 X 19) 
= (0% + 1८-120) ;  [19z को a मानकर] 
साफ जाहिर है कि ०२ + Ta — 120 = (a + 15)(@—8). 
S. दिया हुआ व्यंजक = २५(1922-- 15)(19ж— 8) = 7४{8(42 + 5)ҢА(8ш—9)} . 
= (42; + 5)(32 — 2). 
उदाहरण 12. 135 - 202 + 7८2 के गुणनखंड निकाली । 
पहली रीतिं: व्यंजक के अचल पद को ०? के गुणक द्वारा गुणा करो यह गुणनफळ 
`=18xT7a2=91a2 ; अब 912 के ऐसे दो pds निकालो te उनका बीजगणितीय 
योगफल = का गुणक ; अर्थात्‌ - 200 Š 1 
साफ जाहिर है कि यह दो गुणनखंड - Ta और -135 Š | 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 132° ¬ 1302 ¬ Таш + Ta? 
= 13z(x — a) - Ta(z— a) «(c — 6)(18%- Ta), 
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दूसरी रोतिः 
दिया हुआ व्यंजक = 182१ - 20az + Та? 
= (183 x 1324 — 90a x 132 + 18 x Та?) 
= (у? — 20ау + 9167) 


प्रश्नगाला 48 

j mds निकालो : - 
1, 22 +32+9. 2. х? +50+6, 3. 
4, 22 -52+4. 5..22+72+10. 6. 
7. к? +85+15. 8. 2° 95-15. 9. 
10. 2° – 52-36. 11. a? -142+94. 19. 
18. z?-72—830. 14. а? +92 48. 15. 
16. œ? +9236. 17. z*-11z—49. 18. 
19, z?*—82z-—40. 20. 2-112-80. 21. 
22. c*-10z-56. 923. z?-2—49. 24. 
20. ш2+992+190. 26. z*-16z:—80. 27. 
28. z*-527—84. 99. c*-90z-96. 30. 
91. «2-62-72, 92. д? - 9252-84, ` 88. 
34. 2?+72-190, 85. ०-92-80. 36. 
37. а? – а– 56. . 88. 2 - 9т – 90. 839. 
40. a?-15a-64. 41. p'—99p—48. 42. 
43. m'-97m—90. 44. а? -296+190.. 45. 
46. a*—495—109. 47. a?—19a+60. 48. 
49. o*—9265—190. 50. к? -+85-105. 51. 
52. a!—19ab--390*. 58. m?+mn-— 30n? 54. 
55. a'—2ab—15b'. 56. = - 7४३५-8५, 57. 
58. p'—14pq--48g*. 59. .p*--9pg — 804१. 60. 


= Jyly? — 18ay — Tay + 914°) 
= Аии ¬ 13a) ¬ Taly ¬ 18%) 


= ly – 18a)(y — Ta) ; 


J, दिया हुआ व्यंजक = ү%(18ж — 13)(13८ — Та) = үз x 13(z — ०)(132 ¬ 7a) 
(x — aX18a — 7a). 


[ 132 के बदले y लिखकर 1 
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а? t 4o + 8. 

2° — 7z + 19. 

c? — 13% + 86. 
w? — 99 + 40. 
w? +162 — 36. 
w? + 14z — 12. 
w? — 29w — 96. 
2-2-79. 

w° —91z— 79, 
w? +935 – 18. 
w? — 962 + 88. 
w? + 8x — 84. 

a? + 17a — 60. 
m? +m—72. 

@3 + To — 18. 

ш? + 19 — 64. 
w? —gy —49y*. 
а? + ab — 195*. 
ш? + 8zy — 4073. 
७१ + 90zy – 96y". 
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61. a'-4a*-5. . 62. s*-95?—15. 68. z*--82'- 98. 
64. ш°+99—8. 65. a'—10a?--16. — 66. z°-+96z3— 97. 
67. ७१+ १८४ _- 8. 68. z*—90z*--64. . 69. a - 114 -- 80, 
70. 212 - १७५९ - 8, ' Ti (a? +2a)? - (a? -- 90) - 8. 


72. (2° +82)? +3(02 +32) +9. — 78. (४2-98)? - As? — 92) - 8. 
74. (a? – 3a)? -3(a?-8a)-4. 75. (४१-५५) - 40° — 42) — 5. 
76. (z?-2)'-8(z*-z)*19. 77: (22—52) +10(७१ — Ga) + 98, 
78. (a° + 7a)? —8(a? + 7a) — 180. 79; (22+ 6a)? — 89(a? + 6a) — 890, 
30. (z*—82)* -99(७१ — 82) + 180, . (20. 81, 92? -2—15. 
82. 6а°—а—15. 88. 8m*—6m-9. 84. 6z?-72y 94у”, 
85. 10a? - 4169 4- 2152, 86. 19m? -—mn-—90n?. 
87. 1925 + 9829 —5y?, 88. 20a? + ар – 3062. 

| 89. 182° - 5179 + 35y?, 90. 1922 + 9829 – 9493. 


97. x"-px-g के ढंग के व्यंजकों को दो ant का अन्तरफळ 
बनाकर उनका शुणनखंड निकाला जा सकता Š | 
कुछ विशेष उदाहरणों द्वारा यह नियम भली भांति सममाया जायगा । 


उदाहरण 1. 2? - 7८ + 19 के गुणनखंड निकालो 1" 

‘2 — a +19 =m? -प१४+ (१) — ($)१ + 19 [ (2)? जोड़ व घटाकर ] 
-iz*-'2- (31-7 (&8— 19) -(s- 9? -2-( — 2) - (3) 
={(e-$)+4H@-D)-H=(@-3)e—4) 


टीका | यह ख्याल में रखना चाहिए, कि एक पूर्ण बग पाने के लिए ८१ - 2 
के साथ 7 के आधे का वर्ग (अर्थात्‌ z के गणक के आधे का वर्ग) जोड़ा गया 8 1 : 
2° + 9०० (अथवा 2 - 2०८) के साथ a? जोड़ने से जो योगफंल प्राप्त होगा qg एक 
पूणे वे होगा । : 


उदाहरण 2, ш? + 9 - By? - 422 +1295 के गुणनखंड निकाली । 
दिया हुआ व्यंजक = (०१ + 929 + ४१) ¬ (99१ +437 — 1998) 

= (e +y)? —(8y—22)? ` 

={(ш+ у) + (87—22) Fy) - (Зу — 22) 


= (z+ 22) — 2४ 23) 
B—11 : 
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उदाहरण 3. 32!--112—4 के शुगनखंड निकाली | 
32! 11z — 4  S(z* + 3c — $) = Bf? + z + (AB)? — $ 
=3{(ш 242)? — GBR +} = 306+ 33)? - МАР} 
=3Í(z+34) + Heh [Ss А (40)? ] 
= (z+ 4)(z — $) = (z + 4 (82 — 1). 
उदाहरण 4. 80° –102+3 के गुणनखंड निकाले । 
82° — 102 +3 =8[z? — 500+ है) = Bin? — 2+ (है)? - (है; 8) 
= 80 — §)? - dc} = Sie — 8) +H- 8) - 8) 
‚ =8(z —#)(z — š) =(9(z - 3) (4 - 2 
2 = (१ — 1042 — 3)... 
उदाहरण 5. 2a? + 5ab- 12b? के गुणनखंड़ निकाली 1 
9a? + bab — 19b2 = 9(a2 + $ab — 6b?) 


2 2 
‚ uen) - (६6 +e), 
= 2{(८ + £2)? — ७१} 
= 9((a + £5) + 32b(a + £0) — 32-0] 
= 9(a + 4b)(a — $b) = (a + 45)(2a — 3b). 
उदाहरण 6. ас? + (८१ + 1)2 + के गुणनखंड निकाली | 
ах? +a? +1)z+a 


= ale тазын i} 


= os Q9 #1 Ë atl 1) (2 +96 +1 1)} | 


lle ols 


GEER 
а never) 


= (z + a)(az +1) 
इसी प्रकार सिद्ध किया जा सकता है कि 
az* — (a? + 1)2 Fa (2 — a)(az —1), 
$ ак Fr (6१ 2 1) а= (x  aYKac — 1), 
A ах – (a? -1)2- a= (z — a)(az +1) 
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टीका। इन उत्तरों को याद रखना बहुत ज़रूरी है, क्योंकि इनकी सहायता से उपर दिये | 
हुए व्यंजक के रूप के किसी व्यंजक का गुणनखंड तुरंत निकाळा जा सकता है । जैसे, 
82° — 10z + 9 = (z — 9)(82 — 1), 
4z* — 162 — 4 = (ш —4)(40 +1), 
бд? + 942 - 5 = (2 + 5)(52 — 1) ; आदि । 
उदाहरण 7. गुणनखंड निकाले : 
4(z2 + 9z + 5)? + 17(22 + 92 + 5) (x? + 62) + 4(z2 + 62), 
यदि ८= ४१ + 92 + 5 q 05४? + 67 मान ळें, 
तो दिया हुआ व्यंजक = 4८१ + 1768 + 48१. 
और यह आसानी से दिखाया जा सकता है कि 46? + 1705 + 452 = (a + 4b)(4a +b). 
इसलिए यह व्यंजक 
= f(g + 9 + 5) + 4(z2 + 6z)H4(z2 + 9z + 5) + (७१ + 69) 
= (52° + 262 + 5) (522 + 14% + 90) 
= (z + 5)(5a + 1)(5z2 + 142 + 20). 


S? eI 49 
उपर दिये हुए नियमों के अनुसार निम्नलिखित व्यंजका के गुणनखंड निकाले : 
1. c*-4r48. 2. ш? +62+5. 9. z? +82+15. 
4. &?—10z-21. 5. z?—97—48. 6. z'—4z-—45. 
7. z?*-19z-r32. 8. ७१ -62- 55, 9. a*-r2ab — с? +Qbe, 
10. ४9*+292-9५* +9у. 11. z'-c6z—y?-r4y-b. 


12. a*-4ab—5b* —c* + 600, . 18. 2 – 629+ 6y* —s* + 498. 
14. z?-10zy-16y!—-4z*--19ys. 15. a*—19ab—18b* - 9с? + 4956. 


16. z*-r19zy-9s*-r936ys. 17. z*-14zy – 15у? — 9562१ + 80yz 
18. Qn'—5e-8 19. 8272-52-98. 20. 321+140+8.. 
91. 40° + 72 ==, 9. * 22. 6z? + 5 — 9. 23. 62 э, ba ima 4. 


24. 62'-72—3. 25. 82१5-92-16. 26. 42१5-47-95. 
97. 6z*—2-—12. 28. 3z*—162—19. 29. 99* - 92-98, 
30. 92७१-52-49, 81. 302 +180— 30. ` 82. 1951 +४- 6, 
88, 942 + 1ab- 15b. ` 94. . 62१ - 18zy + 6y*. 
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35. Gm - 112 - 707, 36. 30° + 5ра – 184". 
87. 84° - 1460 – 155%. 88.. 10т°+11тт— бв; É 
89. 1922+ 13zy - 47°. 40. 152° - 1169 – 1299 « 


9 

41. 2a2—-5abt+2b". 42. 3a?-8ab—8b*. 43. За? + 8७४ -8y*. 
44. 44? + 1686 - 4. 45. 44° -1T7ab-40?. 46. = —94x—5. ; 
47, 522 —96х2у+5у". 48. Ga? +372 + 6. 49. бад + 85ab — es 
50. 6a? - 3869 - 6b2. 51. 7a? — 50ab + 10 2 52. Tor 48ab — 7b š ' 
58. Та?*—48а05—ТЬ%. 54. 8m? + 63ху — 8y”. 55. 952 — 89zy + 99६ 
56. 1022 + 9929 — 107”. B7. 9(0+ 5)? + 8(७+ 0) - 8. 
58, 9(z*- y)! -8zy(z" + 4?) - 200४, 
59. Ala? +b)? + Sabla’ + D?) + 2a? b*. E 

— doy t y?) - 42^ y 
Aa? — 4990 +y”)?  15ny(z* - dey + ) 
3 — 5g? —192. М 69. 866 – 144202 —9b*. 
gat + 26252 — 9908९, 64. 82° = 65a? + 8. 
44% — 17a*b* + 4b*. 


तेरहचां अध्याय 
सरल तादात्म्य (Easy Identities) 


98. तादात्म्य किसे कहते हैं यह 69 वें नियम में बतळाया गया है। वास्तव में 
बराबरी के चिहवाली दो राशियों की बराबरी यदि उन दो राशियों के अन्दर के अक्षर अथवा 
अक्षरों के हर एक मूल्य के लिए एक-सो रहे तो इस अवस्था को तादात्म्य कहते हैं; और 
दोनों राशियों में से प्रत्येक को तादात्म्य के पक्ष (side अथवा member) कहते हैं । 


52-9० +30 यह एक तादात्म्य है; कारण 5० और 92+ 9० यह दो राशियाँ 2 
के हर एक मूल्य के लिए एक दूसरी के बराबर हैं। 5० और 92+ 82 इन दो राशियों को 
तादात्म्य के पक्ष कहते हैं ; Bz को बायाँ पक्ष (left hand member) और 92+ 89 को 


दायाँ पक्ष (right hand member) कहते हैं । 
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T इसी प्रकार (८+ )२ = ८२ +9ab+b? यह एक तादात्म्य है; कारण ८ और b 
के हर सूल्य के लिए यह बराबरी एक-सी रहती 81. वास्तव में चौथे अध्याय में बतलाया हुआ 
हरएक सूत्र (formula) एक तादात्म्य Š 1 


99. तादात्म्य के दो पक्षों की राशियों की बराबरी सिद्ध करके दिखलाने को ही 
तादात्म्य को Rifa (establish) या हल करना कहते हैं 1 

तादात्स्य को प्रतिष्ठित करने के लिए उसके दोनों पक्षों को सरल करके प्रमाणित करना 
पढ़ता है, कि वह एक दूसरे के чуч Ë 1 ग्यारहवें अध्याय में बतुलाये हुए सूत्रों की सहायता से 
दोनों पक्षों में से किसी पक्ष को सरल बनाकर और जैसा उचित हो उसका रूप बदलकर 
(simplification and transformation) zum पक्ष को प्राप्त करना तादात्म्य को प्रतिष्ठित 
करने को सबसे अच्छो रीति है । 

कभी कभी तादात्म्य के दो पक्षों के पदों में से कुछ पदों के वदले एक अक्षर लिखकर 
तादात्म्य को सुभीतेके मुताबिक सरळ बनाया जा सक्ता है। जब आवस्यक हो इसी भाँति 
बदलाव कर लेना चाहिए । 


` निम्नलिखित उदाहरणों से ऐसे प्रश्नों को हल करने की रीति माळम होगी । 
उदाहरण 1. सिद्ध करो कि (८+ 3४)१ + (८ - 3)२ = 9८१ + 188२, * 
बायाँ पक्ष = (a? + бар + 962) + (८ — 6८४+ 9४) [ नियम 549 55] 
= 902 +1862, 
उदाहरण 2. सिद्ध करा! 
а? +b? +c? - ab - be — ca — 3[(5 — c)? +(c—a)* + (a — b? ]. 
बायाँ पक्ष = ३[2८१ + 95? + 962 — Qab — 2४० — 2८] 
= k[(a? + 5?) + (b? + c?) + (c? + 6) - 9689 - 290 — 96०] 
= $[(b* — 2bo + 0?) + (c? — 966 +a?) + (a? — 9ab + b2)] 
‘= $[(0 — 0)? + (c-a)? + (a — 5)*]. [नियम 55 ] 
उदाहरण 3. सिद्ध करो 
(z + 5y — 32)? + (z — 5y + 32)? + Gala + Бу — 3z)(z — 5y + 82) 55 8% 
मान लो कि a zt 5y — 8s और ४०5७-59 + 82 
चायाँ पक्ष =a? +b? + 62.०७ 
= +b? + 3696 + b) 1 
[ चूँकि ८ + b (० + 59 ¬ 35) + (७ — 5y + 38) = 92) „ 
=(a +b)? [ नियम 57 ] 
= (20) =8z5, 
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उदाहरण 4. सिद्ध करो : (p+ o)(b — c) + (०+ aXo — a) + (+000 5) =0. 
बायाँ पक्ष: (b? - 02) + (०१ — a?) + (a? — b°) [ नियम 56] | 
=b? — 02 न- 62 —g? To? -p 
=0. 
उदाहरण 5. यदि s=atb+e हो, तो सिद्ध करो कि 
(as + bo)(bs + ca) (cs + ab) = (G+ b)? (७+०)१(०+०)१. [ कलकत्ता, 1902. ] 
аз + bc a(a + b+ c) + bo 
=a? -- a(b -- c) + bo a? + а + ae + bo 
(a 5) - dat) =(a+bXa +c). [नियम 611 
इस प्रकार bs ca (कन 9 + c) + ca — 5* + b(a +c) + ao 
=}? ab t bo-- ao  (b-t o)(b +a) ; 
और cst ab - c(a- b+ o) + ab c* + cla +b) + ab 
= c? + ca + cb + ab= (о + a)(e + b). 
° चायाँ पक्ष (a + b)la + o)(b + o + alo + aXc + 5) 
=(a +b)? (b t c) (c +a)’. 


उदाहरण 6. सिद्ध करो कि 4282 - (a? + ७१-०) 
= s(s— 2a)(s — 20) (5 - 20) यदि s a t bt c हो। 
बायाँ पक्ष = (205)? — (a? + 5° — ०१); 
= {2ab + (a? +b? — ०१) ४५6० — (a? + b* — c?) 
={(a? + 969 + 5?) — сс? — (a? +b — 2०0) 
={(a +b)? — "He? — (a - थे) ex 
= (@+Ь+ o)(a-- b —o(o-- a — bo — a — 5) 
= (a-- b-t o)(a-- b — oYX(o-- a — D(o — at b) 
=(а+Ь+ oY(a -- b-- o — 20 (o +a 5 — 95) 
x (b+o+a-9a) 
= s(s — 90)(8- 25)(8 - 2a) ; 
= s(s — 2a)(s — 2b)(s — 20). 
उदाहरण 7. यदि 9s=a+b+o हा, तो सिद्ध करो कि 
(s-a)? 4 (s—2)* +8(s—a)(s—b)o= о", 


अब 0-95s—(a- 5) (s—a)-4 (s - 0). 
COO. Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 
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इसलिए (४-७)१ + (४-४) +3(s—a)(s—d)o 
= (s — a)? + (s — b)? + 8(з— a)(s — bH(s — a) + (8-0) 
={(s—a)+ (s - b) — c*. 
उदाहरण 8, सिद्ध करो कि (० - 1)१ + ( - 2)१ + (४ ¬ 2) 
= (s — yo — 2) + 9(y —2)(y— 2) + 9(z —z)(z — y). 
मान लो कि q=z—v А 
b-y—s | इससे पाया जाता है कि a+b+o=0. 
о=з—@ 
इसलिए {(ш—у)#+(у—а)#-+„(а—ш)?} 
— (x —y)(z — z) + 2(y — г)(у — ш) + 9(s— ш)(в— v) 
= (a? + b? + c?) — {2al — c) + 9b( — a) + 9o( — b} 
=a? +b? +67 + 966 + 260 + 9905 (G+ b+ 0)” =0 ; 
`. (@-y) +(y—2)? *(s-2) 
= 2(a — ४)(७- 2) + Ay — а)(у — 2) + 2(s — ७)(४- y). 


उदाहरण 9. यदि 95=८-+४+० हो, तो दिखाओ कि 
9(s — a)(s — b)+ 9(s 508 c) + 9(8-८)(8- а) = 952 - a? - b? — o3, 
चूँकि 92+ 990 + 92% (०+ y) (yz) - (2) ; 
` इसलिए 92(s—a)(s—5)--9(s— Ь)(з с) + (s — es — a) 
= {(s — aXs — b) + (s  )(s — с) + s — Bs о) + (s — eY(s — а) 
+{(s —c)(s — a) + (s — a)(s — शो. 
. अब (s — а): — 5) + (s — b(s — о) = (s — Ъ){(в— a) + (s о)} 
=(s — b)i2s - a — o] = (s — b)b 
इस प्रकार (४-- 9)(8- ०) + (s— os —a) = ($~ ०)०, 
और 3—c)(s—a) + (s - a)(s — b) = (s — aja. 
-. दिया हुआ व्यंजक = (s – b)b + (s — ८)०+ (s - a)a = (6+ ०+ a) - b - 0 — a 
= 952 -- д2 — 82 - 62, 
उदाहरण 10. यदि a+b+o=0 हो, तो सिद्ध करो कि ८१ + ४3 + ०3 = 30, 
चक ८+७+०=0, o= —(a- D) 
SS बायाँ पक्ष =८१ + ४१ +{-(८+8)} १ 
=a: +b? — fa? +b? +8606+ ४») (नियम 57) 
= — 8ab(a + 5) = Babi — (a + b) = Заро. 
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टीका । स्पष्ट सूचित होता है, कि यदि ०+४+०=0 हो तभी а +४ ro 
Заро तादात्म्य प्रतिष्ठित होता है । जो तादात्म्य उनमें आये हुए अक्षरों के किसी खास मूल्य या 
मूल्यों के लिए सच हों उनको कल्पित तादात्म्य (conditional identities) कहते & | 


उदाहरण 11. यदि ०+४+०=0 हो, तो सिद्ध करो कि 
a? +tab+tb? ० 8१ + 56-02 =о® -- ०4-००, [ इलाहाबाद, 1998.] 


पहली रीति! चँकि &+8+ ०-0, इसलिए पक्ष बदलने से, 
TER а= —(b+c), b=-(c+a) c= – (2% 6) : 
"дз +аъ+Ъ1=4—(6+ 03+ (6 jo 2१, 


| as а= —(b+o)1 
(boy - (b+ o)b + b" bot š 


=? --956-- c? — b? - bo + b? 
=b? + ba + c*, 

और  al+ab+bi=at+al-(+a)jj+Í— (+a), 

[ चूंकि b= —(e+a)) 
=a? — a(a + a) + (e + а)? 
=a? — ca — a? + o? + 9ca ta? 
А = cat 67, 
इसलिए... a*!-cabcb!-b!-bcco!—c* +- 06 ta". 


दूसरी रीति! | 
a! -- ab -- b? =а(а+)-+ 9१ =í—(b+o)(— o) + b’ 
= (b+ c)o +b? — bo t0? + 8 =b" + bo + с", 
और b? - bot о? e Ь+ o) +०१ ={—(c+a)(—a) +0" 
= (0 -F a)a-t- c? — ca +a? +o? =o? +cata’. 
*, a? t ab: ४१०७१ + 80 c* = с? +cata". 
उदाहरण 12. यदि ७७-०5 y-c-atb और g-a-btc हो, तो 
सिद्ध करो किं (b — aja -- (o — b)y + (a — ०)४ 5०. 
अब (४-५)=(४-०)(७-०+०)=(४-०){(७+०) - dd 
z(b—ay(b-- a) – (b— a)o 519 — a* —bot 66 ; [नियम 56 
(c — by — (७-४७)(०-०७ +b) - (c — ०((०७+ ०) - a} 
= (c — bY(o-- 5) — (c  5)a 55०१ - 8? - 6६ + ab ; 
(a—c)s7(a—o)(a — bo) - (a — eY(a t o) — b} : 
—(a—oX(a- o) - (a—c)b —a* —o* —ab-* bo ; 
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`. (-)७4(८-४)४५१- (७- ०४ 


=b? —g? + 62 —b? +a? – с — 80 + aa — ca + ab — 69 + 900, 


उदाहरण 18, यदि =+ 6, y=cta और z=a+b हो, तो सिद्ध करो कि 


७९ +y? +z? – уз — sm — 99 =a! +b? c? — bo — ca — ab. 


चायाँ पक्ष = [952 + 29? + 92? - 998 — 922 — 9] 


3[(z* — 9zy + y?) + (y? — дуг + z?) + (s? — 98% + z?)] 
[ पदो को सजाकर ] 

= [¬ у)* (y — 2)? + (z —z)?] : [ नियम 55 1 
=Z +0) — (c +a) + (c +a) — (a -- 5)? +{(a +5)— (b+ c)2] 

[ z, y, 2 के सूल्य रखने पर ] 
= 3[(5 — a)? +(c—b)? + (a — c)*] 
= 4[(b? — 95a + a?) + (02 — 268 + b?) + (a? — 9ao+ с?) [नियम 55.1 
3M (2a? + 22 + 262 - 9० — 20a — 2a5)] [389 करने पर ] 
=a? +b? +¢7 — bo — ca — ab. 


उदाहरण 14. यदि 9s=a+)b-+o हो, तो सिद्ध करो कि 


सिद्ध करो : 


(s — a)? -(s-5)* +(s—c)? +s? ०० «७? +02 +०१. [ इलाहाबाद, 1996.] 


बाँया पक्ष = (3१ — 968 + 62) + (s? — 9bs +b?) + (s? - 968 +67) + 82 
= 452 — 9s(a + 9 +c) ta? +b? + c? 
—4s* — 98 x 2s +a? +b? + ०१ 
= 43? — 45? +a? +b? +¢7 =a? + b2 +०, 


AAAS 50 


(a? + ax — z*)(a? — az -- 27) =a! - a* c? + 9697 - к“. 

(a? — az t z*)(ax — a? +27) 555 — a?z* 5- 9000 — a*. 

(a + b o(a—b —o)-- (b -- c - а)(а— ४ +०) - 2b(a — b — c). 

alw? —2) + 8х(ж + 1) = + 1) (2x + 1). 

७ + ж+ж(ж + 1) (3o + 1) — Qala + 1) =z2?(z +1), 

(a? + b?)(c? + 2°) = (ac — bd)? + (ad + bo)?. 

(a+b)? — (o d)? +(a+c)? — (+ 2)* =9(a +b + ०+ a)(a — d). 
(a+b+0-d)(@—a—b+c)=07 - (a--b д). 


< 
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9. (b+0)?—a? और ८१-४१-०१ +2४० का PARS 9७१७१ + 9603 
+ 9२०१-०४ – ४५-०९ & 1 
10. (a+b+c)!—(a+b—c)!+(a+o 5) – (9+०- a) = 860. 
सिद्ध करो £ ; 
11. (a?+b? +0")? - (02 +0? – a) – (a? - b2 +07)? 
+ (a? +b? — c?)* = 84१३, 
12, (b-ctdta)\d+a—bt+e)t+(c—dt+atbb+ord a) 
= 4(ad + bo). 
13. (b+ota—d\(b+ce—a+d)=2ad+ bo) - (a -b -o +d") 
14. 4(ad +b)? - (a? —b? – с? + à?)* З t 
=(at+d+b-—clat+d—bt+olbto+a—adlotc-ard), 
15. (ш-у+)#+(у—я+)# +(а—ж-+у)* + Ax y + 20у — s + z) 
. +9(-2+छो(2-2+9)+9(४-2 + ४ (४-४+ в) - (st y ts), 
‚ 16. (a? +02 +02) +y? +27) - (an by + сг)? i 
E = (ay — bz)? + (em — az)? + (bs — cy). 
317. (ato)? -(b- 0)? —8(а+ cYb + ०(७- 8) - (a — D* 
18. (z —ay + bz)! + (z + ay — bz)? + 6z(z — ay + bz)(z + ay ०४) = 82" 
19. ¿(a+ b+ c)? — (2+5): + (b+ o) +(c+a)* 
S 4- 9(a + b) (b 4-c) + 9(b + c)(c + a) + 9(o + a)(a + ०), 
20. 8(a-Finto)! =(4+b)?+(b+20+a)® 
+ 6(а+)(5 + 20 + а)(а +b + о) 
91, 27a Fb +0)? =(a+3b+ 20)? + (2a +0)" 
+ 9(a + 8b + 20)(2a + cY(a + b + c). 
22. यदि s=a+b+o0 हो, ता सिद्ध करो 
(s — 3a)? + (s— 38)? + (s — 30)? = 30 — 2)* + (b — 0)" + (а— а)*} 
28. यदि ab-Fbo-- ८७६0 हो, तो सिद्ध करो 
() a+b? +07=(4t+b+0)? ; 
. (ü) a*b? +070? + 6१6 = —9qbo(a + b+ c) 
24. यदि 9s=z-+ +5 हो, तो सिद्ध करो 
J dys — (४१4१-22-9१)? = 16s(s — ж)(з — у)(8— z) 
95. सिद्धकरोकि ` 
(c+ By +192)® (s— 9y — 192)? +6z(z + 99 + 192) — 2y — 199) 
= (62+ 6y — s)! + (6— 6y — Bn)? + бх(ба + Gy – 2)(s— 6y - 99 
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26. सिद्ध करो कि 
(a +26 + 80)? + (a —— 30)? + 2(a + 2b + Bea — b — 30) 
=(3a +y +3)? +(0+у+2— b)? - 9(86 +9 - zY(a y 2 — 0). 


27. सिद्ध करो कि (z — y) + (y — 2)? + (४-9) = 3(z — yXy — z)(z — z). 
28. सिद्ध करो कि (४-४)१-(४-2४)(४-४) 

-(y — 2)! – (s - ८)(०-४) 

=(z—a)? — (z у) —2) 

= -—{(ш- у)(у— s) (y — 008—0) + (g — z)(z — 9) 
29. सिद्ध करो कि (2-0): (0-0) - (०-०) = 9( - ०)(०-०) 

(७-0) — (c-a)? — (0 – 0) = 90 - ala — D), 

` (c-a)? -(a- B* — (6-0)? =9(a — bb — o). 
30. सिद्ध करो कि (a—-5)!-(a-B(b-o)-*(b—9* 

= (b с)? + (b — ०)(० - a) + (c - a)? 

=(a—a)° -- (c —a)(a -b)+ (a — b)’. 


विविध प्रश्नमाला ш 
I 


* 4. नीचे के व्यंजक को (i) у के घाता के अवरोहकम से, (ii) z के घाता के आरोइकम 


७१४न-८॥४ - ७११५ - 7002-20 + 2120 – 9у8° — 9y?s. 
2. यदि 85 - और ४०9 हो, तो 
Uy - 2) - s [2 (3a - (ta а) का मूल्य निकाली | 


$ 8. यदि ४- i = p, तो सिद्ध करो कि z -à-r + Зр. 

d 4. ७९-9० को 2-४ से भाग करने पर भजनफल कितना होगा 9 

| f (6+9+ 6)? -(७-४+०)* +(a +b ०*-(४+०-७)* को हल करो और 

__ wRa-b-o- —4 हो, तो उसका मूल्य निकालो । . 

- 6. ४१-(४-9 +2)(6+ 9-४), ४१-(४-७क१४(५१८-४ और 
- 22-(४-४- ya — y) का योगफल निकालो 1 ` 


Cc ES 
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7. (a-b+ct+d\atbt+c—d) को A?- p? के =ч š प्रकट करो। 
8. 49* + 1929 + 9४१ — 8८ - 19у के गुणनखंड निकाला | 


П 
1. ऐसा व्यंजक निकाळो जो ००१ + ४८१४ + ३००१ +४१ से जितना बड़ा है 
дах? + 3(3 — b)n*y + 2(8a - olny? + 54/3 के चौगुने से उतना ही छोटा है । 
2. नीचे दिये हुए व्यंजकों के योगफल का सरल गुणनखंड निकालो : 
(8 —1)m* + am? +(c—b)m? - bm —9, am? — (a — а)т? + (a Dy + 1 
और (a — b+ 1)m* — (ga — b)m? + (a + b)m? — (a — 9b)m + 1. 


3. FT + 3८१ +92 +1 को E - 928 + 1 से गुणा करो । 
4. प्रमाण करो कि {lac + bd) + (ad — boy]? + (ac + bd)y — (ad — boja}? 
= (a? + b*YXc? + 220° + y?), 

5. ८-०, ७०७ और 2-०का लगातार गुणनफल निकालो ; और इससे सिद्ध 
करो (z—3) —29?—92?--97z—97. 

6. z5—pz'-gz*—oz* +72 -1 में ४-1 का भाग दो । 

7. a'ta'b-a*b*-ab'b* और &१९-८४+४* को गुणा करो और 
ue को a—a*5*--b* द्वारा भाग करो, और दिखाओ कि यह (a? +42)? से «१६१ 

रा है। 
8. गुणनखंड निकालो : 
(i) ab —ac — 5? + bc ; (ii) b? — 1900 — 4a? - 902, 


Ш 

1. (»/७- Jot Ja)? + (Гс Noat Naba? -- (abc - Эт+ ne _ 
+i, (/०- Jat AD! +( Voa — M abt ४६०४१ + (/abo — 9७+ ma 
+3(०-५ और (०-2 b+ (0-2 Aboot + (६ + 8 +#- „ђе 
+ (४--४- 9v) का योगफल निकालो | d 

2. аа +") से 3a'—65a'b--95*, 8०१४-3७१ +968*, Бар? 
= 4a" — 86१9 और 2a? — Gab? + 45* का योगफल घराओ | 

3. यदि ०+४8 और ०४6 हो, तो a2 + १ का मूल्य निकाली | 

4, यदि ०=89, b= -69, ००४ हो, तो 4902 + 9(a-- 2)? — 42a + 20० 


+ सूल्य निकालो । 
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5. ० (४-४) +४१(४-७) -2*( — y) को y! -&४- z? +2४ द्वारा भाग करो । 
6. 4a- 3 ०) के 
7. सिद्ध करो कि (1+०+१)१ — (1-2 +४२)१=५०(1 +z), 


8. यदि ०, +० аза 7, ©, तो सिद्ध करो कि (s—a;)? + 
(8-69) +(s—as)? + **० 4(s पक्के =a, +аз? tas? tetani, 


IV 
E ‚2 = —m और а=ї मान कर (Ür—8lmn--9m?)p! + 3000-02 
7 2in*)p*q-* 8(2m?r – Inr — mn?)pg? + (Smnr — Ir? — Фп")? को सरळ करो 1 
2. fast + 60८१८७४ – 825705२2१ + §७२८+१9 में से कितना घटाया 
टाया जाय 
कि शेष 47८२०१ — 00708१ + 98532 — 53a°a'+6, 655959 — 3242bz3 + 
айд - '056072*+11 और 2८126 - 134553 - 6208०१ - 1035१2 -90 के 
योगफल के समान हो ? 
5 
8 а- 20१55 + 4०१४ _ 82 + 16025 - 393४ को at +90 से गुणा 
क्रो । f 
` 4. नीचे दिये हुए व्यंजकों को ८ के घातों के अवरोहक्रम से लिखो : 
(i) aš +b? o' —3abo; (ii) a*(b—-c)4- b* (c — a)  c*(a 5) ; 
(iii) a*(b— c) - b*(c — a) - c*(a — ७), ; 
5. ota, stb और eto को लगातार गुणा करो । इसकी सहायता से 
(z — 7)(z + 8)(z — 19) में ८ और z के गुणक निकाली 1 
6. सिद्ध करो कि (ab + cd + ac + bd)(ab + cd — ac ba). 
* सळ +07d* - 6१०९ - paga. 
7. यदि &4+7+ 8, b=rts—p और о=р+а+ғ हो, तो सिद्ध करो कि 
а? +b? +0? – 269 — 960 + 9896 =+2, я 
8. 2° +802 +910" - 18600 का ०१ +4? + 9०१ - 608०-8० — 9४ से 


| भाग करो। 


V 
1. . यदि 646 और ४= -37 हो, तो 494१+ 12605 +8101 का मूल्य 
निकाली 1 
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2. ऐसा व्यंजक निकालो जो ४०१५-4०२५१ -/४ से जितना छोरा है az 
— ८2१.५१  exy* से ठीक उतना हो बड़ा है 
8. यदि 2s=a+b+b दो, तो सिद्ध करो कि 
(s—a)* + (४-0? + (४-०१ + 8१० 67 +b" +0 
4. सरल करो... (56-7०९ +(8с– 3a)! + 8(2а + ०(86 — 70)(8с – За) 
Бб. सरल करो. (9०-८ +8० - 420° +2 08m 4) न 
(223 +02 — Sa 4) x (220 + z? + 9z — 4) 


6. सिद्ध करो कि ete +) -(०- Jate -e+ Iet- +1). | 


1. a-b को ढ- से भाग करो। 
गुणनखंड निकाली | 
(i) Gato? ta'm- bas? —a*z* ; (ii) zy(1+=2)+ डळ + y*). | 


VI 


1. 8765943 x 8765943 — 8765938 x 8765938 का मूल्य निकालो 1 

2. Es +10842 +144ab? + 640° का मूल्य еї, जब कि २29 व 
b= - 98 | 
8. ८२+१+०२ - 3०० को a--b-ko से भाग करो ; इसकी सहायता से- सिद्ध | 
करो कि a? + ७ +03 — 8680 = (a + b + o)((a — b)? + (b с)? + (a - ०) १} 

4. (az+b)+(oz+d)?+(be—a)+(do-0)? को а? + 9? +०१ td’ 
द्वारा भाग करने से भजनफल क्या होगा ? 

Б. (०-1)(०-3)(०-4)(2-6)+34 का दो वर्गों के mme के रूप में 
प्रकट करो। इसके द्वारा यह सिद्ध करो कि दिया हुआ व्यंजक हर हालत में घनात्मक है 
और यदि ४२ -7८+ 950 हो तो उसका मूल्य 25 होगा । 

6. (८१-७१ -०१+१)१ —4(ad — bc)? के चार गुणनखंड निकाली t 

1. ग्रणनखंड Rm: (i) а? -260 + 8? + 96-98 ; x 

(ii) 6a2 b2+6a—-3b; (ii) 15z* —4zy — 4y? + 102 + 4y. 

8. (8z—y)*a* - (+y) as? --9(z + yant g को 

(92 — y)a? — (2+ y)az +2? से भाग करो । 


VII 


E: 1. यदि ю+у+а=8 और шї ну 652-50 हो, d шу+ув+ею का | 
` मूल्य निकालो। | 


4 
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2. सिद्ध करो कि (Wa — 84)" + (85 - bo)? + (5० — 2a)? 
= 2(2a — 8b)(2a — бо) + 9(8b — 5c)(3b — 2a) + 2(5c — 2a)(5c — 3b). 
a 8. गुणा करोः 2+ ytz- zii - Dii = ES और at + у? + 11 
e a a alg — a?) — able +a)?  b(z? +a 3) को a*(z — a) + bz(z — 9a) से 
5. सिद्ध करो कि 
(1625 — 9087 + ба)? + (1 — 2°)16(1 —z2)2 – 90(1 — 2°)+5]2=1, 
б. ztytzz-ytze ety—z और 2-+ у को लगातार गुणा करो | 
7. mads निकाछो : (i) 6१ +८ - 15 ; 
Gü) 85(z — y)* — 41(z - y) + 19 ; (iii) 112? — 547g? + 68y*. 
8. यदि 2+५+=0 हो, तो सिद्ध करो : (८--४)(/- s +) = —шув और 
ही 


VIII 


1. х? वाळे qq तक लिखकर 1+а0+ ed ० और l+bat 
Ds का गुणनफल लिखो | | | 
2. यदि z+y+s=15 और ८४-४४" 3०85 हो, तो Z? ty? +5: का 
मूल्य निकालो।. ` ivg 3 
3. यदि ८२+ -1-c +d? हो, तो सिद्ध करो कि 
(ad — Ьай + bc) = (a — oY(a + с). 
4. (az + by)? + (az-—by)? + (bz —ay)? + (ba tay)? को (८+)? 
34002 - ४) से भाग करो। ` | 
Б. मूल्य निकाले : g? +22 P +Ñ और ८* fl «qo i = al 
6. यदि ba =ay हो, तो सिद्ध करो कि (6? +y")(a? +62) = (6७ ४७१. 


xs Var [чаќ чїч, 1910. ] 
4. सिद्ध करो कि (z: ty e + °) + 9z(z2 + yay + z) + 42" ys 

à = (z? t zy + тв + ys) 
8. %*- 112१/१ +9* का गुणनखंड निकालो | [ बम्बई, 1897. ] 
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IX 
24. ८८-22 का а? — 62 +z? से गुणा करो 1 


з +968+ 6? -०१)(67 - 9585-02 
सिद्ध करो कि (a? F2ab +b? — o2)(a2 — 2a » T E 


2 == d? Ü करो कि 
Fe हो. (ac — bd)? + (ad + bc)? =1 


(= + 3 | š का विस्तार:(७६०४।००) लिखा । [याने ४ + = का घन (cube) 


निकालकर जो राशि निकलती है, वह लिखो । ] 


1. 


1. 


सिद्ध करो कि (a? +ab 3+ b? Ya? — ab VI + 5?) = a + 9९ 


з(62 — ०२) + 53 (c* — a?) + c* (a? — 5?) को 
(02 – 02) x 6*(c* —а*)+с%(@ Nene ае! 


सिद्ध करो कि (z — a)* (b — о) + (z — b) (c — a) + (z — c)? (a — b) 
2G" (b — o) + b? (c — a) + c? (a — b). 


समीकरण हल करो : (7+ z)8-z)- 3 पळता -0*. 


X 
यदि z + = = 2(& +m) 2- 2 = 9b, yt > z9(c-- 2) और 


४- = =9d हो, तो syt = का मूल्य निकाली | 


2. 
8. 


M 


5 
6. 
7 


निकाळो ।. 
8 


b AE bs 
west: (ह * „) "५४०८ +(६ - ८) - 
सिद्ध करो कि (1 +a)2(1 +०) - (1+ o) (14-2) =9(G — ०(1 — ac). 


सिद्ध करो कि (४१ — ०)(४ + ० ¬ 9)१ + (०२ — a?) +a- 25)? 


+ (a? -४१)(८+४- 20) = 0, यदि ८+४+०=0 हो | 


оъ ०7 -biot AV _ ८१४४ को at +४ З गुणा करो । 


15 — 412+ 14 के गणनखंड निकाली 1 


. & का मूल्य इस समीकरण 217 _ 2271), ४०-४) _„_०+1 y 
4 9. gg. 


4 और 5 दोनों की आमदनी समान है । 4 अपनी आमदनी में से पाँचवां हिस्सा 


बचाता है। किन्तु 2 साल д से 880 अधिक खर्च करके चार साळ के बाद £220 का 
क़ज़दार हो जाता है। उनकी आमदनी निकालो । 


— 
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खौद्हचाँ अध्याय 


महत्तम समापवर्तक (Ho Wo) (Highest Common Factors) 
( युणनखंडीकरण द्वारा ) 


100 परिभाषा : यदि दो अथवा दो से अधिक बोजीय व्यंजक किसी दूसरे बीजीय 
व्यंजक द्वारा पूणेतया विभाजित हों, तो इस दूसरे व्यंजक को दो अथवा दो से अधिक व्यंजकों का 
साधारण गुणनखंड (common factor) कहते E । 

ध्यान में रकंखे। यहाँ व्यंजक द्वारा अकरणीगत व AJEA (rational and 
integral) व्यंजक सूचित होगा ( नियम 91 को टीका देखो )। 

जिन गुणनखंडों के कोई गुणनखंड निकाले नहीं जा सकते उनको मूल (elementary) 
गुणनखंड कहते हैँ । 

दो अथवा दो से अधिक्न बीजीय व्यंजकों में जितने मूळ गुणनखंड साधारण (common) 
हों उन सबके गुणनफल के दो अथवा दो से अधिक व्यंजकों का महत्तम समापवर्तेक (Highest 
Common Factor) कहते हैं; अर्थात्‌ दो या दो से अधिक enu के अधिक से 
अधिक साधारण मूळ गुणनखंडों का शुणनफल ही उन दो अथवा दो से अधिक eds का 
महत्तम समापवतेक है जैसे, 

चूँकि баа? -1)-9x8xaxaxXbx(zt 1) > (७-1) 

और 15ab*(z* - 82+9) 589 x5 x ax bx bx (2-1) x (z — 9) 

इसलिए, 3, a, b और z — दिये हुए दो व्यंजको में साधारण सूल गुणनखंड Š | 
दिये हुए व्यंजकों का qo qo = 3ab(z — 1). 


टीका 1. दिये हुए दो व्यंजकों में निम्नलिखित weeds भी साधारण हैं ; जैसे 
१ 8a, ७(७- 1), ab, 9(८-1), 8ab आदि। किन्तु इनमें से कोई भी संख्या सूल गणनखंड 
द्वारा बनो नहीं है, और न कोई मूल गुणनखंड ही है । 
टीका 2. स्पष्ट सूचित होता है कि यदि दिये हुए व्यंजकों में कोई अंक (numerical 
quantity) साधारण गुणनखंड के रूप में वर्तमान न हो, तो उनके महत्तम समापवतेक का घात 
(degree) दूसरे किसी साधारण गुणनखंड के घात से अधिक होगा । इसलिए जिन न्यंजको के 
B—12 
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अन्दर कोई अंक साधारण गुणनखंड के रूप में वर्तमान नहीं है उनके महत्तम समापवर्तक को उन 
व्यंजकों का “सर्वोचघातवाला भाजक व्यंजक” (divisor of the highest degree) कहा जा 
सकता है । 
टीका 3. यदि कोई एक व्यंजक 5, दूसरे एक व्यंजक 4 द्वारा पूर्णतया 
विभाजित हो, तो स्पष्ट सूचित होता है कि 4 ही 4 व B दो व्यंजकों का महत्तम 
समापवतंक है । 
टीका 4. यदि कोई व्यंजक Н अन्य कई व्यंजकों 4, B, 0 का महत्तम समापवर्तक 
तो == HE इत्यादि व्यंजकों का (अर्थात्‌ 4, B, C इत्यादि को A द्वारा 


भाग करके जो Sits भजनफल के रूप में प्राप्त होते हें उन व्यंजकों का) कोई साधारण 
गुणनखंड नहीं हो सकता | 

टीका 5. दो अथवा दो से अधिक व्यंजकों में से प्रत्येक में किसी मूल गुणतखंड 
का जो सर्वोच्च घात सब व्यंजकों में साधारण है उस गुणनखंड का वही ( सर्वोच्च ) घात उन 
दिये हुए व्यंजको के महत्तम समापवर्तक में भो गुणनखंड के रूप Я वर्तमान होना चाहिए । 

टीका 6, यदि А=рха और B-p'xq हो, और q और о को कोई 
साधारण गुणनखंड न .हो, तो 4 व 3 का महत्तम समापवर्तक और p व р’ का महत्तम 
समापवर्तेक दोनों एक होंगे । 

रीका 7, यदि A=mxn व = xe हो और 4 व के सभी एकपदी 
गुणनखंड क्रम से m, व m में वतमान हां तो 4 ब B का महत्तम समापवतेक (m व ә का 
महत्तम समापवतंक) X (n व n. का महत्तम समापवर्तक) | 

रीका 8, यदि, 4 का कोई साधारण गुणनखंड न हो, तो 4 व B का महत्तम 

समापवतेक और А व mB का महत्तम समापवतेक दोनों एक होंगे । 


101. सरल व्यंजको का महत्तम समापचतेक निकालना : एकपदी 
व्यंजकों के मूल गुणनखंड तुरंत निकाले जा सकते हैं ; इसलिए उनका महत्तम समापवर्तक निकालना 
बहुत आसान है | 

उदाहरण 1. «१४५०९, ०४४१०1 और ८१७५८५ का महत्तम समापवरदैक निकालो 1 

E यहां इन तीनों राशियों के मूल गुणनखंड a, ४,० हँ; और a, b, ० के जो जो 
Sa घात इन तोन राशियों में सम्मिलित हैँ, वे कम से ८४, ४१ aot हैं। । 
B o महत्तम समापवतेक = ८१७० 
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उदाहरण 2, 4०१८१५५, 362245० और 2400८९५४ का 
समापवर्तेक निकाली | dE e 
अब, 9420१2१४५ =3 x 93 x ०७२०१५४ ; 
36420425 —9? x 92 x 2702०; 
240b'2*y*z2—8x5x9* x bys, 

E स्पष्ट सूचित होता है कि 3, 9 व z ये मूल गुणनखंड तीनों में साधारण हैं, और 
मूळ опыт के जो जो सर्वोच्च घात सब राशियों में साधारण ë वे क्रम से 8, 
9° व ७९ ё । 

इसलिए इनका महत्तम समापवर्तक = 3 x 92 x 23 = 197१, 


टीका । राशियों में से प्रत्येक को उनके भिन्न भिन्न मूल गुणनखंडों के घातों के 
गुणनफळ के रूप में प्रकट करने के बाद, यदि पहली राशि के वे सब मूळ गणनखंड जो कि दूसरी 
राशियों में भी वर्तमान हैं लिखे जायं, तो राशियों के सब साधारण मूल गुणनखंड प्राप्त होते हैं । 
जैसे उपर दिये हुए उदाहरण में पहली राशि के मूल गुणनखंड 8, 9, a, b, ० और, हैं 
और इनमें से 3, 9 और # ही अन्य दो राशियों में वर्तमान हैं । 


| FAAS 51 

महत्तम समापवर्तक निकालो : 

1. a*b? व a2b2. का । 2. 12a*b व 202८3 का। 

8. 92५२ व240११/* का। 4. 900०५४ व 5२४१ का। 


5. 18m?*n* व 4570953 का। 6. 16a?z*y, 402१४१ q 982२८ का \ 

7. 94m*np*, 6070029 4 84m*p* का। 

8. 452/१४५, 162५१३१ व 902४१४८ का। 

9. 362१७१०२, ४445०८ а 902४२०४ का। 
10. 72८७१०१, 96७3०४ व 120८८४८१ का । 
11. 48a'z'y'z?, 6029१७१, 1252*७१०१ व 8425७५८८१ का। 
12. "75m*n!p'g*, 90m*n*p*g*, 105m*n*p*q*5 q 195m*n'p*g? का। 
18. 564१590966, १25०526663, 108a*b*c*d* q 1263०२5 का। 
14. 18१02१४", 49a*y?s*, 6029१४४ q 84८५४ का | 
15. 39a'b'z'ys', 40a*z y*s*, 56b ey 7४५, 795555253 

च 9606१७१५४१ का | 
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102. जिन सब मिश्र व्यंजको' के शुणनखंड आखानी से निकाले जा 
सकते हें, उनका महत्तम समापतर्तेक निकाछूना : उपर दी हुईं रीति इसमें भो 
काम में लायी जा सकती है । | 
उदाहरण 1. ८२७१+ 9०७१ 9 a5b— 4953 का महत्तम ससापवतेक निकालो । 
ab? 4-90? b? = a? b? (a + 95) ; 
और ८5४-4१७१ =a bla? — 4°) = ७२ ०(७ + 2b)(a— 2D). 
- इसलिए महत्तम समापवर्तक = abla + 2D). 
उदाहरण 2. aty? +5 q 2*४+ 22२५२ +a y का महत्तम समापवतेक 
निकालो । 
miy? +205 = xy (s + у°) m ey (z yc? — ey t y?) ; 
और stytt y? y) = yz + 9шу ty") me t y)". 
इसलिए महत्तम समापवतेक = ryle + у). 
उदाहरण 3. 94(2* - १००१ – 0७) व 54(2° — ८७१ — баа) का 
महत्तम समापत्रतेक निकालो । 
पहला व्यंजक = 3 x 8 x z? (z? — १० ¬ 867) = 3 x 97 x x*(a + 9a)(z — 4а) 
दूसरा els = 6 x 9 x ८ (८? ~ az + 66?) -2 x 8° x z3(@ + 9a)(a — 3a). 
इसलिए महत्तम समापवतक = 8 x 9 x 2१ (z + да) = 62? (० + да). 
उदाहरण 4. ८*-162* "व a®+a7x -1062* +8% का महत्तम 
समापवतंक निकालो। 
पहला व्यंजक = (a? + 4x? (a? — 4८0) = (a^ + 4? Ya + 2a)(a — 22). 
दूसरा व्यंजक = (a — 9z)(a2 + 862 ¬ 42?) = (a ¬ 2z)(a — z)(a + 42). 
इसलिए महत्तम समापवर्तेक = a 99. 
टीका | इस उदाहरण से देखा जाता है कि पहले व्यंजक का जितनी आसानी से 
गणनखंड निकाला गया है, दूसरे व्यंजक का गुणनखंड निकालना उतना सरळ न था, तथापि उसके 
गणनखंड के बारे में अंदाज़ा लगाना कठिन नहीं है; क्योंकि यह समभे में कोई कठिनाई 
नहीं पढ़ती कि पहले व दूसरे व्यंजक में कम से कम एक गुणनखंड साधारण होगा। इसलिए 
पहले व्यंजक के गुणनखंड निकालने के बाद, थोडा घ्यानपूवेक देखने से मालूम हो जायगा fis 


दूसरे व्यंजक का एक गुणनखंड a— 25 दोगा। इस से गुणतखंड निकालने का कार्ये सरळ हो 


जाता है 1 
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TAM 52 


निम्नलिखित asst का महत्तम समापवर्तक निकाली : 


991 20 ७ «ое bo 2 к» 


Fa pah ка jk hi 
> 99 m = c s 


1 5 . 


> 
e 
. 


17. 


we N = ы 
BNE © & ° 


ко 
> 


a? - ab? व्‌ ७५ + 96१9 + «१४१ का । 
2५१ -gyi q 2५१ +2१५5 91. 
6(z* - 9) व 15(z* + 27) का। 
19(a* — ०१४१०१) च 20(2* ७१०१ + ८२४८) का। 
mn — 9m5n* + m*n* 9 (m*n —mna?)! का । 
1a*z — 9८२2१ च 4८१? + Gaz? का | 
18652 — 326257 व्‌ 18645? + 94a? b? H 
9z*y* — 36z?y* q 9429? — 48239१ T I 
6८१४? - 2460५ व 4८४७+ 39a? b* का। 
48z* a? (xz +a)? (z*a* - ха?) à 64(25 a? -gawa + 2१०२) का। 
9423 — a?) व 40(z* + wa? + a^) का 1 
562%? - 2१०९) व १22८१ + 3४2१ + 2८2) का 1 
30(a? + 4०७+ 8b?) व 42(a? + ab — 60°) का। 
98(z? — Ba? — 10x) व 59(z* — 82° + 152?) का । 
uty + 32१४? — 18229१ q 2१9 + 102१५ + 2429 का । 
“2-40७ — 194225 व्‌ ८४८१ + 86487 + 19а®ш* का | 
45° + 192? +92 व 420 – 9८ ¬ 12 का 1 
a? —ab — 9b? व a? — ०२४ - 4ab? + 4४१ का। 
s? + 82-10 व 2१ - 2 - 142+ 94 का | 
54(८ +8८3) .व 90(z? + 7697 + 164? 2 + 19a?) का 1 
(a? —b3)(a-- D)*, a* — bt ब्‌ 84८ + 4१७ — 6०१३? का। 
(02-3) (02 +a 9), 42१ -&- 18 व 992 ~ 93८ - 54 का। | 
8(27a"b + a*b*), 19(6a*b* — 7७९४९ - 3०२४१) व 
40(8a°b? + 136३3 + 4०३१) का। 
24 — 132° +36, 323 + 132° + 82 — 19 q 42 + 172 + 92-18 का । 
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पन्द्रहचाँ अध्याय 
लघुतम समापवत्य (Go Wo) (Lowest Common Multiple) 


[ गुणनखंडीकरण द्वारा (By factorisation) ] 


103. परिभाषा: यदि एक राशि दूसरी एक राशि द्वारा पूर्णतया विभाजित हो 
जाय तो पहली राशि को दूसरी राशि का अपदत्यं (multiple) कहते É । 


यदि कोई राशि दो या अधिक राशियों में से प्रत्येक के द्वारा पूर्णतया विभाजित हो जाय तो 
पहली राशि को उन दो या अधिक राशियों का समापवत्ये (common multiple) कहते हैं । 
दो या अधिक राशियों के free भिन्न समापवत्ये में से जिस जिस साधारण अपवर्त्य संख्या में 
सबसे कम सूळ गुणनखंड (elementary factors) वर्तमान हॉ, उसको उन दो अथवा 
' दो से अधिक राशियों का छघृतम समापवत्यं (007७७६ common multiple) कहते É । 
अर्थात्‌ दो या दो से अधिक राशियों के उस समापवत्ये को заң समापवत्य कहते हैं, जो उन 
कम से कम मूल गुणनखंडों का गुणनफल है जिसका रहना बहुत ज़रूरी है। अथवा लघुतम 
समापवत्य वह छोटी से छोटी संख्या है जिसमें दो या दो से अधिक संख्याओं का पूरा भाग 
जा सकता है। जैसे, 

ab, १०३, ०१७, ab", а?Ь?...... आदि में से प्रत्येक Wa Th का साधारण 
अपवर्त्य है, किन्तु इनमें से ८७ में ही सबसे कम सूळ गृणनखंड वर्तमान हैं ; इसलिए इसे 
6 व b का लघुतम समापवत्य कहेंगे । 

उपसिद्धान्त | दो या अधिक राशियों का कोई भी साधारण अपवर्त्य उनके लघुतम 
समापवत्य द्वारा पूरा विभाजित होता है । 

104. सरल राशियाँ का अथवा उन वहुपद्‌ व्यंजर्का का, जिनका 
WMS आसानी से निकाला जा सके, लघतम समापवत्यं निकालना : 
ध्यान से देखते ही दो या अधिक व्यंजकों का ळघ॒तम समापवत्ये निकाला जा सकता है। 
निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा इसकी रीति स्पष्ट हो जायगी । 

उदाहरण 1. 4४० और 6१८ का लघुतम Чач निकालो। 

पहला A= 92 ха? x b x o. 
दूसरा व्यंजक = 2 ५ 3 २ ८ % ४१ २ @, 
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इसलिए 2१५८8» 6१ ५४ хохд अवश्य ही दोनों व्यंजकों के प्रत्येक साधारण 
зача का गुणनखंड होगा। 
इसलिए लघुतम समापवर्ल्य =92 x8xa!xb'xoxd 
= 19a* b* cd. 


उदाहरण 2, लघुतम समापवरत्य निकालो : 242292, 1829१४? व 27m y^ g^ का। 
पहला व्यंजक = 23 x 3 x z? x y X z. 
दुसरा व्यंजक 9 x 92 x ५४१ x इ, 
तीसरा व्यंजळ = 33 x &* xy? x ४7, 
इसलिए 23 > 39: ७५ ५३० хә? अवश्य ही तीनों व्यंजकों के प्रत्येक साधारण 
ча का शुणनखंड होगा। _ 
इसलिए लघुतम समापवय = 9१ > 95 xmi % ४१ २ र 
291629? 2 
उदाहरण 8. लघुतम maA निकालो : 4z](z-.a), Gaele- a) 
q 9z*(z* — a?) का । 
पहला व्यंजक = 92 x ८ x (z + а)®. 
दूसरा व्यंजक = 9 x 3 xa? x z x (z + a)(z а). 
- तीसरा व्यंजक = 92 x z? x (z — a)(z? + az +a’). 
इसलिए 22.2 82 २ 6? xg? x (८ +०)१(७ ¬ а}(ш*+аш+а?%) Sms तीनों 
व्यंजकों के प्रत्येक साधारण अपवर्त्य का TS होगा-। 
इसलिए लघुतम समापवत्य 
92 x 82 x a2 xg? x (z + a)? (z — 6)(७* + az + a°) 
= 86a2z3(z + a)2(z3 — aš). 
उदाहरण 4. ल्घुतम समापवत्य निकाले: o?-32+2, 2° + १०१ - 3 व 
2१+ - 62° का। 
पहला व्य जक = (z — 1)(z — 9). 
दूसरा 9% = (2? + 9८ - 3) = х(ш— 1)(z 8). 
तीसरा व्य'जक = z*(z* +z — 6) ==? (z — 2)( + 3) 
इसलिए 2१(०- 1)(2 ¬ 9०+ 3) अवश्य ही diit व्यंजकों के त्येक साधारण 
अपवल्य का गणनखंड होगा | š 
इसलिए लघुतम समापवत्ये -७१(८-1)0०-2ॉळ्कछो, а - 


` 
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उदाहरण 5. लघुतम समापवत्य निकाली : ८१ - 3८? + 32 - 1, 23 - 2 - =+ 1 
mt - 925 +92-1 व ९ - 92१ + 92? - 92+] का । 
z!-9z*-c-8z—1-(z- 1). 
z!-g*-ct*1-z*(r—1)-(«- 1) 
= (x — 1002 — 1) =(z — 1)2(z + 1). 
х“ — 92% + 9z — 1 = (७९ — 1) — 9z(z? — 1) 
=(z° — 1z? +1) – 9} 
= (2° — 1)(z — 1)? = (z — 1)š(z +1). 
wt —95* + 9z2 — 92 + 1=g (x? — 9z-- 1) + (w? — 9z + 1) 
= (७2 — 9z + 1)(ш° + 1) = (z — 1)? (c? + 1). 
इसलिए (z — 1)°(z + 1)(z? + 1) अवश्य ही व्य'जकों के प्रत्येक साधारण अपवर्तय का 


गुणनखंड होगा | 
| इसलिए लघुतम Чаа = (z — 1)3(z + 1)(z* + 1). 
FAM 53 
लघुतम समापवत्य निकाले : : 
1. a2b व ab? का। ` 2. ८१७१ व्‌ ७१४७० का। 
8. 6z*y* 3 10zy* का । 4. 4m?n? q 14m*n?p कॉ \ 
82१४१४ q 197१५१४२ का 1 6. 4a?bo, 100२० व 1450” का। 


7. 859526, 19७०१ व 9025८9 का। 
8. 6979, 92५१2, 126२८४१ व्‌ 15०८४? का। 
9. a'b—ab* q ०११ +८१७१ का । 
10. 4(z—y)*, 6(z* —9?) व 8(z- y)? का। 
11. 22-45+3 व z2—5z+6 का । 
12. a'-92a*z—3az? 4 at ta's- 6a*z? का। 
13. a*(q*—4) च a* +9८3 - 8a? का। 
14. 40707, 9z(z2 — а?) व база? +१) का । 
15. 19(z*--3c—10) च 16(2? + 42 — 19) का। 
16. 2? +92 15,2 +92+20 व 2? +4४-91 का). 
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25. 
26. 
21. 
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12a‘ - 97252, 9८ +८४ — 3b? व्‌ 9a? — ab — 8b? का। 
8a* + 97७१, 8a? — 27b? च 166 + 36८१७१ +81b* का। 
8z* — 50z*y?, 192° + १42१ - 1572 4 16g? – 48zy + 208 का! 
42? —19az--9a?, 62? - Тав — 3a? व 62? - 1102+ 367 का। 
Qn? + 68 F9, 42° — 192? +182 Я 42* +81 का। 
9a? — Gaz +2, 6a? + 100 - 42? च 92 - 9142+ 62 का। 
82° — 195° + 62 — 1, 82 - 40° - 92 +1 व 927 +52 — 3 का। 
- 6zy +8y?, z? – Tey + 19y?, 2° + १० — 159° व 

к? + 90 — 904° का। 
62? -2-1, 372 +72+99 22? + 32-9 का । [ कलकत्ता, 1869. ] 
1+42+ 42 - 162१ q 1+ १८ - 82? - 162* wt [ कलकत्ता, 1871. ] 
92५ —9822+3, 27४4५ — 12g? +1, 97४४ + 62° - 


2५ - 62 +9 का। [ कलकत्ता 1886. ] 


[ अंतिम राशिके गुणनखंडों से पहली राशि का पता लग जाता Š 11 


सोलहवाँ अध्याय 
सरल भिन्न (Easy Fractions) 


105 परिभाषा: ८ व का संख्या के हिसाव से चाहे कोई भी मूल्य हो, т बीजीय 
भिन्न एक ऐसी राशि कही जाती है, जिसका यदि छ द्वारा . गुणन किया जाय तो गणनफल ८ के 
बराबर होता है। अर्थात £ ab के बराबर माना जाता है। इस भिन्न में ० को अश 


(numerator) और b को हर (denominator) कहते E 


टीका । किसी राशि को दूसरी एक राशि द्वारा भाग करने पर जो भजनफळ प्रास 
हो, उसको यदि इस रीति से प्रकट किया जाय कि एक आडी रेखा खींच कर उसके उपर 
भाज्य और नीचे भाजक रिखें तो वह बीजीय भिन्न कहलाता है । 
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106. किसी भिन्न के अंश और हर को किसी एक ही राशि द्वारा 
TUT या भाग करने से भिन्न के मूल्य में कोई बदलाव नहीं होता | 
८, b और m, कोई भी तीन राशियाँ हों तो सिद्ध करना होगा कि 


a am 


b bm 
WM किं०= ८, d ०५४= १५०२०. [ परिभाषा के अनुसार ] 
`. exbXm-axm; अथवा cxbm-am; 
<. z=am-- bm ; अर्थात्‌ cR 
wur $$; वने qmm 
इस प्रकार यह सिद्ध हो गया। 
डपसिद्धान्त | а=) n 2. इसलिए अंश व हर इन दोनों का चिह 


बदलने से भिन्न के qeq में कोई परिवतेन नहीं होता । 


107. भिन्न को लघुतम पदो" में तोड़ना (reduction of a fraction 
to its lowest terms) : 


परिभाषा : किसी भिन्न के акра हर में यदि कोई गुणनखंड साधारण न हो तो 
उस भिन्न को “लघ॒तम पदो का भिन्न” हैं। इसलिए किसी भिन्न को यदि लघुतम 
पदा में तोड़ना हो ( अथवा जैसे संक्षेप में कहते हैँ “सरळ करने के लिए”) तो एक ऐसा 
भिन्न निकालना आवश्यक होता हैं, जो दिये हुए भिन्न के बराबर हो और उसके अंश 
व हर में कोई साधारण राणनखंड न हो ; इसलिए स्पष्ट सिद्ध है, कि दिये हुए भिन्न के अंश 
व हर के महत्तम समापवतेक द्वारा दोनों को भाग करने से भिन्न लघुतम पदों में प्रकट होता है । 


टीका। जिन fus में अंश व हर के मूल गणतखंड केवल ध्यानसे देखनेसे ही 
निकाले जा सकते हैं, उनके अंश व हर के साधारण गणनखंड हटा देते ही भिन्न लघतम पदों 
में टट जाता है। 


उदाहरण 1. 492080 को लघतम पदों में तोड़ो 


= ———  —FF——< —  . s —E..T.À — e 
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उदाहरण 2. हळ करो: ri) 
a* b*(a? — b?) ? 53 (a + b(a — b) a(a-b) — 
Zab (a? + 58) 30040 + 0002 —ab+b*) 302 - 69 + ०* ) 
उदाहरण 8. 5३५०-६१ को लघुतम पदों में तोढ़ो। 
अंश = (z + 8)(z — 5). 
हर = (० + 8)(४- 4) 


दिया (८--8(८-5) 2-5 
इसलिए दिया हुआ भिन्न Gree =a) and 


да? + Зах — 2ab — 372 
SERT. 45 करो — Jax — Sab +92 | 
अंश = 2a(a — b) + 8z(a — b) = (a — b)(9a + 82). 
R= 3ala — b) — 22(6 — b)= (a – b)(8a - 22). ` ` 


А (a—bY(2a--32) 92+ 32 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक =, = maa 2e 


S? «eI 54 
लघुतम पदों में तोड़ी : 
926252 2 622° 3 450000 
1. dab ` ‘Bey ` . 100239? 
1570026, 5 18a^bo*d^ 6. LO avs 
& 389083 ` ७४८१४७१००० ` 40a5z* 
70a? b? ctd" 8 89m*n*p*g* 9 -a 
7. 10504843 8 65p'mn*g! b RT 
w? - 32 422 - 96 За? — 194 ` 
10. 9r—2 11. 42° + Gaz 12. 48b? — За? 
52-12 . 924 — 4422? 402 +82. 
18. 22-1647 WF Foro 10° 2205656 
* 97—8 29-15, а? —8ab - 40% 
16. ८७५४४18 17 ४०५७७50. 15 ८१८४५०७ 
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2 1 a 


28. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 
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64-6९ + 6707 
аз + b? 

g? -- бту + бу 

2 + 9:07 - 35y 
-8&2-065 

g* +27 - 90 

97 *-2-6 

З? – 22 —8 

97? +1602 + ба š 

32° + 99az + Та 

gr +3az— 200" 

806 + 5az — 9a? + bax — 28a" 


z? — (a — b); а 
34 bz? + am + ab 


8bz + 1262 + Gay + 9ay. 


19bz + 8ab + 92у + бау 
а? —b? —9bc—c 
a? +9ab + b? — с 


20. 


22. 


‚ 24. 


26. 


28. 


80. 


32. 


34.. 


1 - ए८-- 12%? 
1-8%+ 152 
1- 952 + 14a* 
1-4a? —21a 
a? — 27४४ 
890 — бат + 2a 
52 + ax — 26 


6x? — Te —90 


92? --62 —8 


10-17az + 36 & 
5 — 96az + 500 


` 6ac-- 1006 + ах + 1809. 


бс? + 902- 2c — 8 
Qa? + ab — b° : 
a? +a°*b—a—b 


108. दो या दो से अधिक frat को साव हर बनाना (Reduction 


of two or more fractions to a common denominator) 


ws करो कि = = ; :--*- आदि कई भिन्न हैं ; और 7 उनके हरां (अर्थात्‌ 
pd fees) का लघुतम समापवत्ये है। चूँकि किसी भिन्न के अंश व हर को । 


किसी एक ही राशि से गुणा या भाग. करने से भिन्न के मूल्य में कोई फेरफार नहीं 
होता, इसलिए 


ax(L+b) -ax(L+b) 


а 0 ^ VI 9, 
b bx(L-b) 
с _ox(L+d) 
d dx(L-d) 


L 


L 


ex(L--d), 


ex(L+f) ex ex(L+f) ; आदि। 


f. fx (L. +f) 


L 
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सरल भिन्न i 


इसलिए तीसरे स्तम्भ (column) के भिन्न क्रमशः दिये हुए fue के बराबर हैं और 
उनमें से प्रत्येक का हर 7 है । 
इसलिए frat को सार्व हर बनाने के लिए निम्नलिखित नियम प्राप्त होता हैः 


भिन्नों के हरों का लघतम समापव॒त्य निकालकर, उसको एक एक हर द्वारा भाग 
करने से जो भजनफल प्राप्त होते हैं, उनसे दिये हुए मिशों के अंश व al को क्रमशः 
गुणन करो। 


2 < 
उदाहरण 1. 5. ७5) और हु) को सावे हर बनाओ। 


दिये हुए दरों का लघुतम समापवत्य = 00° – 5^); और इसको प्रत्येक भिन्न के 
हर द्वारा भाग करने से मशः ab(a 0), b(a + b) और a भजनफळ प्राप्त होते E । 


। cxab(a—b) _ zab(a — b) 
इसलिए a+b (at+b)xabla—b) аа? - ०) ' 


з 2 x bla + b) 30(6 + b) 
a(a—5) a(a—b)x bat a(a—b)xb(a- 5b) abla? — b°) ' 
2° хха va 


bla? - ४७) dla®—b?)xa ab(a*-—b*) 


उवार =. SETET zm 6 c*—4rt8 और 2*- 82 + 9 को सावे हर 
चनाओ 1 | 
इर क्रमानुसार (z - 2x - 3), (z— 1c —3) व (a — 1X2 9) Ë 


और इनका «чан समापवत्ये = (z — 1)(z — 2)(० - 8) 


इस लघतम समापवत्ये को प्रत्येक हर से भाग करने से भजनफल कमशः 2-1 
2 9 व 2-3 होते El इसलिए, š 


2-1 (४- 1)(0- 1) 2° so Lie IL ही. 
22 - 5246 (œ - 89 + 6) - 1) ба? + 11-06 ' 

2-9 (2-2(27-9) . — -ists — 
gers (ш*—4ш+8)(ш—9) =: – 60° +112-—6' 

2-3 (Ct) Ct) ` —6z+9 


—8s42 (z-8s-2(0-8) @*—6ш*+112—6_ 
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अभमाला 55 
निन्नलिखित frat को सावे हर बनाओ : 
1 b, Зо, e, 2 Lu 1 y. 42, 
` 9b 4d f ` Оро 8ca 4ab 
ab bo | 6а A ES ber rod 
8. any! б?р 102° ` a-b a+b alatd) 
a 6, -2%, 2-6. 
5. एः 6-28 » a-b ораз 
1 9а 95 4c 8 Qa 8y š 4z К 
° b b-a a+b ` alatu) (0-а) о?(а ms) 
2 p a. 
9: Qzgy-3y! 922 + Say 43у 92° 
max b 3 4 
10. o toti worl 11. д3 z w +४-6 
12 6- 2b SS NBO 
° a(a*—9ab+4b?) a+ 80% 
13 = य |! ' Жабуу, ` 
° G—3b a?2+3ab+9b2 аз - 970९ 
401. NG АЕ а ee Ea 
Қа- ४-०) a(a—b-c) а? +b* —c? - 9609 
15. 9-4,6 aos p b—- 0 - 
' (a-bXb-c) (७-०)(७-०) (c—aXa—d) 


109. भिन्नो' का जोड़: उपसिद्धान्त 3, नियम 47 से पाया जाता है कि 
a, b, c, d e कैसी ही राशियाँ क्यों न हाँ ; 6(०+०+ d + e) - ab + ac + 66 + ae. 


इसलिए उल्टे ढंग से SP tao 766 tae at аа оаа 25.00, ०2), as 


अब यदि aM ab, ac, ad, ae के लिए p, q, т, s लिखा जाय तो 


संख्या हैं । 
| इसलिए कई बराबर Gee भिन्नों का योगफल एक ऐसा भिन्न है जिसका अंश 
दिये E п मो त A esr क 
i аё ; 


= + = + = + = 1 और p, ат, व а इस हालत में भी कोई 
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इसलिए Rat का .योगफळ निकालने के लिए पहले उनको साधारण ает BTW 
बनाकर, प्राप्त भिन्नों के अंशों के वीजीय योगफल को सावे हर द्वारा भाग करते EI 


6 b 
उदाहरण 1. рр मूल्य निकालो। 


У b bx(-1 . -b 
XS 5-а (b-a)x(-1) a-b 
इसलिए a b @ ~b at(-b)_a-b 


a-b'b-a acb a-b a-b ab" 


उदाहरण 2, + === का मूल्य निकाली | 


ata v- 
चूँकि हरों का लघुतम समापवर्त्ये = 2२ — ८२, 
इसलिए = et E और शट data) 
इसलिए मूल्य = = а) M dete) alo Ho a) ole +a) 25а; = а 
उदाहरण 8. 42, z का मूल्य निकालो । 


a+b 6४-७८ a+b 


इस उदाहरण में तीनों भिन्नों को एक साथ बराबर हरवाळे भिन्नां को बदलना आसान 
नहीं है इसलिए निम्नलिखित रोति काम में लायी जायगी । 


1.5 _(a-b)+b a 
atb a-b b° ८-७ 
a в__ аа? +b?)- ala? —b2) _ аъ? 
इसलिए मूल्य = ढक асн SC tO 


1 4 39 
उदाहरण 4. हल करोः а-а-а + at tie 
1 1 (z+9)—(z—`9) 
2-9 &2t+2 2-4 ४-4 ' 
_4 _ 4 deri 32 , 
४-4 gz +4 z* — 16 2*—16 
; 39 32  . 82८6 १16) 82(2* — 16) 
अंत में 2०-50 7274-16 «c? —956 


в 565 पूछा हुआ मूल्य है । 
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Mee seus lei 7 
उदाहरण 5 हल करो a+b at2b Pe 


А Jade deo. lest 
दिया हुआ व्यक (а) पिता UI 
1 _ 1 _(@+28)-(a+b) 6 
atb at2b (a+b(a+9b) (a+b)(a+2b) 


1 1 (a+4b)-(a+3b) 
और a+3b at4b KOPEDCETO) (a+ 3b)(G + 45) ' 


अंत में 


अब, 


b b bla + 8b)(a + 4b) — bla + bY(a + 2b) 
(1806585) (a-3b(a--4b) — (a+ b)a+ 2b)(a+ 80)(6+ 4b) 
जिसका अंश = Ка? + Tab + 1952) - bla? + 3ab + 2b") 
= }(4ab + 105?) =2b7(2a + 5b). 


2b?(2a + 5b) 
(a+ 500 + 9b)(a + 3b)(a + 4b) 


इसलिए जवाब = 


“WAM 56 
मूल्य निकाली : ) 
atb, a-b т-у 0—8 2-8 
+ a E b 3 cy ys zo 
+ 4 a+b a-b 
E а-л 9-6 " a-b -atb 
a tb a-b. 6 452 +9у2 _ 2w- 3y, 
४७. 22—51 9(a + 5) ` 4७-9४ 2w+3y 
à b а? +ab+b? а? —ab-t b*, 
Се (a+b)? ८४-७६ E a+b मन 
j 1 1 5 1 
9: ada (2200-0) 10. c? = 9 + 9 2—5z+ 6 
teal ane ep RE _ 1 (७०-98) , 
п. g? २711170072 182-40 12: 95 +8у 85 +9705 
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1b. 


17. 


19. 


21, 


28. 


2b. 


26. 


27. 


28. 


29. 


80. 


31. 


82. 


84. 
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सरळ भिन्न १९३ 
atb a-b, 9. Fere 1 96 
a=b arb pat Мз दा араз 
ety т-у १०-५१) 16, @—92_а+92, 8a 
४-४ tty m +у? ‘ati 6-99 ८१% 


Bet] 2-3 52° +945. 4a-b _ 4a+b 411-84?) 


&-8 3wt9 92७४-18 1-4ab 1-4ab 164252—1' 
анат 20. nr aR 
2 
ड t CE t cem y 22; x == — On mum ба _ नन 
2 2\2 


— — — —.Fh ———— 
- . 


8 1 8 H 


—- — — 


a-y ut8a ars ७-3 
9 2 1 3 


RSL m2+1 ctl z?-1 


DEC iri BER इरन 
(a—b)(z-—a) (७-०)(८-४) 


1 1 9 
285+ T zi २57562 —8z+15 
Еда ЕЛАТА + CH gelu X: np: s + ca ~ 
ш? + бад +40? i+ 1168 + 2867 2° + 20am + 91a 
1 9z _ 18:7 р 
2858543 ८२५48 fn en 
Teo क्य Fa ад 
eum eu Soe य दा 
कळवळ loots 1—дш°+* 
L5 291275 mM t z 
2-9 c^-t9rt4 g’ +8 


4 . 
А = a oS SE 


зз हेर क] s: В 4 3860 —. 
16(22* — баш + 9a*) ~ 8957 + 9649 + 144a? 28४०-96) 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


m 


१६४ 


Digitized by Arya Sang pe aoa ९११ and eGangotri 


110. Rer का गुणन: ४ और 5 दो कोई भिन हों, तो Fx ठु का 


е निकालना 1 


फज़े करो कि z = š x = . 


qoxbxd- 2 x € xpxde 2. xbx E xd 


d b 
($=) 
` अथवा aX 08०60 ; are ат: अर्थात्‌, = х 5 bà 
Sea ee) 
& ०६०06 दी ae 


इसलिए еї का गुणनफल एक ऐसा भिन्न है जिसका अंश दिये हुए अंशों के गुणनफल 
के बराबर है, और जिसका हर दिये हुए हरों के गुणनफल के बराबर Š | 


उपसिद्धान्त। चूँकि 0-2, इसलिए £ ५०-४४ वर्ती 


1 b 


उदाहरण 1. गुणा करोः 2, Ú और 2 


गुणनफल = 


ys 20 
cx y? x z2 ps 2х y x z =] 
ysXesmXoy y*xsg*xg 


उदाहरण 2. 75-9 को alate) से गुणा करो। 


а? +942 + д? —9az--c 


= ere ж) X a(a +a) axla -- 2)(6 +z) 
G 


- 2) 6* — dan Fe?) (atc) (ae) ` 
am __ ат, 
^"(a*z(a-z) а*—2' 


उदाहरण 8. गणा करो: 1—9, 1-0. और 14-2. 


lty ata 


ie 1-ctc 1 
цу ы l-g 1 2 
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१९५ 
amga = 2)(1 - ४) , (1--y(1-y), 1 
&(1 + ४) 1-2 
(1 *zY1-2)1--y(1-y) 1-9 
(1 +y)z(1 +z)(1 —z) 2 
TAM 57 
गणा करो : 
1. За 9 X gs o, fab oof | ад 
` Sab 16 ^ 96 ° 8e*' 1642 7 9753" 
3, zt y? q 5 4 7a?b? o? 4929727 
yz эд zy * loys 91а*5*с* 
5 19m?a? 852? ys 
` "oy?z 967?n 
हल करो : 
6, Ztl 2 +m 2 1 а? —9b? | 3a? 
' g-l ^ z +m ` a*-3ab а? - 868' 
8. 4 - ७? (a+b) 9, ° +82" а, - San + 4a" 
а“ tab а? + 69 + b? ` а%—9а%х а? - 9az +45 
19; 2 +4e+8 27-8249 11 -72+10 ,४* — 32 — 18 
2° — 4 2° — 9 ` ४ -2-15 =2-85+19 
2 -42-8., =? — 7z +10 a* —b* 4-०9 
12. a*—Gat+5 ८2-56 18. Qab Fb? а? + 
14, 22 —52+9 30° +2 15 —62—16,.2*—11z-98 
32° -65-9£ 45-9 -4७-9 s:*-—195--39 
a-g? а? – Bb aa 
16. a+b pua * ar © T 
4a , 82\/2b , 8x 
в р pet m T + + a 
п ( | 1) 18 Se 9)/l3z =) 
a, ०० ५)-(०८_ ०.० d 
19. (5 Y | ($ f x 1) 
20 222 72-8. 82 +112 4 2७११७०6 
` 90° +7e-4 35% +853 “921 -11=+15 
91 bš —o? —а* +940, b° +0? — a? - 900 
` o +a -b +940 аЗ —b* +0" 940 
99, 2-4 —b? + 908 , a? —b? +0? - 966 


b* —o* —a*+9ac a? +b? — 02 — 9ab 
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111. . सिन्नो' का भाग: | 
а और कोई दो भिन्न हों, TS + Z का यूल्य निकालना । 


с OMRON ONS 
ma कि #= हु tp पो ० ह 86 द 


c d_a ७ mag. 0४८८ 
BP age Boe अथवा z Baws Ë: 2008 L] 

इसलिए एक भिन्न को दूसरे एक भिन्न द्वारा यदिं भाग करना हो, तो पहले भिन्न को 
दूसरे भिन्न के व्युत्कम (reciprocal) द्वारा गुणन करना होता है। 


a opa l. a 

उपसिद्धान्त) peT I o” o ` 
аЗ +5: а? —abt+b? 

उदाहरण 1. 9990: cut ८-६ ` 


з +03 a—b (a? + 9%)७- 0): _ 
b? а? -ар+ь: (a?—b?)Y(a? —ab-4- b?) 
(a + Ь)(а® — ab + b? Ya — b) 
(a+ bla — bYXa? — ab + b?) 


भजवबफल 


1 


| ` करो; -2 १2-3 „०१ = ४०-10 , ७१ - ५० -5, 
उदाहरण 2. हल करो : PEST а Eine asst ears 
2% +e-2 ., 2 + 2-19 2° – 43-5 

8 >प४+19 z*—82—10 z?-4z-t8 

(z — 1)(2+ 9) ., (2-42 3). (z — 5)(७-+ 1) 
(७+8)(+4) (2- 5)=+9) (z— 302—1) 

(ж — 102+ 9)(z + 4)(z – 3)(0- 5)(6--1) 2+1 
(+302 +402 500.90 3061) 2+8 


a . à atb,a-b 
उदाहरण « 6-2 atb azb atb न 
उदाहरण 8. इछ करो үрт “Тр atb a-b at roe 


[ कलकत्ता 0579, 1876.1 
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тиу 


१९७ 
-& ..98 a&a+b)-ala-d) 
अब, a-b a+b ७८-8१ 9608 9b* 
b _ b Ыа+ь)- а=) ८४-5४ ab 
a-b atb a? — b? 
EN — 85 
a= ot कुक cy o 
atb, (a+ b)? + (a – b)? 
और 2-2 atb ESME aa’ tb?) , _4ab 
atb a-b (a+b)?—(a—b) 2-02 a-b 
a-b a+b а? - b° 
2(a* +b?) а2 -0 a* +d? ) 
а“ =b? 4ab да = @ 
इसलिए (1) व (2) से दिया हुआ व्यंजक 
= Si a tb. a? ait а 1 аб 
b Qab 6 +b? b. arb arb CETHA 
TAAVI 58 
हल करो : [ > 
47262 | Sab2o ~ a*-ab. ab ` = 
1. а ta Š 25-49 c+T 
162525 95202 a-b a-p * ८१०55 “यह 
a-b а? +b? m? - 98 - 2५१७ — Зп 
+ a!-9abtb atb | т? +5mn+6n? _ m? —n 
3-9) т? тт +n? 92 + у 
6. जक mms C (En 1) (1- | 
s. | js | 
a+b aə-b] . (७-७ -a+b š 
9. (= ) 2+у c v) 2-4 2° – 52—14 
2-у styl ७-५ sty ` g* +82- 18 c? — 86 
D —@\ x 
11. (1 БЕРД ) ( эра). 
12 3+b5+3ab(a+b). (a—b) + 460 
У (a+b)? ७१-७१ - Заа — b) 
i z +y (@ty) -3y ау 


(७-४) + 8:99 wy ७१-१४ 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


१६८ Digitized by Arya जथ i e nai and eGangotri \ | 


ala — b)? +4a?b а? — b? , b(a+ b)2 — 4ab? 


14 abr. а न्तः 
15 -&- 30, 2° +3z — 10 z+4 
: — 86 $"-F95—-8 9хж°+19 


16 2 -- 37 - 108 х? + 67-79 к? -167-- 63 
X 2° — 64 ४7 +४-86 2° – 14% + 48 


oty_ oY 
I C sity 2-9 21) 
a+b, а? +b2 a? - bš = 
18. (८ +) E = zh] [ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1868, ] 
19. & — bf (a+ b) = 4ab 


(atd) —3ab(a--b) (a--b)?—3ab (a+b)? - 260 
(а— 50 +b)? — ad} (a — b)? + 360 x (Gt b)? - 96७ 


20. obra (аа) abi" (a +b) = Sab 


a! ७० 11 
8° aš b a 
210 *-———— [| कलकत्ता usu, 1874] 


CE CEE MER 


सत्रहर्वां अध्याय 


सरल समीकरण और प्रश्‍न (Simple Equations and Problems) 
1. सरळ समीकरण (Simple Equations) 


112. आसान “सरळ समीकरणों” को हल करने की रौति पाँचबें अध्याय में 
बतलाई गई थी। इस अध्याय में उन सब विषयों पर और भी खुलासा विचार किया 
जायया। पहले दिखलाया गया है कि समीकरण हल करने की रीति विशेष रूप से कई स्वयं- 
सिद्धियों (axioms) नियम 64 पर निर्भर है जिनके द्वारा साफ ятан होता है कि समीकरणं में 


कोई फेरफार नहीं होता ; e 


(i) यदि समीकरण के किसी पद का पक्ष या तरफ बदल दी जाय; और (ii) यदि 
समोकरण के दोनों पक्षों याने तरफों को किसी भी एक राशि द्वारा गुणन अथवा भाग किया जाय । 
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47, 2-1 3-65 — 5s-1(00—82) 


2 18 89 
` 48, 395-302), 1-12, 98+ (n - 1) 
4 5% 91 


49. (2-а) – Hos —35)—i(a—2)- 10a 11b. 4 


016 z-b 8azt(a—-b) 


50. 
b а ab 
92+1 402-8z . 4T7l-0z 
51. —  — = mm —aÑ 
99 Ig 9 a 
po, 15-8 = $e € 8 _. 17 - “४० ===, [ कलकत्ता Gea, 1874. ] 


113. दृशमळच मिन्नवाळे समीकरण : आवश्यक हो तो दशमलव को साधारण 
भिन्न बनाकर समीकरण हल कर सकते हैं । 


2-9 ४-4 
उदाहरण 1. हल करो: “OF :0695 = 56: | 
yc c DEBES T; i 
चूँकि `= २8 और "0625 = 10065 = 3g' 
2-9 2-4 
2225.56, 
इसलिए БОК 
अथवा 1l8(z—9)-16(z—4)=56, अथवा 9л+98=56{ 
we, 92798, अथवा w= 14. 
"5852 ~ ` 1:56 _`39z—`78 
उदाहरण 2. इल करोः `652+ s = == 
dg, 5852 — 975 _5'85z - 975 _ 1'95z — 395 - 
` 6 See Ges 9 i 
156. 156 _ mg. "892 —`78 _892-78 _ 132-96, 
Е और ज g qu 
इसलिए दिया हुआ समीकरण यों बन जाता है : 
sss 25 og _ 1 пис 6. 
इसलिए दोनों तरफों को 6 द्वारा गुणन करने पर 


9:92 + (5852 — 9°75) 546'8 — (262 — 5:2). 
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तरफ बदलने पर (2'9--5:85--26)5 546'8 +6'9+ 976, 
अथवा 19852 — 61°75 ; 
61°75 _„. 


71935 


ГИН. 60 


नीचे दिये हुए समोकरणों को हल करो : 
1. '52- '2*'82- 15, -9. 8'15z--5-9/955--8. 
182- 06 . à 21-78 v—'95 


mee mor I. _ ua, 
'B 95 T 005 ~ 0008 0. [ कलकत्ता 04, 1883. ] 


23, पर जयी 7 Tor d= "670+ 5, 
6 2 9 
: 1352 —'995 36 .'09z — 18: 
8. 152 + 6 `0 9 
`092+`07 c9 
`08 9 


10. '0112---0012- 196 x —°145. [ कलकत्ता Ua, 1886. ] 


3. 192- 715, 


9. ‘bat =9'5. 


114. आवश्यक हो तो 'पद्‌ जोड़कर ब पक्षान्तर याने तरफ बदलके 


समीकरण को हल करना । 


. 982-99, 192+18 97z+798 7४-8३ 
उदाहरण 1. हळ करो: — 7 35 4 
अव त्रफ बदल करके : 
9382—99 Ye-8t 97z--793 192+13 

Tope ova. TIE 7 


(23% — 29) — (912 \28% — 29) - (217 — 25) _ (972 + 724) - (952 + 65) 
हाड IDQNE 
2-9 95473. — 
ला. 8 7. a5 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Sama е और apa and eGangotri 


अब दोनों पक्षां को 6> 85 द्वारा गुणा करने पर 
952 - 10 = 192 + 45 निकला t 


इसलिए 23८ = 115 ; अथवा ८ =5 
उदाहरण 2. हलकरो: 2०७4-०0), w—b(o-t a) + cla +b) 
; ठ्ठ ca ab 


समीकरण को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है ; जैसे 
2 abe) g b(c-- a) z — ०(७+ ४) 
bc ca 
अब तरफ वदल करके, 

t — a(b-+ e) 2-о+а) JV, [z—c(a-b) .Y p. 
{ be -1}+{ ca 1+६ ab 1} 0; 
z-alb+c)—bo w—Uct+a)—ca , v- (а + 9) - ab 
——— Wr. ——— e: T wauu 

bc ca, ab 
v — (ab + ac + bc) +2 (ca +cb+ab), & — (ca-- cb-- ab) 
с са ab 2 

1,1 

अथवा {в — (ab + bo + ea) | =0; 


ca ab 
. t . @— (ab + bc + ca) = 0. 
sn g=ab tbet ca. 


=1+1+1. 


अथवा 0; 


अथवा 


IASI 61 


E निम्नलिखित समीकरणों को हल करो 


1, 9*6, 642-835 202+28 182-1 
z 4 15 ` 16 3 

11—18 , 1082-5. 975-19. 5000—89 
2:15 9 33 EJ 97 


2092-18 1892-98 S64iz—54 ‚9712—18 
3. в + 49 94 7 


l6z—17 98z—15 149509 ~ 163 99z-— 65 
2 29 16 cm 


1892-19 , 1852+ 698 972-14 106—114 7 
Bs 7 65 18 49 
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88-19» 41-272 , 164--lO7Tiiz _ 16438 — 982 0 


c ——— व ED — लततााता 


15 38 119 75 
18-41z _17—162 , 942-102 14- 8220 
9 8 5 7 ; 


2४-०१, z-b5 ७४-02 _ 
b? +o Ts +a T+ +b 3 
8z—be , 8४-66 , 32 ab _ 
bto cta v a+b в+Ь+о 
у 
ac—b* +o? | ba с? +a? с2-а? +Ь =9(a-+b +0). 
७-७ ७-6 b—a 
४ (b? +05) z—(c*--a?) , ७८० (67 +४१) _ 
586 * 52 Sca c? — Заб atbto 


p'z-t (Ë + ms) ) 9 z + (m° + n°) +m t (a +1") =l tm ta) 


12 — m +m, m? - mn n In + 1? 


IL समीकरण-सस्बन्धी प्रशन (Equational Problems), 


कठिन प्रश्नों पर विचार किया जायगा 1 


पहले हो कहा गया है इस भाँति के प्रश्नों को हळ करने की असल कठिनाई दै 
उनको संकेतों द्वारा प्रकट करना, और इस कठिनाई को दूर करने के लिए विद्यार्थियों को विशेष 


अभ्यास करना चाहिए । 


वास्तव में इन प्रश्नां को. हल - करने का कोई साधारण नियम नहीं बतलाया जा सकता 


किन्तु नीचे दो हुई बातों पर ध्यान रखने से सहूल्यित होगी 


निम्नलिखित उदाहरणों से इन प्रश्नों को हल करने की रीति भली भांति माळूम होगी । 


(1) किसी प्रश्न का बार बार पढ़ कर उसका मतळब खूब समक छो । 
(2) प्रश्न के उत्तर को z द्वारा सूचित करो | 
(8) प्रश्न में दो हुई शर्तों को & की सहायता से प्रकट दूरके एक, सरळ समीकरण 


बना लो | 
(4) अन्त में यह समीकरण हल करके z का मूल्य निकालो 1 


[ छठे अध्याय के उदाहरण भी देख लो । ] 
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उदाहरण 1. 90 वषे पहले एक व्यक्ति की उम्र उसके पुत्र की उम्र की पंचगुनी थी; 
aR 16 वर्षे बाद उसके पुत्र को उम्र 41 वर्षे हो जायगी, तो पिता की वर्तमान उम्र क्या होगी ? 
इस प्रश्न Я पिता की वर्तमान उम्र निकालनी है, इसलिए इसको 2 द्वारा सूचित करो । 
.. 90 वर्ष पहले पिता की उम्र = (० - 20) वर्ष 
और 16 वषे के वाद पुत्र की उम्र 41 वर्ष होगी 
г. अव पुत्र की उम्र = 41 - 16-9594 
इसलिए 20 वर्षे पहले पुत्र की उन्न = 95 - 90 = 5 qd 
.. प्रश्न की शर्तों के अनुसार z - 90 =5 x 5, 
अथवा & 20 + 5 5 = 20 + 95 = 45 वर्षे ; 
इस कारण पिता की उन्न 45 वर्ष है । 
SHIT 2. यदि पाँच लगातार (consecutive) पूर्ण. संख्याओ का योगफल 
1185 हो, तो उन संख्याओं को ВӘ! 1 
इनमें से सबसे छोटी संख्या को & द्वारा सूचित करो। अब, Wk दो लगातार 
संख्याओं का अंतरफल 1 है, इसलिए अन्य wem क्रम से ०+1, +9, ०+3 और 
2+4 हैं। 
इसलिए शते के अनुसार 
g t (c 1)-- (z +9)+ (z + 8) +(2+4) 2 1185 ; 
अथवा ४2+ 10=1185 ; 


अथवा 5 = 1185 -10= 1175 , 
Som um = 985. 


इसलिए, सबसे छोटी संख्या 235 Š और अन्य संख्यायें 996, 237, 238, 239 हैं | 


उदाहरण 8. दो आदमी एक ही समय 4 से चलते हैं; एक घोड़े पर चढ़कर 
घंटे में ग मील जाता है और दूसरा Wael पर सवार होकर घंटे में 30 मीळ की चाल से 
जाता Ei यदि पहला आदमी दूसरे आदमी से 90 मिनट पोछे p पर पहुँचे, तो 4 से 
perque 2 [ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1878.] 
чї करो कि 4 से 5 की दूरी ७ मील है, तो जो घंटे में 7३ मीळ जाता है उसे" 


4 से B तक जाने में дачі те घंटे लगेंगे, और दूसरे को हू dre 
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इसलिए दी हुई शर्त के मुताबिक 


92 v 1. =1 w 
mius [30 मिनट = ‡ घंटा ] 


अथवा 4g=e+15; 
अथवा 92215; .'.2-09. 
इसलिए 4 से 2 की दूरी -5 मील हैः। 
उदाहरण 4. एक आदमी उम्र पूछने पर जवाब देता है, “10 वर्ष पहले मेरे पुत्र 
की उम्र से मेरी उम्र पंचगुनी थी किन्तु 20 वषे वाद मेरी उम्र मेरे पुत्र की उम्र से केवल 
डुगुनो रहेगी ।” तो अब उस आदमी की उन्न कितनी है ? ч 
फज़े करो कि अब उस आदमी की उम्र वर्ष है। तो दस वर्ष पहले उसकी उम्र 
= (०-10) वषे थी; ओर उसके पुत्र की उम्र थी-३(४७-10) वर्षे। इसलिए em पुत्र 
की उन्न 1(४-10)+10) वर्ष है, और 20 वर्ष बाद पुत्र की उम्र [i(z—10)--30l 
वष git 1 ' 
इसलिए दी हुईं शर्तों के मुताबिक 
a 90 = 9{3(a — 10) + 30] 
= $(z — 10) - 60 ; 
`. Bz4-100—2z — 204-800 ; 
`. 827180; <. . ४60, 
अर्थात्‌ अब उस आदमी की उम्र 60 ай! 
टीका । यदि इस उदाहरण. में उस आदमी की उम्र 6 वर्ष मान लेते, तो प्राप्त 
समीकरण को हल करते समय कोई भिन्नवाला पद न रहता । 
उदाहरण 5. 4 व B दोनों की आमदनी बराबर है; 4 अपनी आमदनी का 
पाँचवाँ हिस्सा जमा करता है ; परन्तु В, साल में 4 से 880 'अधिक खर्च करके चार साल के 
बाद £220 का BHR बन बंठता है । प्रत्येक की आमदनो कितनी है ९ 
. मान जो कि प्रत्येक को सालाना आमदनी £2 है। तो 4 साल में Sto खर्च क्‌ 
; करता है ; 
ns B dia 80) खर्च करंता है ; . और इतना खर्च करके р uu š s 
Mid एक साल में £55 का क़ज़ंदार वन बैठता है । इसलिए Bay खर्च saat आमदनी > 
оте fey | खर्च उसकी आमदनी से 
इसलिए . 2 (६०5 80) -55 ; . अथवा 22०26 ; - 
"aig E 5 3 «. 2=]9 Ў 
इसलिए साल में 4 व 7 की आमदनी 5195 है। c PE uro 
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उदाहरण 6. एक सौदागर ने कुछ अंडे एक पॅस में दो और उतने ही अंडे 
; प्रति पेस में तीत के भाव से मोल लेकर तमाम अंडे दो पेस में पाँच अंडों की निरख से बेच ка; 
इससे उसको 4 Че घाटा पढ़ा, तो उसने सब कितने अंडे खरीदे थे ? : 
फज़े करो कि तमाम अंडो कीं संख्या ; तो आधे अर्थात्‌ 5 अंडे उसने एक Чч 
में दो अंडो के भाव से खरोदे, और आधे, अर्थात्‌ g अंडे प्रति Hq з अंडों की निरख 
से खरीदे। ds 
इसलिए чч अंडा की खरीद का दाम | —€— 
z]1 1) š z s e 
“(Fat ई" है) (peg) व 
सव अंडों को 9 पॅस में 5 अंडों के भाव से बेचने पर उसे 2 > $ qa मिळे। 
हुई ud 22 (9S | z ; 
इसलिए दी हुई शते के बार ह? ( 2 + ६) - ; 
: ` अथवा, 242 = 152+ 102-940; w= 940, 
‚ इसलिए उसने 240 अंडे खरीदे थे । . 
उदाहरण 7. दो अंकवाळी एक संख्या की इकाई के स्थान का अंक दहाई के 
स्थान के अंक का दुगुना है; और इत अंकों के योगफळ से घटाने पर अंत्रफळ उस 
संख्या का छठा हिस्सा है, तो उस संख्या को निकालो। . Эзе 
чїй करो कि संख्या की दहाई का अंकर = ८ ; इसलिए इकाई का अंक = 9% ; 
. संख्या 102+ 29 ; š 
cuo 122... [65 नियम का चौथा उदाहरण देखो 1], 
शिप वी Kol io पक cep ee Eo 
(2+2 -2-D9, अथवा .18 ~ 12 = 192 ; - 
अथवा 6 —12 B न. =. 
इसलिए यह संख्या = 24. ^c 
: JS 62 x 
:  « 1. ज़मीन के एक टुकड़े की लम्बाई उसकी चौड़ाई की दुगुनी है ; लम्बाइ में 50 गज़ 
और चौड़ाई में 10.गज़ उससे बढ़ी एक और ज़मीन के टुकड़े का क्षेत्रफल पहली ज़मीन के 
क्षेत्रफल से 6800 वर्गयज़ अधिक है। प्रत्येक ज़मीन के टुकड़े को लम्बाई व चौड़ाई निकालो । 


B—14 
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. 2. एक कमरे की लम्बाई उसकी चौड़ाई से 8 फुट अधिक Š ; उसकी लम्बाई को 
з फुट बढ़ाने और चौडाई а फ़ुट घटाने से उसके क्षेत्रफल में कोई wa नहीं पड़ता। कमरे 
की लम्बाई व चौड़ाई निकालो । ; 

з. 4 व B बरावर җый लेकर जुआ खेलने लगते हैं; В अपनी रक्कम का 
# वा हिस्सा हारता है; और 4, B की जो रक्कम बच जाती है, उसके आधे से 26 अधिक 
जीतता है । उन दोनों ने कितनी रक्कम लेकर खेल आरम्भ किया था ? 

4. पिता व पुत्र की उम्र का योगफल 80 साळ है, और पुत्र की उम्र का दुगुना 
पिता की उम्र से 10 वर्षे अधिक होता है ; तो दोनों की чы निकालो 1 

Б. एक व्यक्ति कुछ मर्द व औरतों में 5 पाउंड ऐसे वाटता है, कि प्रत्येक 
मद को 3 शिलिंग व प्रत्येक औरत को 2 शि० 6 qa मिळे। तो पुरुष व स्त्रियों की 
संख्या ВӘ 1 

6. दो स्थान एक दूसरे से 154 मील की दूरी पर हैं, 4 व B दो व्यक्ति उन स्थानों से 
रास्ते में मिलने के लिए एक हि समय चलते हैं; 4 9 घंटे में 8 मील के हिसाव से 
और B 4 घंटे में 5 मोल के हिसाब से चलता है; तो कितनी दूरी पर और किस. समय उन 
दोनों की मुलाक्कात होगी ? 

7. एक मज़दूर 86 दिव के लिए इस शर्तें पर Get गया, कि वह प्रति दिन 
9 शि० 6 de मज़दूरी पायगा, और काम नं करने पर प्रति दिन 1 शि० 6 Uo के हिसाब से 
dod апі 86 दिन के बाद यदि उसको 58 शि० मिळे हों तो उसने कितने दिन काम 

था?: | ; 


E 8. एक व्यक्ति ने जितना दाम देकर एक तसवोर खरीदी उतने ही रुपये में उसको 
SWAT; यदि बँधवाने का GA एक पाउंड कम और तसवीर का मूल्य 15 शि० - अधिक होता, 
तो बँधाई का < तसवीर के मूल्य का ठीक आधा होता ; तसवीर का मूल्य निकाली । 

[ कलकत्ता प्रवेशिका, 1860. ] 


9. एक बाँस का ६ हिस्सा कीचड़ में, ३ हिस्सा पानी में और 10 फुट पानी के 
उपर है; तो बांस की लम्बाई कितनी होगी ? [ कलकत्ता प्रवेशिका, 1863. ] 


. 10. एक मजदूर 30 दिन के लिए इस.शते पर रक्खा गया, कि वह प्रति दिन а शि० 
6 पेस के हिसाव से मज़दूरी чаті और काम न करने पर प्रति दिन उसका 1 शि० कट 
जायगा । उसे कुछ 2 पौंड 7 शि० मिळे; तो निकालो कि उसने कितने दिन काम किया था, 
और कितने दिन वह बेठाथा। 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


EP >.) 9 


| 
| 
| 
| 
x 
x 
| 
+ 
| 
| 


Digitized by лгу ERIS RUR С ппаі and eGangotri २१ 1 


11. A एक काम को 9 दिन में कर सकता है, 2 को उस काम के . करने में 

डुगुना समय लगता है; और 0 एक दिन में 4 के काम का ५ हिस्सा कर सकता Š! 
` 42 B, 0 एक साथ काम आरम्भ करने पर कितने दिन में वह काम समाप्त कर सकते हैं ? 

[ कलकत्ता प्रवेशिका, 1876. ] 

12. 54 पौंड 19 Ао में जितने पाउंड हैं, उतने ही शि० भो हैं। प्रत्येक की संख्या 

निकाली । [ कलकत्ता प्रवेशिका, 1885. ] 


18. A, च ८ में एक wa इस प्रकार ate दी गई कि 4 को तमाम रक्कम के 
आधे से 30 पोंड कम, В तमाम «=н की तिहाई से 10 पौंड कम, और 0 को तमाम 
Wea को चौथाई से 8 dis अघिक्र मिला । प्रत्येक को क्या मिला ? 


14. एक व्यक्ति कुछ भेड़ें खरीदने गया। उसे वहां атаң हुआ कि यदि वह प्रति भेड़ 
а पौंड 2 Rio के भाव से खरीदे तो भेड़ों का मूल्य देते समय उसके पास 1 पौंड 8 शि० कम 
हो जायया, और यदि प्रति भेड़ 2 पौंड के हिसाब से खरीदे तो सब Adi का सूल्य देकर उसके 
पास 9 पौंड बच जाबगा । बतलाओ कि वह कितनी भेड़ खरीदने गयाथा और उसके पास 
कितनी रक्कम थी । 


15. यार्क च लंदन से जो कि 200 मील की दूरी पर हैं, दो mat एक ही समय एक 
दूसरे की ओर चली ; उनमें से एक यदि घंटे में 95 मील और दूसरी घंटे में 97 मील की 
चाल से चलती रहे, तो कितने समय के वाद और कितनी दूरी पर वे मिलेंगी ? 


16. मैंने कुछ सेव एक पेनी में तीन के हिसाब से, और उन सेवों की संख्या का § हिस्सा 


सेब एक पेनी में चार के हिसाब से खरीद कर उनको थोक में 6 पेन्स में 16 सेव के हिसाब से 
वेचकर कुळ 3i पेस सुनाफ्रा किया तो मैंने कितने सेव खरीदे थे ? 


17. दो अंकवाली एक संख्या के अंकों का योगफल 5 है, और WE ओर के अंक में 
1 oN देने पर योगफल .उस संख्या के आठवें हिस्से के बरावर हो जायगा। तो संख्या 
क्या है? 
718. दो अंकवाली किसी संख्या के दहाई के स्थान का अंक इकाई के स्थान के अंक सें 
5 बढ़ा है ; और उस संख्या में से दोनों अंकों के योगफल का पंचगुना घटाने से, संख्या के 
दोनों अंक उलट जाते हैं। तो संख्या निकालो । T 


19. दो अंकवाली किसी संख्या के अंकों का योगफल 5 है ; और दहाई के स्थान के 
अंक के 10 शुने के साथ इकाई के स्थान के अंक का चौगुना जोड़ने पर संख्या के दोनों अंक 
उलट जाते Ё; तो संख्या निकाले 1 E 
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20. 39 के ऐसे चार हिस्से करो, कि पहले हिस्से के साथ 1 जोड़ने पर, दूसरे 
हिस्से से 2 घटाने पर, तीसरे हिस्से को 3 द्वारा गुणा करने पर, और चौथे हिस्से को 4 द्वारा 
भाग करने पर, हर हालत में एक ही संख्या प्राप्त हो । 

_ 91. 60 के ऐसे चार हिस्से बनाओ, कि ves हिस्से से 8 घटाने पर, दूसरे हिस्से 
के साथ 11 जोड्ने पर, तीसरे हिस्से को 4 द्वारा गुणा करने पर, और चौथे हिस्से को 2 द्वारा 
- भाग करने पर, हर हालत में एक ही संख्या प्राप्त हो । 

22. 116 के इस प्रकार चार हिस्से करो कि पहले हिस्से में 5 जोढ़ने पर, दूसरे 
हिस्से से 4 घटाने पर, तीसरे हिस्से को 9 द्वारा गुणन करने पर, और चौथे हिस्से को 9 द्वारा 
भाग करने पर, हर हालत में एक ही संख्या प्राप्त हो । 


अठारहयाँ अध्याय 


. सरल युगपत्‌ समीकरण (Simple Simultaneous Equations) 
B 9i आर 
उसकी प्रश्नावली (Problems) 
I. सरळ युगपत्‌ समीकरण 


X 176. परिचय: 2-५ = समीकरण में & व ५ दो अनजानी राशियाँ वतमान हैं, 
झौर यह साफ. हे कि इन दो अनजानी राशियों के असंख्य मूल्यों द्वारा समीकरण सिद्ध हो 
सकता E! [जैसे ०=4, y-9; अथवा ८=5, ४-8; अथवा ८-6, y-4 
अथवा = -8, ४० -5 आदि ।.] फिर यदि » व ४ ऐसे हों कि 2 व ५ में, ० + 958 से 
समीकरण सिद्ध हो जाय, तो उपर दी हुई भिन्न भिन दो संख्याओं में से जिन दो संख्याओं का 
योगफल 8 होगा, उन्हीं को माळम करना होगा। इसलिए यह. पाया जाता है कि 
2-99 } 
š 2+у=8 і 
ये दो समीकरण 24у के एक ही मूल्य द्वारा एक साथ तभी सिद्ध हो सकते हैं 
जब ४56 और ४०9 हो । : 
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और फिर मालम किया जा सकता है कि 
atyt2=6 


४-३ +- 85 4 
$ty—-229). 


इन तीनों में से प्रत्येक समीकरण अलग अलग z, y व z के असंख्य मूल्यों द्वारा सिद्ध 
होने पर भी ४०8, ४०1 व 2= इन्हीं तीन सूत्यों द्वारा एक साथ सिद्ध होंगे 


उपर दिये हुए समीकरणों की रीति से दो अथवा दो से अधिक समीकरणों में से प्रत्येक 
समीकरण यदि उनमें दी हुईं अनजानी राशियों के एक हो मूल्य द्वारा एक साथ सिद्ध हाँ तो उनको 
युगपत्‌ समीकरण (simultaneous equations) कहते. B! समीकरणों में अव्यक्त 
राशियों में से प्रत्येक राशि यदि एक घातवाली हो और समीकरणों में उनके दो अथवा दो से 
अधिक राशियों का गुणनफल्वाला कोई पद न हो तों समीकरणों को सरळ अथवा एक घातवाळे 
युगपत्‌ समीकरण कहते E । ; ‹ 

पहले हम दो वणे ( अथवा दो अनजानी राशि ) TS सरल युगपत्‌ समीकरणों के विषय में 
विचार करेंगे। इस प्रकार के समीकरणों को हल करने की. साधारण रूप से तीन रीतियाँ हैं; 
उनके वारे में क्रमशः नीचे वतलाया जायगा । 


117. पहली. रीति : दिये हुए समीकरणों में दो अनजानी राशियों में से 
किसी एक का qeq दूसरी अनजानी राशि द्वारा प्रकट करके, प्राप्त मूल्य को दूसरे समीकरण में 
vr | 

उदाहरण 1. हल करो: ` ös-24y=16 } ; 

4c —43:-81 

दूसरे समीकरण से पाया जाता है कि ४०4४-91, CT) 

9 के इस मूल्य को पहले समीकरण में दिये हुए ७ के बदले रखने से प्राप्त होता है कि 

| ; 5a —94(47 —81) =16; E 

` अथवा 52-962+ 744 = 16, प्राप्त होता है । 
| res -91%8% —798; .'. ш=8. 
इसलिए (1) से. y=4x8-31=1 प्राप्त हुआ। 
.'. ७२8, ४-1; यही मूल्य हैं। 

टीका 1. & व ४ के मूल्यों को प्रत्येक समीकरण में & व y के बदळे रख करके 

देखना चाहिए कि वे वास्तव में दोनों समीकरणों को सिद्ध करते हैं या नहीं। . 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


२१४ 


132 + Ty=101 az — by = र E 
7. 3(z+yv)=34(2z+4) } К Un aan = 
$(z - y) - 3(z - 94) (4% - 59) -z—7 


N 
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सरल बीजगणित 
उदाहरण 2, हल करो: 8z ती ty 8 2-30. 5 
पहले समीकरण के दोनों पक्षों याने तरफों को 10 द्वारा गुणा करने पर 
5(82 — 5y) + 80 = 9(дж- у), 
या l5z—95y+30=4z-+Q9y; 
S. llz=97y-380. a .. (1) 
दूसरे समीकरण के प्रत्येक पक्ष को 19 द्वारा गुणा करने पर 
96 — 3(z — 2y) = 62 + 4y, 
या 96 —8z-t Gy 62-49); 
2y-92+96=0, «+ sss (2) 
Ш से cu EP $ ... (8) 
» के इस मूल्य को (9) में की जगह रख कर 
y- W30 зво; 
`. 92у – 9(97у — 30) + 1056 =0, 
` अथवा 99-9499 +270 +1056 =0 ; 
~ 991y= 1996; ; 0.9786. 
इसलिए .927*x6-30 139 _ 
इसलिए (3 से & Tm emper 
`. ०=19 और y-6, 
अश्नमाला 63 
नोचे दिये हुए समीकरणों को हल करो : 


72—89— 5 182 +7у * १9 


1. =+4у —14 2. 5z—8y = 5) 8. 92+3у zu 


lly-9a= 3 


4 9४-4४ 8] 5. ztay = b 6. 92z—-i(y-8)-4 


[ कलकत्ता एन्द्रेंस 1879, ] 


9. 3(37-9/)-3= (97-५) | 10. 8(22+ 99) + ३५७ = 


152—4 = 
апіпі Капуа Maha Vidyalaya Collection 
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118. दूसरी रीति : प्रत्येक समीकरण में अनजानी राशियों में से किसी एक का 
( फज़ करो y का ) मूल्य दूसरी अनजानी राशि ( अर्थात्‌ ८ ) द्वारा प्रकट करके इस तरह प्राप्त 
मूल्यों को समताचिह “=” द्वारा प्रकट करें । 


उदाहरण 1. हल करो: 60-5у=11, 2z+9w=97. 
पहले समीकरण से ४-62-11. 


У " 9и y 51. eae ° (TE) (1) 
दूसरे समीकरण से -3y = 97 - 25. 
D y= €: e.. eae (9) 


इसलिए (1) व (9) से सटी; 
3(62 — 11) = 5(97 — 92) ; 


अथवा 182—33-1835—102; 
987 — 168 ; ©. ४56. 


इसलिए (1) से у= पसर =6. 
इसलिए ८=6 और y 78. 


उदाहरण 2. हल करो : Tin 2०88-85 
5y-1, 42-93. 
à 6 18-55 
[ कलकत्ता Gara, 1880.] 
पहले समीकरण के दोनों तरफों को 90 द्वारा गुणा करने पर 
4(7 + z) - 5(92 — y) 2 20(8y — 5) ; 
अथवा 928—6z--5y-60y-— 100; 
.. ББу+62=198.  .. e. (1) 
दूसरे समीकरण के दोनों तरफों को 6 द्वारा गुणा करने पर 
3(5y — 1)-- (4a — 8) =6(18 - 52) ; 
अथवा 15y — 21 + 4v — 3=108 — 302; i 
S. 942+15y=132. ... . (2) 
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.198-6z , 
(1) से ye NE .. (3) 
और से pi sar (4). 
- (3) 4 (4) से AN 
128-62 199-842. अथवा. 64—82 _ 66—172, 
CS गा पक पार 
3(64 — 82) =11(66— 172) ; 
[ दोनों पक्षों को 33 द्वारा गुणा करने पर ] 
अथवा 1929—92-2726-1872; ` 
1782 = 534;° .. = 3, 
198-6х3 _110_ 
इसलिए (9 से ४ Es . 65 2. 
इसलिए z=3 और 479. 
ЯЯЯ 64 
नीचे दिये gu समीकरणों को हल करो: 
1. 52-93 2 9. 3y-4s= 1 
° бу+9л=16 um) 
9. 8z-7y = 7 P 4. y(82)- 
Masya] ENE 
5. 397-95५= 98 6. ३3 - 
142+ 15у =116 | : "eh y)= ud gi } 
7. 445s- Gy) +32 =4y—9 
Hoa + Gy) Hse — 99) 3) 8] 
8. 95—-1(y-3)-7--1(8y-92) 
4y t &(z -9) - 265 — Ay T1) | 
9, 922—3(2y—1)- 3:4 --1(3z - SS 
4y led all PLN "m àv) | ; ‚ [ कलकत्ता एन्द्रें, 1879. ] 
2 9 3 
w, g g hat ete [ इलाहाबाद, 1993. ] 


119. तीसरी रीति: दोनों: समीकरणों को ऐसी दो संख्याओं द्वारा गुणा करो 
с ARR TAR प्राप्त हों उनमें अनजानी- राशियों में से किसी एक के गुणक 

; एक ही at) तो इन दो समीकरणों को जोडने अथवा घटाने 
होगा जिसमें केवळ एक अनजानी राशि रहेगी।' o INT 
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` उदाहरण 1. हल करो: S3z-4y- 5 
6&-- 2y=17 j 
दूसरे समीकरण को 9 ENT गुणा करने पर 
मिल्ता Š 102+ 4y =34 
और पहला समीकरण 32 4у= 5 
इसलिए जोड़ने पर 192 —39 S. w=. 
पहले समीकरण में z का यह सूल्य बिठाने पर 4ye9-5-4; .. ४7. 
इसलिए ७-8, y=]. 
उदाहरण 2, WA: 5&-- 99789 
| 92 —17y =15 } 
पहले समीकरण को 2 से और दूसरे को 5 से गुणा करने पर 
मिळता है. 10+ 18४ = 178 } 
और 102-85५= 75 
इसलिए घटाने पर मिलता है : 1039 = 103 ; ОЛ. у=1, 
दूसरे समीकरण में y का मूल्य बिठाने पर, मिलता है 
Qn * 16 +17=32 2. 216 
इसलिए ७२०16 Ty=1 kis 
टीका। उपर दी हुईं क्रिया के बदले यदि हम पहले समीकरण को 17 द्वारा और 
, दूसरे को 9 द्वारा गुणा करते, और ऐसा करने पर जो दो समीकरण प्राप्त होते उनको जोड़ 
देते तो ० का а निकाळनेवाला समीकरण पहले मिलता । परन्तु उपर दी हुई क्रिया 
द्वारा हल करने का कारण यह है. कि दोनों समीकरणों में & के गुणक छोटी संख्या में होने 
के कारण गुणन करना सरल हुआ । 
उदाहरण 3. हल करो: 932 - 94 = 91 \ 
95% — 16y =48 
पहले समीकरण को 9 द्वारा और दूसरे को 9 द्वारा गुणा करने से प्राप्त होता Š 
467 - 48y —42 } ў 
और 752 48/= 189 | : 
इसलिए घटाने पर मिलता है 9292-87; ^ .'. z-8. 
दूसरे समीकरण में z की जगह उसका मूल्य रखने पर, मिलता है 
16y- 15-48-82; S. ४०9, 
`. c—-984y-2 
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टीका। इस बात पर ध्यान देना चाहिए कि gem करने के बाद जो दो समीकरण 
मिलते हैं उनमें ५ का गुणक, दिये हुए समीकरणों के y के गुणकों (4 व 16) का लघुतम 
समापवर्त्य है। अगर पहला समीकरण 16 व दूसरा 94 से गुणा किया जाता तो क्रिया अनावश्यक 
ढंग से कठिन हो जाती | 


उदाहरण 4. हल करो: 


——  — —À — ~ 


.2, 14 8 4 | [ कलकत्ता Ue, 1889. ] 


(a9) (ag), (2-91) -9(y +19) ; 
14 8 


अथवा प्या 14 py 35, 


अथवा १५7-4 – 56 = Ts — 21y - 176, 
अथवा 172179 —119; 
अथवा aty=—7, ry) eos (1) 
दूसरे समीकरण से 
10@ +7) + 8(y—5) 7(1—2)-5(y-1) | 
30 7 з 


अथवा 102+80+55 Et +55 9- ыу - 5४, 


अथवा 70+ 919+ 985 = 60 - 2102 - 1509 ; 
अथवा 9802+1719= - 395. += © (д) 
(1) को 171 द्वारा गुणा करने से प्राप्त होता Š 
171z +171y = —1197 ) 


और 9802+ 171y = — 325. 
इसलिए घटाने पर 1092 = 872 ELI 
z का मूल्य (1) में » की जगह र॒खने पर प्राप्त होता है y= -7-8= - 15 
z 2=89 у= — 15 
उदाहरण 5. way: 43. | 
1 += =1Z 
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1. 
4 
1. 

10, 
18. 


16. 


18. 


19. 


Dig гну ЖД toe और? उसक्गी PAST 01901 २१६ 
पहले समीकरण को 4 से और दूसरे को 8 से गुणा करने पर मिलता है 


8,12., और 21,12.45 
v y 2 y 8 
इसलिए घटाने पर 22-13 000. m=8. 
पहले समीकरण में z की जगह उसका सूल्य रखने पर. 
8 188 : 
y l1- 4 4 a oe Y 4. 
इसलिए ४58 और y=4, 
SW 65 
नीचे दिये हुए समीकरणों को हळू करो : 
72 - 5y= ы) 2. 182 бу= s) 8. 88 — 9у= ао) 
3x + Qy= 18 ös —1ly 9 qz — 10у= 9 
98% — 14y = } 192 + 1ly= 70) 6. 18%- 141 32) 
Wat Ty= 45 8r — Ty= 18 17z— 91y- 18 
98% —15y- 41 } 19m +94y= 34] 9. 4T7z— 56y= m 
21s +13y= 55 932 +36y= 62 952 + 84y = 993 
819 - 16y = } ii. 52s- 9у= =! 12. 195+ 85у= —49 
682 + 23y = 187 89z--14y- 67 .199— 34у= 91 
652 – 14у = } 4, 15% + 46॥ ८० i 15. 14%+ 8ly= с) 
91z —15y- 31 182 + 69у = 73 172 + 185у = 101 
52 +11у=146 azt+by =c ы 
110+ бу=110 &7%+ 8297 =o } [ कलकत्ता एनस, 1881. ] 
250. se 27 
- [ कलकत्ता 0279, 1876. ] 
2Y =] 
14 18 
4ot+by >: 4a-S8y-7 32 ду 5 
Tipp set Dad aay, 10-157 6 


2r —y ag y-l,z 3у ४-० 11 
z. +202 ' 8 Tg 9 15 T 6 +10 
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२२० सरळ बीजगणित 
52-39 , 12-5४ . . 25% + 39 
i Sh जात 9 
(892+9%-8  11a—(48)y +17 _ 19 | 17e -10y*3 
16 11 22 3 
32-59 922-8y-88 y 2,1); 
dE д D cg j > 
түү = a al ) À : 
(+ +4 +14) 34( 42 8 94 
28. 2021089 – 182 098... 99€ Oly 
95 5 
30% 6 _492- 7 
15 4°9 
4 10 2 8 
24. pe +—= _ — = 
2 y - [ कलकत्ता . 25. & Ww y 2 | [ कलकत्ता 
3,2,.19| wi, 1879.] 5 , 10 _ gg] vis, 1887.] 
x + y 90 g * y бе 2 ў i 
b ity, il 3 1 
26. “+= 1,1. EN 
у | P. दाय | 28. 5-2 | 
5а 1 ^ 29,5. 
em п ba gy 7४ & भर 7 
29. 24 2 =9 1 3 
At. | 80. tgm Lesen 
724, 3 egg | ly V, 1870 
5 +9у 219 sot ट =14 | एकक 1870. ] 
IL सरळ युगपत्‌ समीकरण की प्रश्नावली 
( सरळ) 


120. उदाहरण 1. 4 व के पास कुछ आम .थे। AÌ 5 से कहा, “तुम 
m үч से uu Da दो iu ud तुम्हारे आमो के दुगुने आम हो этїї” T 
उत्तर दिया, “यदि तुम सुके 10 आम दो तो मेरे पास | 
जायेगे ।” प्रत्येक के पास कितने आम थे ? BR CIRC ан 
फज़े करो कि 4 के पास z आम और 7 के पास y आम थे। 
तो 4 के कहने के अनुसार z80-9(y-30) _... or (1) 
और p के कहने के अनुसार y +10=3(z —10) a im. (2) 
(2) से |. 8z-y-40; Е S š 


अथवा _ 6x—9y9-80 Dod sea (3) 
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(1) से . m —9y = -90 ८०5 (4) 
इसलिए घटाने पर 52170; .. 2-84. 
(4) में z की जगह उसका मूल्य रखने पर 
99584 + 905194 9४569. 


इसलिए 4 के पास 34 और B के पास 62 आम थे। 


उदाहरण 2.. किसी भिन्न के अंश के साथ 7 जोड्ने पर वह 2 बन जाता है और 
उसके हर में से 9 घटाने पर वह 1 वन जाता है । भिन्न को निकाळो । 


मान लो fr first = да 
तो IT (1) 
और Z =l. a. (8) 
१३-29 
अब (1) से = ду; .. ८3४४-११ 
अत्र (9) से s= y-2 
a 9-4 =у-9 ; JC. у=5 और ४5-93 
इसलिए यह भिन्न 28 


उदाहरण 8. 4 मदे और 4 लड़के जिस काम को 3 दिन में कर सकते हैं, 9 मदे 
और 7 लड़के उस काम को 4 दिन में कर सकते हैं। एक मदं या एक लड़का उस काम को 
कितने दिन में कर सकेगा ? 


Чч करो कि एक मदे с दिन में और एक लड़का ५ दिन में काम को कर सकता 
हे; तो एक दिन में एक मर्द उस काम का £ हिस्सा और एक SSH उस काम का 2 
हिस्सा कर संकंता है । 


इसलिए, दूसरे शते के अनुसांर 2. a i UE) 
और पहली. शर्ते के अनुसार š £= s (2) 
(1) को 9 द्वारा गुणा करके जो समीकरण प्राप्त हो उसमें से (2) को घटाने पर 
10. 1 _ 1 = 1 ` ы = 60 
P y 2 8 6 3 .. Y . 
इसलिए (9) से Ue: 


æ 8 15 15’ 
इसलिए एक मर्द उस काम को 15 दिन में और एक लड्का 60 दिन में पूरा कर सकता Š । 
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उदाहरण 4. 199 गेलन पानी से भरे एक हौज़ के नीचे पानी निकालने के लिए 
दो नळ लगाये गये हैं । दोनों नलो को एक ही साथ खोल कर, 8 घंटे के बाद एक को बन्द 
करने पर हौज़ इस बन्द होने के 11 घंटे के बाद खाली हुआ; परन्तु यदि इस नल को 6 घंटे 
बाद बन्द किया जाता, तो. इस बन्द होने के 6 घंटे बाद हौज़ खोली हो जाता। यदि पानी 
एक ही चाल से बराबर निकलता हो तो प्रत्येक से घंटे में कितना पानी निकलता है ? 


माच लो कि नलों से एक घंटे में अलग अलग z व y गॅलन पानी निकलता है । 
तो पहली शते के अनुसार पहला नळ 3 घंटे और दूसरा नळ 3+ 11 = 14 घंटे खुला था । 


`.`82+14у=199. ° XD (1) 
और दूसरी शते के अनुसार पहला नळ 6 घंटे और दूसरा नल 19 घंटे खुला था । 
.`. 6z + 19y — 199 ө .. (9) 
(1) को 9 से गुणा करके जो समोकरण प्राप्त हो उसमें से (9) को घटाने पर 
169=2% 193- 192=199;  ..gy-129. 
इसलिए (9) से 62= 192 - 144 = 48 ; ME 28. 


.', दोनों नळों से एक घंटे में क्रमशः 8 व 19 गैलन पानी निकलता है 1 


_ उदाहरण 5. आयत रूप के एक आँगन की लम्बाई व चौड़ाई ऐसी है कि उसकी 
लम्बाई को 3 TH बढ़ाने पर और चौड़ाई को 8 गज़ घराने पर क्षेत्रफल 18.वर्गगज़ कम 
हो जाता है; और लम्बाई 3 गज़ और चौड़ाई 9 गज़ बढ़ाने पर क्षेत्रफल 60 वर्गगज़ ag 


जाता है। आँगन की लम्बाइ व चौड़ाई निकाळो । [ कलकत्ता एन्द्रेस, 1888. ] 
TA करो कि आँगन की रूम्बाई z TH और चौड़ाई y गज़ है । 
तो पहली शते के अनुसार  (-3)0y-3)-27-18; = -.. (1) 
ओर दूसरी राते के अनुसार (८+ 3)( +3) = ०४ + 60 ; .... - (9) 
(1) से | Зу-8ш=—9, 
अथवा ` y-z--8, ... ... (3) 
(2) ç 80-32 = 51, 
Oo | yTtz-17 < ae yo 
(3) व (4) को जोड़ कर Qy=14; * y-7. 


इसलिए (4) से 2—17-7-10. 
इसलिए आंगन की लम्बाई 10 गज़ और चौढ़ाई 7 गज़ हुई । 
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उदाहरण 6. दो अंकवाली किसी संख्या के दोनों अंकों के योगफल के साथ 7 जोड़ने 
पर जोड़ दहाई के स्थान के अंक का तिगुना हो जायगा ; परन्तु उस संख्या से 18 घटाने पर 
उसके दोनों अंक उलट जाते हैं। तो संख्या निकालो । 

TA करो कि ० दहाई और y इकाई के स्थान का अंक है । 

तो प्रश्न की शर्तों के अनुसार 


etyt+7=32 АНГ zb. (0D) 

और (10zy)-18-10y +s xd .. (9) 

(1) से 922—397; ee 55 (8) 

ओर (9) से 92-9५=18, अथवा z-y-9  -- (4) 

(3) से (4) घराने पर 25;  .. (4) से ५=5-9=3. 
इसलिए यह संख्या = 53. 


उदाहरण 7. 4 व 3 इस शर्त पर जुआ खेलते हैँ कि जितनी वार 4 बाज़ी जीतेगा 
वह हर सतवा 8 से 9 शि० чит; और जितनी वार हारेगा हर адат B को 3 о 
देगा। कई बार खेलने के बाद माळूम पढ़ा कि 4 ने 8 शि० जीते हैं। परन्तु यदि 4 प्रत्येक 
वार हारने पर B को 5 о देता, ओर जितनी बार खेल हुआ है उसमें A एक बार 
और दारता तो उसे 30 Ко का नुकसान होता । प्रत्येक ने कितनी बाज़ियाँ जीती ? 
a= A को जीती а की संख्या 
y7B » » » 
तो स्पष्ट माटम होता है कि 2+ ४ वार खेळ हुआ । 
अब, चूँकि 4 प्रति बार जीतने पर p के पास से 2 शि० पाता है, और प्रति बार हारने 
पर ( अर्थात्‌ B के ग्रति बार जीतने पर) Bat 3 शि० देता है, तो 4 को 22-99 Ёо 
नफ़ा हुआ। इसलिए 22 - 3у=3 n -— (1) 
us 3 दूसरी शर्ते के अनुसार 4 को १(४-1) Rro नफ़ा और 5(y +1) शि० 
ता है। | 
इसलिए उसका कुल चुक्रसान [5(y +1)— 2(z — 1)] Rie होता, 
इसलिए 5(у+1) – 9(2 - 1) = 30 ; 
अथवा 6५- 9293. «E eo (e) 
(1) और (9) को जोड़ने पर 2y-96; 2. у=18. 


इसलिए (1) से z =Š эт =H, 
इसलिए 4 ने 91 बाज़िया और B ने 13 वाज़ियाँ जीतीं । 
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ग्रश्नमारा 66 


1. किसी भिन्न के अंश को gam करने और हर के साथ 7 जोड़ने पर उसका 
मूल्य $ होता है, किन्तु हर को दुगुना करने और अंश के साथ 9 जोड़ने पर उसका मूल्य 
३ होता है ; तो निकालो मिन क्या है। 

2, दो संख्याओं में से पहली को दूसरी के पँचगुने के साथ जोड़ने पर योगफल 
59 होता है ; किन्तु दूसरी को पहली संख्या के अठणुने के साथ जोड़ने पर योगफल 65 
होता है ; तो निकालो, ये दो संख्यायें क्या हैं । 

3. दो deni में बड़ी का aga, छोटी संख्या के चार शुने से 22 अधिक 
है, और बड़ी संख्या के तिगुने और छोटी संख्या के सात गुने का योगफल 89 है; तो दोनों 
संख्याये क्या हैं 1 ? - 7 

4. दो संख्याओं का अन्तर 45 और भजनफल 4 है, तो संख्याओं फो निकालो । 

5. ऐसी दो demi निकालो जिनमें से बढ़ी संख्या का ३ हिस्सा और छोटी संख्या के 
३ हिस्से का योगफल 11 हो और अगर बड़ी संख्या का ३ हिस्सा और छोटी संख्या का 
+ हिस्सा घटाया जाय तो शेष meu - 

6. किसी भिन्न के,हर से 1 घटाने पर वह ३ बन जाता है, और अंश के साथ 
7 जोड़ने पर वह 1 बन जाता है ; तो भिन्न निकालो | 

7. किसी भिन्न के अंश के साथ 1 जोड़ने पर. उसका. मूल्य 1 होता है, किन्तु हर के 
साथ 1 जोड़ने पर उसका मूल्य ३ होता है ; तो भिन्न निकाछो। . [ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1862, ] 

8. किसी भिन्न के अंश के साथ 1 जोड़ने पर वह ३ बन जाता है और हर के साथ 
1 जोड़ने पर उसका मूल्य & होता Š ; तो वतलाओ कि भिन्न क्या Š | 


9. 4 च 5 के पास मिलाकर 89 रुपये हैं, किन्तु 4 यंदि अपनी रक्रम का $ हिस्सा 
और अपनो रकम का ३ हिस्सा खो डाळे, तो उन दोनों के पास केवळ 11 रुपया रह जायगा ; 
तो बतलाओ कि प्रत्येक के पास कितने रुपये हैँ । 1 8 di 

10. दो संख्यायें ऐसी E कि छोटी संख्या के साथ 7 जोड़ने पर योगफल बड़ी संख्या का 
SOU होगा, और बड़ी संख्या के सांथ £ जोड़ने पर योगफल छोटी संख्या का तिगुना होया ; 
तो बतलाओ कि ये दो संख्यायें क्या क्या हैं। | 


11. दो मनुष्य 97 मील की दूरी से, एक ही समय चलकर एक ही ओर जाते हैं, 


_ आर 9 घंटे में मिलते हैं, чеп उल्टी ओर चलने पर 8 घंटे में मिळते हैं, तो अलोक d 


चाल निकाली | 
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12. एक साहूकार को 10 पाउंड की रक्कम सावरेन (sovereign) और अर्डकाउनों 
से इस प्रकार देने को कहा गया, कि अर्द्धकाउनों को संख्या सावरेनो को संख्या की दूनी हो; 
तो वह किस प्रकार यह ЫН देगा ? 

18. एक मदे और एक लड़का एक काम को एक साथ 15 दिन में कर सकते हैं; 
और उसी काम को 7 मर्द और 9 लड़के 2 दिन में कर सकते हैं । तो एक आदमी कितने 
दिन में उस काम को कर सकेगा ? 

14. एक आयत खेत दूसरे एक खेत के क्षेत्रफल के वरावर है, जो कि लम्वाई में 
6 यज्ञ वड और चौड़ाई में 4 गज़ छोटा है; और तीसरे एक खेत के बराबर है जो कि 
WAR में 8 गज़ बझ और चौझई में 5 गज़ छोरा है । उसका क्षेत्रफल कितना है ? 

15. 15 पाउंड चाय और 17 पाउंड काफ़ी का मूल्य मिलाकर 3 To 5 ә 6 Ño है; 
और 95 पाउंड चाय और 13 पाउंड काफ़ी का मूल्य मिलाकर 4 Чо 6: Ёо 9 पॅन है, 
तो बतलाओ कि प्रत्येक के एक एक पाउंड का qeq कितना है । 

16. 30 सील जाने पर 4 को p से 3 घंटे अधिक समय लगा; परन्तु चाळ Wu 
करने पर उसे Bu 9 घंटे कम ससय लगा । तो दोनों की चाल की तेज़ी बतलाओ । 

17. राम ने इष्ण से कहा, “यदि तुम अपनी गोलियों में से सुरे 10 गोलियां दो 
तो मेरे पास तुमसे इगुनी गोलियां हो जायंगी ।” कृष्ण ने राम से कहा कि यदि तुम मुमो 
अपनी 10 गोलियां दो तो मेरे पास तुमसे तिगुनी गोलियां हो जायंगी। वतलाओ कि 
अत्येक के पास कितनी गोलियां थीं । 

18. A, B व 0 में 1100 19 इस प्रकार de कि रुपया यंटने के बाद 4, 5 को 
200 रुपये देता, तो B, 4 का get और C का तिगुने रपये पाता। बतलाओ कि पहले 
A, 2 व 0 प्रत्येक को कितने रुपये मिळे थे । [कलकत्ता Usu, 1872.] 

19. दो अंकवाली किसी संख्या को उसके दोनों अंकों के योगफल द्वारा भाग देने पर 
सजनफल 6 और अन्तर 3 होता है; दोनों अंकों को se रूप में लिखने पर जो संख्या 


प्राप्त हो उसको दोनों अंकों के योगफल द्वारा भाग करने पर भजनफल 4 और शेष 9 होता ` 


है। बतलाओ संख्या क्या है । 
20. दो अंकवाली एक ऐसी संख्या बतलाओ, कि उसके अंकों को उल्टकर लिखने 
पर जो संख्या प्राप्त होती है, उसको दो हुईं संख्या के साथ जोड्ने प्र्‌ योगफल 191 
होता है और छोरी संख्या को बड़ी में से घटाने पर शेषफल 9 होता Š ! | 
21. काउन और आधी गिन्नियों द्वारा 95 गिन्नियों का एक fee अदा किया गया; 
आधो।गिन्नियों को संख्या का दुगुना यदि क्राउनों की संख्या के तिगुने से 17 अधिक हो, तो 


बतलाओ कि प्रत्येक की संख्या कया है। 


B—16 
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22, एक मनुष्य किसी गाहक के पास 9 घोड़े और Т गायें 300 पाउंड में बेचता Š; 
वह दूसरे एक mus के पास उसी दर और मूल्य में 6 घोड़े और 18 गाये भी बेचता है ; 
बतलाओ एक घोड़े और एक गाय का qeq कितना है । 

оз. A और B क्रमशः 15 दिन और 14 दिन काम करके 6 Чо 17 Rre मजूरी 
पाते Ei ва तोन दिन की मजूरी से 4 के चार दिन की मजूरी 11 शि० अधिक हो 
तो बतळाओ प्रत्येक की एक दिन की मजूरी कितनी Š । 

24. AIB एक काम 16 दिन में कर सकते हैं; 4 दिन एक साथ काम करने के 
बाद 4 बैठ गया, और 7 ने उस काम को 36 दिन में खतम किया। ये दोनों अलग sm 
कितने दिन में काम को खतम कर सकते हैं ? 

25. किसी भिन्न के अंश में 2 और हर में 1 जोड़ने पर भिन्न ई वन जाता है; और 
अंश व हर प्रत्येक में से 1 घटाने पर भिन्न а чч जाता है; तो बताओ भिन्न कया Š 1 

26. एक मनुष्य कुछ दूर तक चलता है ; यदि वह प्रति घंटे | मील और तेज़ चलता 
तो वह उतनी दूर उस समय के £ वें हिस्से में जा सकता ; परन्तु यदि वह घंटे में आध मील 
कम चळे तो उसे 25 Чё अधिक समय लगता। तो वतलाओ कि वह मनुष्य कितनी दूर | 
तक चला эт! 

27. 10 और 100 के बीच एक ऐसी संख्या वतलाओ जो कि उसके अंकों के 
योगफल का अठगुना हो; और जिसमें से 45 घटाने पर जो अंतरफळ निकले वह उस 
संख्या के अंकों का उत्टा हो І 

28. A व 510 fre ast लगाते हैं; यदि 4 हारे, तो उसके पास जो 
रक्कम बच रहेगी वह 72 के उस समय की रक्कम के दुगुने से 25 fle कम होगी। परन्तु 
D यदि हारे तो B के पास जो रक्कम वच रहेगी वह 4 के पास की उस समय की GEH का 
अ हिस्सा होगी। तो बतलाओ कि प्रत्येक के पास कितनी रक्कम थी । 

29. एक मनुष्य ने कुछ As खरीदनी चाहीं ; और वह देखता है कि यदि एक भेड़ का 
मूल्य 2 पा० 2 शि० हो, तो उसके पास 1 पा० 8 о की कमी होगी; परन्तु यदि एक 
भेड़ का मूल्य 2 पाउंड हो, तो उसके पास आवश्यक uer से 9 чо अधिक बचेगा। 
बतलाओ कि वह कितनी रक्कम लेकर कितनी AF खरीदने गया था d 

80. दो अंकवाली एक संख्या अपने दोनों अंकों का योगफळ की तिगुनी है; और 
- उस संख्या को 3 से गुणन करने पर गुणनफळ उन दो अंकों. का योगफळ का वर्ग होगा। 
- बत॒लछाओं कि वह संख्या क्या है। | 
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उन्नीखचाँ अध्याय 


सरल समीकरणों के रेखाचित्र 
(Graphs of Simple Equations) | 


. 121. deni के रेखागणित के тет द्वारा किस प्रकार प्रकट करते Ë वह 
सातवें अध्याय सें बतलाया गया है, अब सरळ समीकरणों को रेखाचित्र द्वारा किस प्रकार 
प्रकट किया जा सकता हे, इस पर विचार किया जायगा। नीचे दिये हुए उदाहरणों से यह 
विषय अच्छी तरह स्पष्ट हो जायया | 


उदाहरण 1. एक विन्दु यदि इस प्रकार चलता रहे कि उसका भुज (abscissa) 


> 


हमेशा 5 इकाई हो तो उस विन्दु का पथ कया हे वतलाओ | 


шиш L1] LIT TT 
[| TT T 

ЕЕЕ ЕНЕН 
1. 1110 | -H - p 


E 
"Á 
o 
= 
X 


чї करो कि छोटे-छोटे वर्गों के एक वाहु का दूता, жеп की इकाई है | 
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ох ( अर्थात्‌ >अक्षरेखा ) के ऊपर एक Reg M इस प्रकार लो कि ОМ=5 
इकाई हो। M विन्दु से YOY’ के समानान्तर RMP’ रेखा ҸӘ । 


em स्पष्ट аен होता है कि 7777” रेखा पर किसी भी विन्दु का शुज 5 इकाई 
होगा इसलिए उस विन्दु का पथ हमेशा PAP’ रेखा होगी | 


* एक बिन्दु यदि इस प्रकार चलता रहे कि उसका भुज हमेशा 5 इकाई है, तो 
उसका विन्दुपय PUP रेखा द्वारा सूचित होता है। इसी को संक्षेप में कहा जाता है 
PMP’ सरळ रेखा x=5 इस समीकरण का रेखाचित्र दै | 


टीका 1. इससे यह स्पष्ट विदित होता है कि ४-5 समीकरण का रेखाचित्र xox’ 
के समानान्तर एक सरल रेखा है | 


टीका 2. साधारण रूप से कहा जा सकता है कि ०८ समीकरण का रेखाचित्र 
५-अक्षरेखा के समानान्तर एक रेखा है, और. &-अक्षरेखा के ऊपर ऐसी एक बिन्दु से 
जाती है जो कि सूलविन्दु (origin) से &इकाई को दूरी पर है; इसी प्रकार yeb 
समीकरण का रेखाचित्र ०अक्षरेखा के समानान्तर एक रेखा है, और बह ५-अक्षरेखा 
T ऐसी एक Keg पर से जाती है, जो कि wee से काई की दूरी 
पर है । 


टीका 8. इससे स्पष्ट जाना जाता है, ४50 का रेखाचित्र ५-अक्षरेखा & और 
у=0 का रेखाचित्र #-अक्षरेखा है। 


हे उदाहरण 2. एक बिन्दु यदि इस प्रकार चल्ता रहे कि उसका भुज (अर्थात्‌ ८) 
और कोटि (अर्थात्‌ v) हमेशा у Sz समीकरण द्वारा परस्पर सम्बन्ध रखते हों, तो बतलाओ 
कि उस विन्दु का पथ क्या Š । 

चूँकि y = 8८, जब कि ४0 जब LIS] 
| . और | 
; 5 LU у=9 
इसलिए, उस बिन्दु के दो स्थान (0,0) ओर (3,9) द्वारा माळम होते हैं । 
छोटे वर्गे के एक बाहु की लम्बाई को इकाई मानकर (0,0) और (3,9) बिन्दुओं को 
चित्र में SX 1 इस बिन्दुओं को जोड़नेवाली अनन्त सरळ रेखा हो उस बिन्दु का 
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чїй करो कि इस अनन्त सरल रेखा पर P विन्दु है। चित्र से जाना जाता है 
कि P के भुज-कोटि (co-ordinates) कमरा: 5 और 15 È; और इन दो den 


ITT 
Hie [TTT ENEN ш 


ЧЕКЕ 


द्वारा यह समीकरण सिद्ध हो जाता Š 1 इसो प्रकार जाना जा सक्ता है क्रि इस रेखा 

पर और भी सब विन्दुओं के भुज-कोटि द्वारा यह समीकरण सिद्ध हो जाता है। परन्तु इस. 

रेखा के वाहर किसी बिन्दु के भुज-कोटि द्वारा यह समीकरण सिद्ध नहीं होता d 

इसलिए यह बिन्दु सदा OP सरळ रेखा पर रहेगा और उसके वाहर कभी भी 

न रहेगा। 
इसलिए यह सिद्धान्त निकला कि कोई विन्दु यदि इस प्रकार चले कि उसके 

भुज-कोटि (याने z व ४) सदा. = За समीकरण द्वारा परस्पर सम्बन्ध रखते हों तो उसका 


विन्दु-पथ OP रेखा द्वारा सूचित होता है अर्थात्‌ ОР सरलरेखा у=зх समीकरण का 
रेखाचित्र है। 


टीका। साधारण रूप से कहा जा सकता है कि यदि # कोई भो संख्या हो, 
y= ma का रेखाचित्र एक ऐसी सरळ रेखा है जो मूलविन्दु पर से जाती है । | 
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उदाहरण 8. एक बिन्दु यदि इस प्रकार चलता रहे कि उसके भुज-कोटि (अर्थात्‌ 
z च y) सर्वदा y= - 42 4-5 समीकरण द्वारा परस्पर सन्वन्ध रखते हों तो उस बिन्दु का 


बिन्दुपथ बतलाओ 1 3 ES 
ण से जाना जाता 
SIS ны ES | 
| और 
4179. у= – 1. 


इसलिए, उस बिन्दु के दो स्थान (0,5) और (8, - 7) ERT जाने जाते हैं । 

अव छोटे वर्गक्षेत्र के वाहु के दूने को इकाई मान कर (0,5) और (8,-7) 
विन्दुं को रेखाचित्र में अंकित करो । इन दो विन्दुआऑं को जोड़नेवाली अनन्त सरल रेखा ही 
इस बिन्दु का विन्दुपय है 1 


EH | | 
FEES 
FE EN 


m= иш 
SE eee A यानाचा 
----E-C-EEEEEEEEEEREELETETÀ 
a TO 
[111] LT TT TELTT T TAG 


ОШ ШЕШШ 
шшшшишшшиишшши NNNNA HEH E 
C A eR जा CNTT ШИШ 


फज़े करो कि इस सरल रेखा पर ? कोई एक बिन्दु है; चित्र से देखा जाता है कि 
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P भुज-कोटि क्रमशः -199 8; और इन दो संख्याओं द्वारा दिया हुआ समीकरण 
होता है। इस रेखा पर और एक बिन्दु Q लेकर देखा जा सकता है, कि उसके 

भुज-कोटि (3 व -3) भी समीकरण को सिद्ध करते EG इसी प्रकार मालम होगा कि 
रेखा पर के सब विन्दुओं के भुज-कोटि यह समीकरण को सिद्ध करते हैं। किन्तु रेखा के 
चाहर किसी भी बिन्दु के भुज-कोटि ERI यह समीकरण सिद्ध न होगा। इसलिए यह बिन्दु 
सदा PQ रेखा पर रहेगा और कभी भी उसके बाहर न रहेगा। ; 

इसलिए यदि कोई बिन्दु इस प्रकार चलता हो कि उसके भुज-कोटि у= -4z-+5 
समीकरण द्वारा परस्पर सम्बन्ध रखते हों, तो उसका विन्दुपथ PQ इस अनन्त सरल रेखा 
ZRI सचित होगा । अर्थात्‌ PQ सरछ रेखा ही у=-4х+5 समीकरण का 
रेखाचित्र 1 

रीका 1. साधारण रूप से कहा जा सकता है कि यदि mac कोई भी संख्यायें 
हों, तो ५ = ०+ ० का रेखाचित्र (०,०) विन्दु पर से जाती हुईं एक सरल रेखा होगी। 

टीका 2. चकि दो अनजानी राशि (० व у सममू लो) वाले प्रत्येक सरल समीकरण 
को ५=॥2+८, के रूप में प्रकट कर सकते हैं; इसलिए सब सरळ समीकरणों के 
रेखाचित्र सरळ रेखाओं द्वारा प्रकट होंगे । 


टीका 3. y-mc-o, इस समीकरण के रेखाचित्र को mate, इस व्यंजक 
का रेखाचित्र भी कहते हैं 1 

टीका 4. किसी दिये हुए समीकरण का रेखाचित्र किसी विन्दु का Веча तब 
कहलायेगा, जब उस बिन्दु के किसी भी स्थान के भुज-कोटि के मूल्य दिये हुए समीकरण को 
सिद्ध करें । 

उदाहरण 4. 72+3у=11 समीकरण का रेखाचित्र खींचो । 

यहाँ यदि ४50 हो यदि ७-1 हो 
| और | 
y 78$. y 71$. 

इसलिए स्पष्ट якн होता है कि (0, 38) और (1, 15) दो बिन्दु रेखाचित्र पर हैं। 

अत्र छोटे वगो के एक वाहु के तिगुने को इकाई मानकर (0,33) व (1, 13) 
बिन्दुआँ को वर्गाकित कागृज़ में अंकित करो; उनको जोड़नेवाली अनन्त सरल रेखा वह 
रेखाचित्र है जो हम निकालना चाहते हैं । 

इस अनन्त सरल रेखा पर कोई भी बिन्दु P लेकर देखा जा सकता है कि उसके o 
भुज-कोटि (अर्थात्‌ 3 व - 858) दिये हुए समीकरण को सिद्ध करते हैँ। इस रेखा पर 
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और भी एक बिन्दु 0 लेकर देखा जा सकता है कि उसके भुज-कोटि -1 व 6 समीकरण 
को सिद्ध करते E. इसी. प्रकार दिखाया जा सकता है कि इस अनन्त सरळ रेखा РО] 


ळर] us иш 


Pt | | | | 

| | न [T] 
AA TT Tee peat tT LL 
LI TAT 


पर के सव विन्दुओं के भुज-कोटि के मूल्य समीकरण को सिद्ध करते Él किन्तु इसके बाहर” 

ह्र्‌ 

ae विन्दु के भुज-कोटि समीकरण को सिद्ध नहीं करते । इसलिए PQ ही समीकरण का 
l 


टीका 1. 7z+3y=11 % रेखाचित्र 1-72 इस बीजीय च्यंजक का 
रेखाचित्र भी कहा जा सकता | 


टीका 2. चूँकि PQ we रेखा 72438 
911 समीकरण का रेखाचित्र है 
x लिए इस समीकरण को PO सरल रेखा का समीकरण (Equation of the straight 
| line PQ) कहते Ë । 
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टीका 3. किसी दी हुईं सरळ रेखा का समीकरण निकालना हो, तो एक ऐसा समीकरण 
निकालना होता & जो उस रेखा के उपर के किसी बिन्दु के भुज-कोटि के मूल्य द्वारा 
सिद्ध होता है। 
„_ उदाहरण 5. (1, 1) और (3, -३) दो विन्दुओं से होकर खींची हुई सरळ रेखा का 
समीकरण निकालो 1 
| TA करो कि y= mac वह समीकरण है। 
चूँकि (1,1) और (3, — 5) दोनों में से अत्येक के ага द्वारा समीकरण सिद्ध होता है, इसलिए 
l= mt+c } `. 92m--4; और s. m= =; 
और -i-83m4c और c=1+3=Z, 
इसलिए यह समीकरण у=—2ш+1; 
अथवा ३2+4=7, 


TAAVI 67 
1. निम्नलिखित समीकरणों का रेखाचित्र अंकित करो : 
(1) 2-8. (2) ४5-18. (8) 2 11-0. 
(4) у= - 1. (5) y -9—0. (6) y+10=0. 
2. निम्नलिखित समीकरणों का रेखाचित्र अंकित करो : 
(1) y=a. (2) y= —z. (3) ४9८, 
(4) y-- 92 — 0. (5) y= — 35. (6) 8y=5z. 


(7) 7y+8e=0. (8) 6y+132=0, .. 
3. निम्नलिखित समीकरणों का रेखाचित्र अंकित करो : 


(1) у=8ж+4. (2) y - 7z —8. (3) y= —5z + 9, 

(4) y= -8z-11. (5) 3y- 75 + 4. (6) —6y - 7z —10. 
4. निम्नलिखित समीकरणों का रेखाचित्र अंकित करो : 

(1) 927१-7४-10. (2) 4: 5y - 1 —0. 

(3) 52+ 6y +8=0. (4) -8z 7y +8=0. 

(5) 10у - 92 — 18. (6) 8z — 11y--18-0, 


5. निम्नलिखित समीकरणों का रेखाचित्र अंकित करो : 


түй 5.४. only. 
(1). न 1. (9) 9-1 (3) च्या. 


_5- 7४ _ 99-18 ३०. dy 
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6. निम्नलिखित व्यंजकों का रेखाचित्र अंकित करो : 
(1) 2-3. (9) 3z+ 4. (8) —7z +8. 
7—45 52-9 8z+11 
(4) Sx (5) du: (6) Eur 
7, नीचे दिये हुए दो बिन्दुओं पर से खींची हुईं सरल रेखाओं का समीकरण निकालो : 
(1) (0, 0), (5, 6). (2) (0, 5), (7, 0). 
(3) (6, "T 8), ( med 7, 5). (4) ( ram 4, 8), ( E 9, тү 13). 
(5) (— 11, 0), (7, -10). 
Maat अध्याय 


सहज वर्गसमीकरण और प्रस्न 
(Easy Quadratic Equations and Problems) 


122. परिभाषा : जिन समीकरणों में अव्यक्त या अनजानी राशि का वर्गात्मक 
या दूसरी घातवाला पद हो और उससे अधिक घातवाले कोई पद न हों तो उसको वर्गसमीकरण 
(quadratic equation) अथवा दो घात का समीकरण (equation of the second 
degree) कहते हैं । 

यदि किसी वर्ग समीकरण सें अनजानी राशि का केवळ alae पद ही वर्तमान हो 
(एक घातवाल्य पद वर्तमान न हो) तो उसे “शुद्ध वर्गसमीकरण” (pure quadratic 
equation) और जिसमें पहला घातबाला पद भी वर्तमान हो, उसे मिश्रित वर्गसमीकरण 
(adfected quadratic) कहते Š । जैसे, 

32° = 75 यह एक शुद्ध वर्गसमीकरण है ; 
322 - 7z= 6 on मिश्रित СП [n l 

123. शुद्ध वर्गेसमीकरण को हल करना : ge वर्गसमीकरणों को हल 
करने के लिए, सरल समीकरणों को हल करने के नियम के अनुसार, अनजानी राशि के वर्ग 
` का मूल्य (value of the square of the unknown quantity) निकालकर फिर उस 
मूल्य का बगंसूल निकालना पढ़ता है । 
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उदाहरण 1, हल करो : 5(८+1) -9 = (22 + 7). 
इसमें ५2 +5-9= 3 + 91 ; 


अथवा bz*-3-82?-91; 
अथवा 92018: 
a? =9, 


C. *= 3 अथवा —3. 


अव चूँकि अनजानी राशि का वर्ग 9 के वरावर है ; .-. या तो यह+3 या-3 होगा। 
इस हालत अं ० के दोनों uer दिये हुए समीकरण को सिद्ध करते हैं। विद्यार्थी दोनों 
सूल्याँ को काममें लाकर जांच सकते हैं । 


टीका | ऊपर दिये इए उदाहरण में ध्यान देना चाहिए कि शेष क्रिया यह प्रश्न 
हल करने के समान है, कि “किस संख्या का वर्ग लेने से 9 प्राप्त होता है ?” 
THEN 2, हल करोः ३(८- 2)(८- 3) - Ae- 91) - 14) = 9, 
दोनों पक्षों को 91 द्वारा गुणा करने पर प्राप्त होता है: 
॥(८- 2)(z — 3) — (z — 91)(z — 14) = 49. 
वायां पक्ष = (7८२ — 382 + 49) - (४१ — 952+ 994) 
= 70° – 35a + 42 — ४१ + 352 — 994 
= 62? — 959. 
इसलिए समीकरण को लिख सकते हैं, 
62? — 952 = 49, 
अथवा 62% —959 + 49 = 294 ; 
दोनों पक्षों को 6 द्वारा भाग करने पर x° = 49. | 
अत्र चूँकि अनजानो राशि ऐसी है कि उसका ай 49 के समान है, इसलिए यह या 
तो +7हैया -7 है। 
इसलिए х= 5-7 अथवा -7. 
उदाहरण 3. 9 गज़ लम्बे और 4 TH चौड़े एक आयत के क्षेत्रफल के बराबर 
वर्ग के एक वाहु की «18 वतलाओ 1 
फज़े करो कि वर्ग के एक वाहु को लम्बाई z गज़ है। 
तो वरग का क्षेत्रफल = z x z TH = x2 वर्गगज 
और आयत का क्षेत्रफल = 4 X9 वर्गगज = 36 айта 
दी हुई शाते के मुताबिक 2 वर्गंगज़ = 36 айта 
अथवा 2? = 36; .. c-6 अथवा-6. 
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अब चेँकि किसी वर्गक्षेत्र के वाहु की लम्वाई घनात्मक राशि होनी चाहिए इसलिए 
— 6 मूल्य को छोड़ देंगे । 
टीका । वर्गसमीकरण के प्रश्नों में समीकरण की अनजानी राशि के जो मूल्य प्रश्न के 
ud के मुताबिक लागू नहीं होते, उनको छोड़ देना चाहिए । 


Wasi 68 
नीचे दिये हुए समीकरणों से 2 का qeq निकालो 
327 =97 2. „аа? =a 3. ३० = 28. 
4. Set = S. 5. Az? - 8) +2(8 - 2) =8(a + 5). 


6. (&- ॥)(८- 10) -- (८- 83)(ш— 2) 5 (z - 17)(z— 5). 
2210, . S0tz* 8. (s-ta)! —9a(a a) — 8a*. 


15. е si 95 
9. x? +9be—b* =a? -ҚЬ- 92). 10. 9z(3z--5)- Sala + 9) — 88. 
За? +15 , 952 +9 952 +87 

11. туна + ETE = aL. +2, 

e किसी संख्या का चौग॒ना उसके व्युत्कम का 16 गुना है, तो बतलाओ वह संख्या 
qr | 

18. एक वग के क्षेत्रफल का तिगुना, 9 गज लम्वे और 3 गज़ We एक आयत 
के क्षेत्रफल के चौगुने के समान Š ; वर्ग के एक वाहु की लम्बाई बतलाओ । 

14. 4 के पास एक वर्ग ज़मीन है, वह उसे В की 91 वगगज़ क्षेत्रफलवाली एक 
आयत रूप की ज़मीन के साथ асе कर 10 वगंगज़ ज़मीन अधिक पाता है; तो वर्ग 
ज़मीन का बाहु कितना है ? 

15. 10 फुट लम्बी एक सरल रेखा के इस प्रकार दो हिस्से बनाओ कि पहले हिस्से के 
ят के पंचगुने और दूसरे हिस्से के वर्ग का अंतर पहले हिस्से के 20 गुने के समान हो। 

124. gade निकालकर मिश्रित वर्गलमीकरणो' को हल करना 
Га वगसमीकरणों को सरल करके और पदों का पक्ष बदल के ८०२ +४2+८0 के 
रूप में प्रकट कर सकते हैं। अब जो वायां पक्ष प्राप्त हो उसक्ते यदि गुणनखंड निकाले जा सकते 
हाँ, तो उन गुणनखंडों की सहायता से अनजानी राशियों के मूल्य निंकारे जा सक्ते हैं। जैसे 

उदाहरण 1. हल करो: ७१ - 524 6550. 

स्पष्ट है कि amit पक्ष (तरफ) = (z — 9)(z — 8). 
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इसलिए (2 - 2)(८- 8) =0, 


2-9; 


इसलिए о और з इस दिये gu समीकरण की अनजानी राशियों के मूल्य हैं । 


तरफ बद्ल करके Yale - 5) - 8(2 - 8) = (92 - 8)Yx — 5). 


० (2४- 8)(८-5) 0. 


2-1; 


92-8 =0 | अथवा ४४-60 


S. 2-9=0 | अथवा «-3=0 


3 और ही मूल्य हैं। 


२३७ 


रीका । ऊपर दिये हुए समीकरण में, अर्थात्‌ 22? - 102 = 37-15 अथवा 
2०(2-5)= (०८-5) में पाया जाता है कि ०-5 शुणनखंड दोनों तरफ वर्तमान š! 
इसलिए 2 - 5 =0 अर्थात्‌ 2 = 5 मानने पर समीकरण के दोनों तरफा का सूल्य बरावर होगा, 
अर्थात्‌ समीकरण सिद्ध होगा और यदि &-5 का मूल्य शून्य (0) न हो तो दोनों पक्षों को 2-5 
द्वारा भाग करने पर 32-3, अर्थात्‌ 2-23 निकलता है ; 2. यदि z=5 अथवा ७०३ 
हो तो समीकरण सिद्ध होता है। इसलिए 5 अथवा $ समीकरण को अनजानी राशियाँ के 


| 
| 
| 
| उदाहरण 2, हल करो: 27! - 10 = 92 -- 15, 
| 


मूत्य हैँ । 


इससे यह जाना जाता Š कि समीकरण को हल करने के लिए उसके सव पदों को 


एक ही तरफ लाने की कोई विशेष आवश्यकता नहीं Š | 


उदाहरण S. हरू करो: 10(22+ 3) - 3) + (72+ 8) = 20(2 + 3m — 1). 


तरफ बदलने व सरळ करने पर 49१ - 98 - 91 50 
nae Ta? –42-3=0; 

"अथवा (722 — 72)4- (82 — 3) 50, 

अर्थात्‌ (72+8)(७-1) «0. 


इसलिए 72+3=0 | अथवा z-1-0 


c= जे ; 


इसलिए » के मूल्य - $ और 1 हैं । 


अब 10(22* - ३०-9) + (492? + 422 + 9) = 20(n? + 92 — 8) ; 
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उदाहरण 4. एक ऐसी संख्या बतलाओ जो अपने व्युत्कम के 65 गुने से 
64 अधिक है 1 
Tl करो कि वह संख्या = ш 


तो दी हुईं शर्त के अनुसार 2 - s. 64. 
अव z द्वारा दोनों तरफों को गुणा करने पर निकलता है 


s? — 65= 64a, 
अथवा  z'-64z—65-0, [ तरफ बदलने पर ] 


अथवा (z-—-65)Xz+1)=0, [ गुणनखंड निकालकर 1 
2-65-0 | अथवा! z+1= 0 | 


अर्थात्‌ 2=65 अर्थात्‌ z= =1. J 

इसलिए मूल्य 65, या -1 है । 
AAI 69 
निन्नलिखित समीकरणों को हल करो : 
1. 326 - 19% + 1556: - 23. 9. 4c? —4¢=80. 
8. ४+9- 716 77: 4. %*+92-89«0, 
0090200. 6. 622 +5240, 
3. 

7. कलक en 8. ca 

9129-1 
9. Ме - 7४56. 10. 2?-(a+t)2+ab=0, 


11. दो ऐसी संख्यायें बतलाओ जिनका गुणनफल 399 और योगफल 40 है । 

12. एक ऐसी संख्या वतछाओ जिसका वर्ग संख्या के 10 शुने से 96 अधिक है | 

18. कोई संख्या 12 से जितनी अधिक है, उसके व्युत्कम का 89-गुना 4 से उतनी 
ही कम Š ; तो वतलाआ कि संख्या क्या है। 

14. पिता व पुत्र की वर्तमान आयुओं का अन्तर 95 है; 10 वर्ष पहले उन दोनों की 
आडु सूचित करनेवाली संख्याओं का गुणनफल यदि 150 हो, तो पिता को वर्तमान आयु बतलाओ | 

15. 100 wins क्षेत्रफलत्राली किसी आयत की लम्बाई उसकी चौड़ाई से 
15 गज़ अधिक है। प्रति गज़ आठ आने मूल्य के तार के जाळ से: उस खेत को घेरना चाहें 


तो कितना खर्च होगा ? 
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समापवत्य की परिभाषा लिखो। 3672०५४, 242295५ और 940०१७१० का 


| : I 
| 1. दो अथवा दो से अधिक बीजीय व्यंजको के महत्तम समापवर्तक और लघत्तम 
i Чо We अ० ओर्‌ Go qo Ҹо अ० निकाले | 


2. निन्नलिखित व्यंजकों का गुणनलंड निकालकर Ho ge अ० निकाले : 
z* 6z+9 और 42 - 115 —3. 
8. ab—ac-b?--bc और b? —19ac — 442 — 9c? o 
bed 8-46“ — 9с का Go Yo Bo 
X + a’ +y +3ay—1 के अभाज्य गुणनखंड निकालो और सिद्ध करो कि इसका 
Aa *zy-a2)t8y(z-- y) - (7 3y) + Te + Ty का Ho qo 9l*z--y—-181 
5, यदि १४=८+४+८ हो तो सिद्ध करो कि 
200 + (b? + c? – д2) s(s— a) 
9bo — (b? + c? —a*) (s—b)G —c) 
6 4 
6. इलंकरोः ed шн 
22-1 °+1 Pr Ts i Bro 
7. हलकरो; az-tl-byctl-aydbz. 


E 8. एक होज़ में दो नल लगे हैं, उनमें से एक नल ८ घन्टों और दूसरा b owl 
में होज़ को भर सकता है । दोनों नळ एक साथ हौज़ को कितने धन्टो में भरेंगे ? और 
यदि एक तीसरा नल भरे हुए हौज़ को оча में खाली कर सकता है, तो तीनों नल एक 
साथ खुले रहकर कितने घन्टों में भरे हुए हौज़ को खाली करेंगे ? 
ems II 
1. 72'-96z-15 और 5z(z—1)-3(92—11)- 94 का Ho We अर 
निकालो । 
2. ш +४०१ +०० +०३ और 2? - (८-४४-८३ का Be Ҹо So निकालो | 
8: निम्नलिखित व्यंजकों को सरल करो : 
1 irs 44,2 — 9,,2,,4)2 a О. 
| s (8z*y*-83z*y*)* n Bla —-£—80Yx* —9z-F14 
| (a'y aa +. 00 Co oer уусу 0 1) 
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4. मूल्य निकालो : 
тушу: यदि дед? +? और y=a - 0 हो। 
2-9 tty 2: 
. (22-9)? – (2-6)? 9(z — 2 
5; इछ करो 3(22 — 102 + 25) + 3(z* —8z + 15) 


z* liz' 4142 232 क गुणनखंड az _ 5a +1 होगा । 
mit. a ее сав 

7. 2 (2२-11) - {० - 5) “9: 0-9) दो, तो का qeq निकालो 1 

8. हल करो ; aztby=c? और atz bivao, 


i 

1. महत्तम समापवर्तक निकालो : ८२८ + ८१ - 9०७2१ + ७२2१ + 67 b? - 26५9 
और 25326 —5a*z? + 86९ – 9b*z* + ба?а? – 300° का। 

2. लघुत्तम समापदत्ये В: mitoto to tetli और 90-८४ 
+2 -g +21 का। 

з. महत्तम समापवर्तक निकालो : z*-9, (2+8): और ४१ +४- 6 का । 

[ कलकत्ता THe, 1910. ] 

4, दो वीजोय व्यंजकों का लघुत्तम समापवत्य निकालने का नियम बतलाओ और 
उसको ठीक तरह से सिद्ध करो । 

लघुत्तम समापवर्त्य निकालो : 

z!-r(a-b)z-tab, 2०-5२ और m (a — bs — ab का | 


ws (Senn _ ४-5 1 
ева ај pata. 


6. हल करो: az3y-ztby-3(zTy)4 1. 

7. किसी रक्कम का एक हिस्सा 4 प्रति eer और दूसरा हिस्सा 7 प्रति Geer सूद 
पर लगाने पर कुछ आय 196 पौंड gi; परन्तु यदि सूद की दर क्रमशः 5 प्रति शत 
और 6 प्रति शत. होती तो 919 पौंड सूद मिळता । तो इस रक्कम के दोनों हिस्से निकाळो । 

8. यदि a(z" - 4) =15 हो, तो z निकालो | . 
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IV 


1. दो अथवा दो से अधिक बीजीय व्यंजकों i 
समापवत्ये की परिभाषा लिखो 1 orn 


यदि 4 और B а व्यंजकों के महत्तम समापवर्त 
DX है wads और ә i 
शः 8 और 7 हों, तो सिद्ध करो कि Hx L= AxB. pb जे 
2. 2-3, g? ¬ १८५+)? और g? -y? का 
x ग महत्तम समापवतेक бенә 
ओर सिद्ध करो कि उनके लघुतम समापवर्त्त को ¿š | I 
७ +z +y? 
सजनफळ (z - y)(z2 — y?) होया । ES D í 
2+5 +6 
8. 80-107 5०16 से कितना छोटा है वतलाओ । 
^ hE BRD gis : 
सरल करो : аа ‘ment Pl Н 
5. सिदध करो कि Goo)! — (y + 2)१ = Bfe оу +a) +e — 9] 


6. तीन अंकवाली किसी संख्या की इकाई के स्थान पर 5 है, और 
कवाड R » और दहाई के 
का अंक दूसरे दोनों अंकों के योगफल का आधा है। और इस संख्या के साथ se an 
9 3 bud ян d है, उस संख्या की इकाई का अंक उपर दी हुईं संख्या के सेकड़े के 
› अर उस संख्या की दहाई का अंक उपर दी हुई deu की इका j 
है तो दो हुई संख्या निकालो । муюн T 


1. किसी. एक भिन्न के हर और अंश के साथ 8 जोड़ने पर भिन्न 3 : 
परन्तु हर और अंश में से 5 घटाने पर भिन्न 3 बन जाता Ë ; तो भिन्न निकाले । "Rs 


8. हल करो : 5(z'-32-11)3(! + 92 + 4) - 8(32१ - 82 + 1). 


V 
1. महत्तम  समापवतेक , निकालो : wt- (да + ६०)४१ + ८२६१ और 
a* — (a + b)*z* +2abla+ bs – ०२७१ का। | 
2. ल्घुतम समापवत्ये निकाछो 8621-112-6 और 402१ — 99० +3 का। 
3. लघुतम पदों में तोड़ो : : 
92 a _2y 1 1 | 
uc mE д x(442 3 271. 
sty wy zn (s BER с ре 
В—16 = 45, ау ) 
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. aitbotcatad À a? + 80° 

4. हल करो: a! + 906 + 2ca + ab a* +a o? + бас? + 40° 
2+9 2-9 95-4 . 42“+8 . 
5. सिद्ध करो कि ltrz-2! l—-ote® l-z 42^ әш +1 


в Ask 2 रेल पर 190 मोल की यात्रा करते हैं। 4 ceder किराया देकर 
एक वापसी टिकट लेता है। वापस आकर उन्दों ने देखा कि 4, Ba प्रति 100 मील के 
सफ़र में 4 आना 9 पाई कम किराया देता है। तो सिद्ध करो कि प्रति मील का किराया 


9 पाई है। | | 

ग. यदि ४5४5 हो तो ००+ का मूल्य 18 और यदि "18 हो तो उस व्यंजक 
का मूल्य 29 है। तो यदि 2-'5 हो तो सिद्ध करो कि उस व्यंजक का मूल्य 4 होया । 

8. किसी संख्या के वर्ग के दूने से 4 कम करने से 28 रहता है; तो संख्या 
क्या है १ 


VI 
1. We We अः निकालो : 
32? — 187? + 332 — 18, x? — 52+ 6 और 2? — 3८+ 9 F 


9, ` So Чо Bo निकाली : am? - (a? + ab) + аЬ, bu? - (b? + bo)e + 9१6 
और ez? — (c? + ००) + c? a का । i 


3. दो राशियाँ a और b का Be qo अ० Ё & और qo qo अ° है y. यदि 
z ty=ma+ 2 ©, तो सिद्ध करो कि! t y? =ж?%а% + 5 


. se? =?) , z(y*-s?) , y(s* -2?) 
4, हल करो: pr y tyta? rita! 


5. айа=-®. और y- दो, तो सिद करो 


шї +у? at +b? у 91-9१ а-ы 
© lys -y4 62-60 ti) a 9२ १+ | 


6. हल करो: ; fe: 
३-6) +४४(84७+10)- 22 2062-8) (4- (६-०0+ 169) _ 18 
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7. फल ачак एक औरत कुछ सेव प्रति पेन्स में तीन के हिसाब से और फिर 
г फेर प्रति 
पेन्स में चार के हिसाव से उतने ही सेव खरीद कर, दो पेन्स में 7 के हिसाव से कुछ सेब बेचने 
पर देखती है कि उसको 3 पेन्स का घाटा हुआ। कितने मूल्य में उसने कुल सेव खरीदे थे ? 
8. हल करो; (2z+3)z-5)+(z+5)Ú3z+1)=34+ (2+ 4}2 +5). 
VII i 
1. We Wo Ҹо निकाले: . g? -,72* + 6552-88, ш* š 
w° (w? +8) — T(z* + 15) + 152 — 562? का! ee 
2, Be Wo Ao निकाले; ८४ - ००+ ४०-४३, bo — ab -- qo — с? और 
a6 —bo + ab - a° का। à 
3. यदि दो संख्याएं z और y के म० чо अ० और зе Чо अर mq: 8 व 105 


हों और यदि &4-४-86हो, तो सिद्ध करो क्रि ! + 1 = E 
2 y 


4, कुरो 7०२ आय У 78 Rd sN 
We (2—12 9) eerste er 
5, fart H sty =2tb -b 
E ०-५ Чата -Б Sabi 
6. दो अंकवाली कोई संख्या यदि. अपने दो अंकों के योगफल का चौगुना हो 
तो सिद्ध करो कि उन दो अंकों को उलट कर लिखने पर जो सं 
दोनों अंकों के योगफल का सातगुना होगी । “शामा 
7. हल करो; 
82+20 =4y -10 i 
4(z—1)-8(y-3)-0 ) | 
8. किसी संख्या का वर्ग 7 से जितना बढ़ा है, उस संख्या के आधे का वर 
उतना ही छोटा है ; तो वह संख्या निकालो |. Dco 


‚ [ कलकत्ता एन्द्रेस, 1895. ] 
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इक्कीसवां अध्याय 
कठिन Sauer (Harder Formule) 


चौथे अध्याय में वतलाए हुए सूत्रों से कठिन सूत्रों पर यहां विचार किया जायगा d 


125. GA: (х+а)(х+0)(х+0) 
zX9-F (a--b--c)x?-r (bc-- ca-- ab) x abe. 


टीका। विद्यार्थी को आसानी से इसकी सचाई मालूम हो सकती है । नोचे दिये हुए 
सूत्र इसी सूत्र में शामिल Š । | 
(z — a)(z — 506-0) - 2 — (a + + c)z* + (bo + ca + ab)z — abo ; 
(z + a)(z + b)(z с) =z° + (a +b — टोळ — (bo + ca — abc abo; 
(z + ax — b)(z с) - z* + (a — b — 0)2* + (bo — ca — ab)z + abe, 
| Forder से दिखाया जा सकता e कि 
| (z —a)(z — b)(z — c) 1x (а) = +( — b)if + ( — 9) 
| =o *((-a)*(- 5)* (-o)z? +1(— b)(— о) 
+(—в)(—а)+(—а)(—)ж+(— a)(— B(- o) 
=m — (a +b+ o)z* + (bc + ca + ab)z — abo. 
š इसी प्रकार और दो सूत्र भी सिद्ध किये जा सकते Ë, जो काम विद्यार्थियों के अभ्यास 
के लिए छोड़ दिया जाता है । 
उदाहरण 1. 2+9, 2+4 और ४+6 का गुणनफल लिखो । 
9+4+6=19, 
 4x6+6x9+9x4=94+19+8=44, 
9x4x6=48.' 
इसलिए गुणनफल =g" +192 + 447 + 48, 
उदाहरण 2. गुणनफल लिखो: ४-8, 2-5 और z—7 का। 
(-3)*(-5)*(- 7) = –15, 
(—5X-7)+(-7X-3)+(-3X-5)=35+91+15=71 
( -8(-5(- 7) = — 105. 
इसलिए गुणनफ़ल =a? — 1527 4- T1z — 105, 
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उदाहरण 3. शुणनफल निकालो : ४-4, ० +5 और 2-3 का । . 
(—-4)+5+(-3)= -9, 

(5-8) (- 3(- 4) (— 45) « -15 +12-20= - 23, 
(-4x8x(-3)- 60. 


इसलिए गुणनफल =g? — 95? — 982 + 60. 
उदाहरण 4, शुणनफल लिखो: 24-38, z-59z-891 
3+5+(-8)=0, 


(-8)+(-8)(3) +(8)(5) = - 40-94 +15 = — 49, 
3*%5*(-8)= - 190, ` 
S. WARS = 2? — 0.2? — 49 - 120 
= — 499 — 190. 


FTAA 70 

गुणनफल लिखो : 

1. &+1,2+9 और०+3, 2. ०+१,८+5 और ८+१, 
3. ४+8, ४-6 और ८+, 4. 2+4,2+5 और ४-10, 
5. ४-8, 2+8 और 2+71, 6. 2-5, ४-9 और ८ +8. 
7. 8-9, #+ 7 और ८-4. 8. ७6, 2-6 और = - 7. 
9. ४-8, ४-7 और ४-11, З 10, ४-9, 2-6 और 2-9, 
11. ८-4, ४-8 और &-12. 12. =+5, ७279 और ८4-11. 
18. ४-6, ०58 और ७-9 14. z-3,z2-7 और ८-18; ` 
15. ४-93, 2+19 और 2+4. - 16. ८-9, ०-10 और ८ +19, 
17. 8+9, 2-5 और&-7.. . 18. ०+8, ० +19 और ८ +15 
19. 2-14, ७58 और +6. 20. 9-8, 9-10 और ४-16, 


126. QR व्यंजक का वर्ग निकाळना : नियम 54% उदाहरण 4 व 
5 में क्रमशः द्खिलाया गया है कि i 
(a +b +0)? =a? +b? + ०१ +9qb + 966 + 9bo ; 
और (a-F b--o-- d)! =a? +02 +0? +d +2ab + 9ao + 9ad + 9bo + 9bd + Qed. 
उपर दिये हुए 'दोनों उदाहरणों से पाया जाता है कि यदि किसी पूरे व्यंजक का 
at निकालना हो तो उसमें दिये हुए प्रत्येक पद के वर्ग के योगफल के साथ प्रत्येक पद को 
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उसके बादवाले सब पदों से गुणा करके, उन Det के gat को जोड़ना चाहिए । 
उपर दिये हुए सिद्धान्तों को निम्नलिखित रूप में याद करना आसान है । जैसे, 
(а ++) =a? +b? + ०१ + 96(७+ ०) + 980 ; 
(a -- b--o-r d)? =a? +b? c* +d? + 2a(b + c + d) + 9b(c + d) + 206. 


यह दिखलाया जा सकता है किं हर हालत में यहो नियम काम में छाया जा सकता Š । 
न्त रूप में 64 b+ c + d + e का वर्ग निकाला जा रहा Š । 
अव (atbrotdte) — 
={(a+b+c)+(d+e)}? 
» (a 4-5 - c)? +9(G+ b+ o(d + e) + (g e)? 
= {42 +b? + c? +2a(b + c) + 9bc] 
+{2a(d + e) + 2b(d + в) + 2o(d + e} + (d? + 6१ + 265) 
=a? +0 +07 +d? +e? +9a(b +o +d + e)+ 9b(c + d + в) 
+ 9c(d + e) + 2de. 


इसलिए यही सिद्धान्त निकळता है कि किसी qaqa व्यंजक का वर्ग निकालना हो तो उसमें 
दिये हुए प्रत्येकं पद के वर्ग के योगफल के साथ, प्रत्येक पद को उसके बादवाले प्रत्येक पद 
द्वारा गुणा करके जो गुणनफल प्राप्त हो, उसका दूना जोड़ना पढ़ता है । 


बहुपद व्यंजक में एक या एक से अधिक ऋणात्मक पद रहने पर भी उपर वतलाया 
हुआ नियम लागू होगा; कारण इस नियम में पदों के चिह्न बहुत व्यापक रूप में प्रयोग 

हैं और उनमें से चाहे कोई चिह्न धनात्मक या ऋणात्मक राशि सूचित कर 
सकता है। . . 


टीका। चूँकि (a-F b- c)? =a? +b? +0? + 9(ab+ ao + bo), 
' इसलिए 9(ab + ac + bo) =Ía2 +b? +o क (ab + ao+ bo) - (a? +b? + a°) 
=(a+b+ c)? — (a? + bš + c?) 
उसी प्रकार ८१ +b? +02 (८+ b+ o)? — 9(ab + 6०+ be) 
उदाहरण 1. z—y-cs—o का वर्ग निकालो । 
(z—y ts—-v)! =g +у tato + 92(- ५० +s v) 
* 9(— y(s— v) + 22(— v) 
mg y2 + s +02 — 9zy + Ons — 920 


© —9ys t 9yv — 220: 
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उदाहरण 2. —a--9b—-3e— d का at निकालो । f 
(—a+9b— 3a— d)* =a? + 45? + 9c? +d? + 9( — a)(9b — 8o — d) 
+9(90)(-8०- d) + 2( —3ce)( — d) 
= a? + 4b? + 90% + d! — 469 + 6ac + 266 
— 1960 — 46d + Ged. 
उदाहरण 8, uer निकालों : a? +b? + ०२ + 968 ¬ 94८ - 2४० यदि ८ = 19, 
b= 18 और ००४५ हो । 
दिया हुआ व्यंजक = ८१ + b2 + ०२ + 9a(b - о) + 99( - о) = (a+b — o)2, 
इसलिए मूल्य = (19 + 18 — 82)? = (b)? = 95, - 
उदाहरण 4, यदि ०=४+०, y=c-a और ४5०७-०४ हो, तो सिद्ध करो किं 
४२ +y? +2१ - 929 - 925+ 9५2 = 4७. _ [ कलकत्ता एन्द्रे, 1883. ] 
g? by? + g2 - 900 — 9x5 + 9८४१७२ + у%+8%+9х(—у—в)+ 9(— у)(— ») 
= (r-y-2)* -(b-o)-(c—a) -(a- b}? 


= (25)* = 402, 

ЯЯЯ: 71 ^: 

ай निकाली : F : E 

1. cty-z. ` 2. -ytz 8 —w+y+s. 
4. -a-yt+s 5. c-y—s. 6. a-zty-s. | 
1. ७-७-॥५०८. 8. т+п+р+а+т. 9. p-gtr-a-y. 
10. -atb—-cta-y-sz. 11. a—922—-39g—4s. 
मूल्य निकाले 


0018. 124m? +22 - 927709 + 200 - 9mn, यदि 1517, m-98 n=13 Ñ 
14. о? +д° +7? +9рд — Yor — дат, यदि 2716, 65०19: r=25 हो। 

: _ 15. „а? +b? +८०१ - 960 - १००+ 2०, यदि, 6०28, ४०18 ०=15 1 
16. c!-y'-1-9zy-9z2-9y, — यदि ४56 और ४=7 हो। 
17. 2*+४१+०७४-०४-०9४+96, यदि 2598 और ४०18 हो। ' 
18. %*+49५%+1-429-95+ 48, यदि ४596 और ४=19 हो। 
19. c'-9y*—6zy-9z-6y-64, यदि 2=49 और ५४०16 8! 
20. 9z*-y!—6rzy-6z—9y—94, यदि ४०14 और ५०४8 STI 
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21. यदि ०+४+०=12 और ८'+४* +०१ = 0 हो, तो ab+ac+bo 
का मूल्य निकाले 1 
99. af ०+४+०=13 और ab-actbo-50 हो, तो a+b" +c" 
का मूल्य ӘӘ 1 
127. द्विपद व्यंजको' का घात निकालना : घातक्रिंया (Involution) : 
गुणन करके देखा जा सकता है कि 
(a+b)? =a? + 9ab + | 
(a-b)? =a? - 968 +b? 
(a+b)? =a? + 8a? b + 8ab? + e 
(a-b)? =a? —8a?b + Зар? — b? 
(a+b)! =a‘ + 4a? b + 6a? b? + 445% + ^ 
(a — b)* =a‘ — 4a? b + 6a? b? — 4603 + b* 
(a +b)! =a" + 5a*b + 10a? 0? + 10a? 5? + 860९ + b} 
(a — b)5 — a5 — 5a*b + 10a? 5? — 10629% + 556 — ४९ 
(a+b)? =a" + 625b -- 15a‘b? + 90835? + 15a?b* + Gab + 2 
(a — 5)* =a" — 6255 + 15a*b? — 20a? 5? + 15a?b* — Gab + bŠ 
टीका 1. एक व्यंजक को उसी व्यंजक द्वारा एक या एक से अधिऋ वार लगातार 
गुणा करने पर प्राप्त गुणनफल को उस व्यंजक का घात (power) कहते Š ; और यह कहा 
जाता है कि वह व्यंजक गुणन किया द्वारा सूचित घात में छाया गया है; किसी व्यंजक 
को किसी घात में enr की क्रिया को घातक्रिया (involution) कहते हैं और किसी 
व्यंजक की घातक्रिय़ा द्वारा जो व्यंजक प्राप्त होता है, उसको उस व्यंजक का विस्तार (७१० - 
sion) कहते É | 
टीका 2. उपर दिये हुए फलों को जांच से аен होता है कि 
(1) द्विपद व्यंजों के किसी धात के विस्तार से प्राप्त पदों की संख्या घातांक से (एक) 
अधिक है। जैसे, पांचवें घात के विस्तार में. पद संख्या 6 है; और छठे घात के विस्तार में 
पद-संख्या 7 हे; आदि। > i 
(2) «-० के करिसी भी घात के विस्तार और ८--७ के उसी घात के विस्तार में 
केवल इतना ही भेद है कि पहले विस्तार के qz बारी बारी से (alternately) एक धनात्मक 
और दूसरा ऋणात्मक हैं, परन्तु दूसरे बिस्तार के सब पद घनात्मक है | 


(8) किसी द्विपद व्यंजक के घात में जो घातांक होता है, द्विपद व्यंजक के पहले पद 
a और दूसरे पद b को उसी घातांक में लाने पर क्रमशः विस्तार का पहला व -शेष पद 
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निकलता है। जैसे ८+? के चौथे घात के विस्तार में at पहला पद और 2 शेष पद है; 
a+b के पंचम घात के विस्तार में ०० पहला पद्‌ और ४९ शेष पद है; आदि। और पदों 
में से किसी में भी а का घातांक उसके Goes ८ के घातांक से 1 (एक) कम, और b का 
घातांक उसके पूर्वेपदचाळे ७ के घातांक से 1 (एक) अधिक होता है । 

(4) विस्तार के दूसरे पद का अंकगुणक द्विपद व्यंजक के घातांक के समान है; और 
किसी भी पद के अंकगुणक को उस पद के a के घातांक द्वारा गुणा करने से प्राप्त गुणनफल को 
उस पद्‌ का स्थान बतलानेवाले अंक द्वारा भाग करने पर उसके बाद के पद का अंकगुणक प्राप्त 
होता है । जैसे दूसरे पद के अंकगुणक को उस पदं के ८ के घातांक द्वारा गुणा करके गुणनफल 
को 9 से भाग देने से तीसरे पद्‌ का अंकगुणक मिलता है ; और तीसरे पद के अंकयुणक को 
उस पद्‌ के a के घातांक द्वारा गुणा करके गुणनफल को 3 से भाग देने से चौथे पद का अंकगुणक 
निकलता है; आदि। c 

(5) विस्तार में पहळे व शेष पद से बराबर दूरीपर रहनेवाळे दो पदों के अंकगुणक 
बरावर ёі जैसे, आरम्भ से गिनकर चौथे पद का अंकगुणक अन्त से गिनकंर चौथे पद्‌ के 
अंकगुणक के बरावर है ; उसी प्रकार आरम्भ से पाँचवें पद का अंकगुणक अंत से पांचवें 
पद के अंकगुणक के बराबर है, आदि t 

उपर दिये हुए नियमों को साधारण रूप सें सिद्ध करना इस पुस्तक के विषय के 
बाहर है । परन्तु इन नियमों को याद रखने से द्विपद व्यंजकों के किसी भी घात के विस्तार 
को विना गुणा किये बहुत आसानी से लिखा जा सकता है 1. 

उदाहरण 1. (a+b)? का विस्तार लिखो । 

विस्तार की कुल पदसंख्या = 8 ; 
अब पहला पद्‌ =, 
दूसरा पद्‌ = 76९४, ; 
तीसरां पद = 15 arp? = 210६8१, `  [ नियम (8) और (4) 1 
चौथा पद्‌ = at = 35५४१. 
अब चूँकि पहले व शेष पद से बराबर दूरोवाळे पदों के अंकगुणक बराबर Š [ नियम (5) ] 


इसलिए विस्तार का पाँचवाँ, छठा, सातवा और आठवां पद क्रमशः a bt, 91२१, Tab* 


और 7? होंगे । 
इसलिए. (a--5)' =a t 7a'b-- 91a* b* + 354° + 80a? 5* + 216१00 


T Tab* +b", 
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उदाहरण 2. (४-9५) का विस्तार निकालो.। : 
स्पष्ट है कि विस्तार की कुल पद:संख्या = 9. 
पहला पद्‌ = 2 ; Š | 
दूसरा पद्‌ = - 8279; 
8x7 
तीसरा पद्‌ = D) 


2८०१२ = 282१५2० ; 


2856 6 oy! = — 5625,5 i А 


चौथा पद्‌ = - 
__ पाँचवाँ पद्‌ e = १0२५१. ` is 
अब, चूँकि इसके बाद के चार чї के अंकगुणक =Ә कमसे पहले चार पदों के 
अंकगुणकों के वराबर हैं, इसलिए विस्तार का छठा, .सातवां, आठवाँ और .नवाँ पद कमदाः 
- 562१४०, 28८१५१, - 82५1 और ४१ हैं। . - ; ° 1 
इसलिए (०-५) =a" — 8z'y-- 982'y* — 5625y + 70249९ - 562085 
+ 282°y° - 859 7 + 9१, के, 
उदाहरण 8. (22 - 8४)? का विस्तार निकालो। | 
स्पष्ट है कि विस्तार की कुल पद-संख्या =8. - . S 
चूँकि यहाँ ८ के बदले 2० और. बदले 89 दिया गया है, इसलिए विस्तार 
पहला पद्‌-(22)१; sk, 
दूसरा पद्‌ = - 7(३2) (92); . -. 
तीसरा पद्‌ = 6092) १४५) = 91 (9०) (३7) ; 
| चौथा पद- — २(३४)*(३१)१ = -85(92) 85). 
इसलिए पाचवाँ, छठा, सातवा, और seta | 
85(2z)'(3y)*, —21(22)*(y)5; 7(22)(8y)*; - (3y)" होंगे | 
इसलिए (22 - 3y)" = (22) — 7(22)*(3y) + 91(9)5 (8y)* — 85(22)*(8y)* 
* 35(22)! (8y)* — 21(22)*(8)* + "(22 (39)* — (By)? 
71282! - "(64z:*)(3y) + 21 (327०) (9४) - 35(162*)(27y°) 
+ 35(85* 81y*) — 21 (427) (2439०) + 7(2n\(7294*) ~ 21879? 
= 12827 — 13442°y + 604825? — 151202*y® + 9268023 y* 
— 20419z* y + 109062y° — 9187/1. 


`> 
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d उदाहरण 4. मूल्य निकालो: + 625 + 1624 +200? + 152% + 62-8 
| का, यदि ० = ९/३ -1 हो । : 
| दिया हुआ व्यंजक =(z° + 625 + 1624 + 202 +15z2 + 68+1)-9 
=(5+1)°-9=(१/३)-9=9-9=0 


TAA 72 


=A 


विस्तार लिखो : 

1, (r1). 2. (2+1), 8. (a+), 4. (a+b), 

5. (z—w)5. 6. (m-n). 7. (z+9). 8. (w+2)5, 

9, (r1). 10. (xz43)*. 11. (४-1)" 12. (2—2)*. 
18. (29-1). 14. (z-y). 15. (82-9)" 16, (1—a)*. 
17, (0-०१ © 18. (1-37). 19. (1i-9z). 20, (9z—a)*. 
21. (z—a)!*. 22. (8४-2०). 


हल करो 

28. (x--1)* —(z—1)5. 24. (z — 1)" --(z -- 1)*. 95. (za)! - (z-a). 
निम्नलिखित विस्तारों के अंकशुणकों का योगफल लिखो 

४७, (z+ G) 27. (r-ra)*. 28. (z+a)., 

29. (=+а)'. 30. (z-a)*. 
मूल्य निकालो : 


31. 25 +62 + 102 +102१ + 62 + 99, यदि ८= —9 ST l. 
92. z'—6z*-r15z*— 900° + 152? — 6z, यदि 2 = १/2 +1 हो। 
88. 162* - 392° + 2402 —85 - 80, यदि z=9 हो । 
94. c*-19z*--54z*--108z--81, यदि ८ = —5 हो। . 
35. aot +8 + 2422 + 392 - 609, यदि 5-7 हो । 
128. 99: (a+b+e)(a?+b*+c-bc-ca-ab) 
v i(a--b-rc)X(b-— c)?--(c- a)? (a — 5)2) 
=a?’ - D? -r c? - 8abc. 
[ (a+ b+ o)(a2 +b? + a? — bo- ca — ab) 
=(a+b+0){(a? +b? — ab) — (ac + bo) + ०१) 
=(a+b+o)(a+b)* — Sab cla +b)+ ०१) 
„(а +b +e){(a +o) —ca + b) + o* — Sab 
= (+b) +05 — Sab(a + b+ c) 
= (a +b)? —3ab(a + b) +o? — Sabo 
= д3 +b? +o? - Забо. ] 
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उपसिद्धान्त । wm से 60 +b? +०१ - 3686 = (a + b+ ca? + b +o? 


- ४०-००-०३). इसलिए a? +१ +०१ - 30४८० रूप के किसी व्यंजक के गुणनखंड 
निकाल सकते हैँ । 


+ (a नर ०१, इसलिए 


टीका। चूँकि a? +b? +o? —bo-ca—ab=4{(b—0)? +(०-०)* 
a? +b? +c? — 3aba =3(a + b + o)(b — с)? + (0-6)? 


* (a — 5)*). 


उदाहरण 1. ж?+у%+в%+шу+ажв—-ув को ० - ४ - ॐ से गुणा करो । 
"ni क्रो कि a Š 9, b है -y और с ё —_ z; 


इसलिए (z— y — 2Xz* Ty!|bz5-cycMcs- ys) 
=(а+ + о)(а? +b? +07 — ab — ac — be) 
=a? + b? --c! — Зас 
=g? — у? - 22 - 3298. 
उदाहरण 2. m!—5*--1-8mn के गुणनखंड निकालो 1 
m की जगह a, -» की जगह ४. और 1 की जगह о लिखने से 
m? — n° +1+Smn = 67 + b° +05 — Sabo 
=(a+ b+ o (a? +b? +0? — ab — ac — ba) 
=(m—n+ 1) m? +n? + 1 +mn—m +n). 


उदाहरण 3. सिद्ध करो : : 
 (z—y)° + (y — s)? -(s-2)* -3(z— y)(y — z)(s — 9). 


"s 28-9 76, ४-४9 वें 2-- 8546, 


इसलिए а+Ь+в=(ж— у) + (५-४) + (४-%&) 50, 
और ((-४)१+(४-४)१+ (४-४) - S(z — yXy — sY(s — z) 
S -g'!-b'c-oe-3ab ` ` 
7 (a -- b-- o(a* +b? + ०९ — ab — aa — bo) 
=0 x (a? +b? +0? - a5 — ac —bc)=0; 
" (४-४ +(y—2)? + (2-2) -36 - yy - sa = z), 


TAA 73 
गुणा करो : ; 
1. z? +y’ +2? — ay tostys को m+y-s से। 
2, 27 +44? Fr! + 296 - pr 907 को 5 -9g- 781 
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8. 42° + 9y* +3? + Gry + 9ла— Sys को 92-99 =s 81 
4. ८° +4 +9ab—8a+6b+9 को a—95--3 से। 
5. 967 + 258° +150 +19 - 905 + 16 को 3a - 6४ - 4 से। 
गुणनखंड निकालो : 
6. 2-y-1-92y. 7. 2° у? + Gryt 8. 
8. 2-89 - 972१ — 1829. | 
भूल्य निकाली : 
9. 2 +४ +187 -916 का, जब कि gty= 6. 
10. १ - 8४° —94ab - 64 का, va -कि a - 9b = 4. 
11. (s-a)? +(s—b)? न- (8-6) — 3(s - aXs — b)(s — c) का, 
जब कि 3s=a+b+eo, 
12. सिद्ध करो: (a - 25)? + (99 — 30)? + (8c — a)? 
= 3(a — 2b)(2b — 3c)(3c — a). 
13. सिद्ध करोः (z + y — 22)? + (y +s- 92)? + (s +z —9y)š 
= 8(z + y – 2zY(y + z — 9z)(g + z — 2y). 
14. सिद्ध करो: (a + 2b — 3c)? + (b + 9c — 3a)? + (० + 2a — 8b)? 
= 3(a + 2b — 80)(b + 2c — 3a)(o + 2a — 3b). 
15, सिद्ध करो: (2p – ба + 87)* + (2g — 5r + 8p)* + (2r — 6p + За)? 
= 3(2p — 6g + 8r)(2q — 5r + 3p)(9r — 5p + 3q). 
16. मूल्य ВӘ: ७०१4-४१-४० - 3221289 का, यदि р-а? -b*, 
у= 948, = а +b? हो। : 
17. मूल्य Кы: a? +у*+з°*—8шув का, यदि ८3658, ४८668, 
४२०674 हो। | 
129. qu: (2-0(а-00-0 
` mg? (b—c)- b*(c-a)-tc*(a-— b) 
= bc(b— c) - ca(c — a) - ab(a — b) 
[ (a — bXa — c)(b — с) = a? — alb + c) + bol(b с) 
` eg*(b — c) – alb? — o?) -- bolb — c) 
» a*(b — c) tb (c — a) + o*(a — b). ] 
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उपसिद्धान्त 1. उल्टे क्रम से a2(b— с) +b? (०-०) + c*(a — 5) 
j E =(a— b)(a — oXb — o). 
इसलिए ८१(७-०) ३ ७१(८-८)-०१(८-४) रूप के किसी व्यंजक के quede 
आसानी से निकाले जा सकते हैं । 
उपसिद्धान्त 2. so а-с= – (0-а), 
इसलिए (а 000 – 006-0) = – (७- bb ०(०- ०) 
чет यह. सूत्र निम्नलिखित रूप में भी लिखा जा सकता Š : 
a* (b — с) +b? (c - a) + c*(a- ७) = – (a— b)(b — o)(c — а). 
उपसिद्धान्त 3. 3m a*(b—c)-b*(c—a)-c*(a—5) को abla—b) 
+४०(४-०) + са(о—а) रूप में भी लिखा जा सकता है । 
इसलिए ab(a—b) + be(b — c) + ca(o — a) = – (a — b)(b — olo- а) 
उदाहरण 1. हल करोः (a+9b+3c) (a -92b+e) + (9+90+ 8०0? 
(b — 9 + a) + (c 2a + 85)* (o — 2a + b) + (a — 2b + c)(b — 2c + a)(c — 20+ b). 
a+2b+ 8c की जगह z, y-s=a—2b+e 
b+2c+38a की जगह y, | लिखने से z—-c=b-Act+a 
और o +9a + 3b की जगह z a-y=c—2atb 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक 
=g? (y -32) + у%(а— а) + =s? (z — у) + (y - ४)(४- ж)(ш- v) 
= — (g —s)(s —z)(z —v) + (y — в)(в— ж)(ш— y) = 0. 


Waal 74 
1. йа करो कि (८-9॥/-४(१%-॥-४(४-9४-ो - (ny)? 
(y — 22 +z) + (y — 2)*(s— 9z +) + (४-४) (z — Фу + а), 
2. सिद्ध करो: (a-5)*(b— a) t (b-t c)* (c — ७) + (ct a)" (a — о) 
ह ; *F (b — а)(о— b)(a — c) =0.: 
3. गुणनखंड निकालो : : 
9(a — + o) (a— c) (b — c a)* (b — a) + (o-a+b)*(c—d), 
4. गुणनखंड निंकालो : (८+४)१(५-८)+ lyts) (४-५) + (2 +2)१(०- 2). 
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5. इल करो : a-b в)?(®— о) + 9(Ь— о— a)? (c-a) 
* 2(c — a — 5)? (a — b) + 8(a — b)(b — o)(c — a) 
б. W: (०-५) -०)(० -2५ +2) + (५ -2)(2 ~) — 92 +८) 

+ (४-०)(७- y) — 92+) + (o — 2y + 2 (४- 92 + 2)(४ - 2z + y) 


130. सूत्र : (6+¢)(c+a)(a+6) 
=a? (b+c) -- b?(c-- a) 3J- c2(a+ b)--2abc 
= G(b?-- c?)-- b(c?-- a2) -- c(a* -- 52)--2abc 
= bc(b-- c)--ca(c4-a) - ab(a-4- b) --2abc 
e (a-t-b-r c)(bc-4- ca-- ab) - abc. 
[ (ë +оо + a)(a + b) = (b + c) (a. + b)(a о) 
= (b +c)la2 + a(b + c) + bo} 
=a" (b - c) + a(b+ с)? + bo(b + c) 
= a^ (b + c) + a(b? + 900 + c?) + b* c + be? 
= a (b- c) + b* (c + a) -- c* (a + 5) + 960०. 


[ पदों को हेरफेर से सजाकर ] 
किन्तु ८१(४ + ८) + b (o-- a) + ०(८ +b) 


= a(b* + ०१) + b(c? +a?) + cla? +2) 
[ पदों को हेरफेर से सजाकर ] 
“(826 + bc?) + (०१6 + ca?) + (a*b + ab?) 
= bo(b + с) + calc + a) + abla +b) 
= Бо btc а)  ca(a-* b-- c — 5)  ab(a b o — c) 
= Боа ++ c) + cala + b+ c) tabla + b+ о) — boa — cab — abc 
v (a +b + c)(bc + ca + ab) — Зас. 
इसी से सूत्र में दिखलाये हुए सब तादात्म्य निकलते & । 


131. Ga: (a+b+c)(be+ca+ab)=P-+3abe, 
जब कि p निम्नलिखित तीन व्यंजकों में से किसी को भी सूचित करता हो 


` (i) a2(b4- o) -- b? (c-- a) c*(a- D) ; 
(ii) bc(b-r c)-- ca(c-r a)  ab(a-* b) ; 
(iii) a(52-r c?) 2 b(c?-- a?)-- c(a? - ०१), 
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नियम 130 से तरफ बदल करके अथवा वास्तविक गुणन द्वारा | 
[ (a +b+ cbc + ca + ab) =a? (b+ о) + b* (c + a) + oP (a + b)+ Заро 
= a(b? +c?)+ b(o* + a?) + ola? +b?) + Sabo 
= belb + c) + calo + a) + abla + b) + 800. ] 


उदाहरण 1. गुणनफल КӘ: (92 + 39 +52 15у2 + 1022 + бту). 
यदि क्रमशः 9л, By व 52 की जगह पर a, b व с WS, तो 
G+ 9 + 65९ 9m 8y + 68, 
bc + са + ab = 1698 +1022 + 6zy ; 
(22 + Зу + bz (15yz + 1022 + 62у) 
= (a +b + c)(bo + ca + ab) 
= a? (b +0) +b? (c + a) + c? (a + 5) + Заро 
= 4m? (3y + 53) + 9y? (bz + 92) + 952? (2% + By) + 3.9z.3%.5z 
= 19z2 + 90z*z + 45y?* s + 18y?z + 50222 + T52°y + 90ryz. 
उदाहरण 2, सिद्ध करो फि (८+ By + 192) (12ys + 422 + zy) - 19212 
= (y + 42)(192 + z)(z + 3y) 
यदि क्रमश: z, Зу व 195 की जगह पर ८, b व ०.लिखें, तो 
Gt btc72zt8y- 192, 
bo + ca + ab = 96ys +1922 + 3z = 3(19ys + 42% + cy), 
और abe= 86298 ; 
`. चायाँ पक्ष = ३{( + b + ०)(४० + ca + ५७) - abo] 
=4(6+c)(c+a)(a+d) [ नियम 180 ] 
. =३(३५+ 125)(195+ 2)(८०+ 3५) Го, 8 व ० के मूल्य बिठाने पर ] 


= (0+ 420192 +20 +80). 


TAVI 75 


निम्नलिखित व्यंजकों का गुणनफल लिखो | 

1. (z-2yX3y-t8s 8st). 2. (823४४२ 5) (6: + 87) 

8. (+25022 +82)(86+6). . 4. (32+у+10)(10у2+8020+ 829). 
5. (et 2yt+2)(Qety+s)(c+y+2z). 6, , (a—95)(95— 8о)(Зо+ a). 
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सरळ करो : | | 
7. alb+o-a)? +(c+a—b)? + (6 + b — о)? 
t (b c— aY(c-- a — b)(a + 8 о). 
8. e(b-* c — aY(c-- a — 8) - a(c -- a — b(a-- b — c) 
* la * b—c)(5--o— a)-- (b-- c — а)(о+ a— b)(a-- 5 — o). 
9. (у + z) (22 y +2) + (5+ m) (о 2y + а) + (0+ y)? (n +y +22) 
— (2w + у + 8)(8 + 2y + э)(ш +y + 22) + Ay + z)(z + о +y). 
10. 2a(b - c — а)? +9b( +a — 5)* -- 9c(a-- b — 0)? —3abo 
* 2(a-- 5 c)i(c-- a — Da b с) +(а+Ь—с)(Ь+о-— а) 
* (b--o— a)(c-- a — 5), 
11, सिद्ध =й: (zy - 2) y + 2-2)? +(s+2-y)*}+(y+s—p) 
x (z +z — y)? + (@+у-— )%}+(а+-—)(ш+у—а)? t(y *s—2)!] 
*9(y +z- a Ya ш — у)(ш + y в) - Buys. 


132. «qu: (a-- br c)* - a? -- 53+ c? --3(b-- c) (c-r a) (a-- D). 
[ (a-5-- o)? ={(a +B) - d]? | 

= = (a -- 5)* + c* + (a + 5) (0+5) + o], [ नियम 57 ] 
=a" +b" + 3ab(a + b)] + c? +3(a + b)e(a + b + с) 
= t b! +0" + (3ab(a +b) + 3(a + D)e(a +b + o} 
=a" +03 +o? + 3(a + b)lab + о(а +b+o)} 
=a"  b* +0° +3(a+ dc? + cla +b) + ab] 
=a" +0° +0 +3(a+b)(o + b)(a +a) [ नियम 61 ] 

| =a +° +0° +3(b-+oct+alatd). ] 
डपसिद्धान्त। (a+b+ c)* — a?” — b? — ८१ = 3(b-- cK(c-- aXa +). 


उदाहरण 1. S(zycts'-(yts)-(stz)-(zry) के गुणनखंड 


फज़े करो कि a, ba ० कमरा y ts, # + q m+ 9 के बराबर हैं। : 


इसलिए ७+ ४ +०=० + ५ + ॐ), ` : 
B—17 i 
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दिया।हुआ च्यंजक = {9(2 +y + 2)} 3 — (y +2)? — (5 +2)? ¬ (z y)? 
=(a+b+c) – 67 — b? —c 
=3(b + ०(०+ aXa +b) [ उपसि० ] 
=3(9z +y + 28) (8 + ду + z) (m + y + 98). 
[a, b और ० के मूल्य बिठाने पर ] 
उदाहरण 2. सिद्ध करो कि 
(tyta)? -(y-z—2)* + (४+5- y)! t (uy z) + 94:0॥8: 
फे करो कि 6, 5 व ० क्रमशः ५+ 2-०, 2०-9, ० *y-z के बरावर हैँ । 
तो .atbrto-(ytz-z)t(stz-y)t(zty-2)-9 ty tz, 
bko=(eta—y) (ry —2)79z, 
ota=(et+y—2)+(yt2—2)=2y, 
और Gtb-(ytz-z)t(stoe-y)-9z. . 
`. (pytz)?-(a- btc) =a? +b xo! + 3(b- 0)(0 а)(а +) 
-(y--z—-2z)! +(+- у)? +(z +y डो +3.20.2y.22 
-(y- 2-2) +(et+a—y)* + (zt y — 2)! + 94298. 


HANG 76 — 
1. यदि ८+४+८=0 हो, तो सिद्ध करो कि а? + ४१ + 6९ =8a(0+a)(a+d) 
- "8b(b- c)(b + a) = 8c(c + ас +b) = Babe. 
2. यदि 9s=x+w-+ z दो, तो सिद्ध करो कि 
(s—2)* +(s— y)? + (s 2)? + 3712-57, 
8. सिद्ध करों कि (22- y — 2)? + (Qy—2—2)® + (92-० - y)? 
= 3(92 — y — z(2y - ४ — eY(92 - ४ - y). 
4, सरल करो : (8r-y-2) *(3y-2-2)? -(8z-2— y)? 
t94(y +z-a)(z ny) y—-2)-2*-9* -s 
— 8(y + а)( + z)(z + у). 
5. सिद्ध करो कि (१० - y- 2)? + y? + #१ +3(u+z)(9—)9z— 2) 
=(92— y- 8)° + у° -- 972? + 8(y + 32)(92- (2 — 33). 
6. यदि 9s=x+w-+z हो, तो सिद्ध करो कि 
3° t (s — 22)* +(s— 2y)? + (४-98) — 94(в— z)(s— yY(s — а) = 0. 
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7. यदि 38 = 9(2 + ५ +2) हो, तो सिद्ध करो कि (s — y — श) (s - 2 ~ ८) 
+(s—z—)° +3(gz+z—s)(z +z — s)(z+g— s)= 0. 
सरल करो: 
8. (b c a)* +(о+а-—1)° -(a-- b — с)* — (a--- c)? +108abo, 
9. (c yt डोर - (y) 2 — 6 2)* — (o--)* +02 +42 „а, 
10. лаах КӘ : ८3 - (22 —y — 2? —(9y—z— 2)? + (y — 92)3. 
Ds is E निकालो ; dlet у+ а) — (9x 4- y 4- 2)? — (шр 2y + z)? 
qe निकाली : 
12. a?-b5-4c?, जब कि'७-- ००10, ca 163 ०-४ = 20 81 
18. a®+y*+25, जव कि £233,y— – 95 व ४5 - 7 है। 
14, (zy z)? -(z--2- y) — + 2-2) — (z +g 2) — 99zyz, 
जब कि ४०10, y=64 45-281 
15, (602—у- 2) ty? +z? +3(y+ z)(6z — yY(6z: — z), 
| जव कि ४०5२४ у= 4159 ४०17 Ë! 
133. सूत्रो' at आवृत्ति : चौथे और इस अध्याय में वतलाये हुए नाना सूत्रों 
कि кы 'समय काम में लाने की आसानी के लिए वे फिर नीचे एक साथ लिखे गये हैं। 
SUNT не को इस प्रकार याद करना चाहिए कि काम में लाने के समय 
І. (a+b)? =a? + 968 +32, 
H. (a-b)? =a? - 968 + 22, 
III. (6+ 5a 5) - a? 2, | 
IV. (a +5)? =a" + 3a?b+ 362 Tb J ë i 
=a? +b? + Sab(a +b). | 
V. (a-b)? =a — 3275+ 352 - p? ' 
=a" - $$ — Заа — b). } 
VI. a* +b? — (a-- D)? —3ab(a +) 
= (a + b)(a? — ab-- 8१),- | 
VII. a? – 5° -(a— b) + 3ab(a — b) 
= (а bY(a* + ab 4-52). | 
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VIII. (z+ а)(ш+)=° + (a + b)z + ab. 
IX. (z—a)(z +b)=xz? +(Ь- а)ж- ab 
X. (z—a)(z - 0) - z* — (a+ b)z + ab 

XI. (z+ ढोक b)(z + c) - 2? + (a + b+ o)? + (bc + ca + ab)z + abc. 

XII. (z - दो(७- b)(z — c) == — (a + b+ टोळी + (bo + ca + ab)z — abc 

ХШ. a? +b? +0 — Sabe =(a+ b о)(а* +b? + e? — bo — са ab) 
=}(a+ b+ c) (b — o)? +(c—a)? + (a — 5)° } 

XIV. (८- ४(७-०(७-०) = —(b-c)(c—aXa—d) 
= a*(b — c) + b? (c — a) + c? (a — 5) | 
= bc(b — c) + calc — a) + abla — b) J 
= — falb? — c?) + ७(०१ — a?) + cla? — b°} 

XV. (b+c)(c + а)(а +b) = a? (b+ c) + b? (c a) + o° (a + b) + 2abo | 


= a(b* + 62) + Uc? + a?) + cla? +b?) + ас 
= be(b + c) + calo + a) + abla + b) + Забо 
= (a + b + c)(bc + ca + ab) — abc. 


XVI. (a+b -- cY(bo + ca + ab) 
=(b+c)(c+a)(a+b)+abe 
eG? (b -- o) + b2(c +a) + o2(a + 9) + 3abo 
= belb + c) + calo + a) + abla + b) + 8600 
= ДЬ? + o?) + O(c? + д?) + cla? + ४१) + 3600 
XVII. (a+b+c) =a? + 5? +0° +3(b+ о)(о + a) (a + 5) 
=a? +b? +0? + 3Ía2(b+c)+ b2(c + a) + c? (a + b)] + баро, 
अथवा (a b o)? — a? - b? — ७१ =3(b+ cc +a)(a + b) 
निश्नलिखित फलों को ध्यान में रखना चाहिए। वे या तो उपर दिये हुए सूत्रों की 
सहायता से, या वास्तविक गुणन द्वारा सिद्ध किये जा सकते हैँ। . 
XVIII. (a+b)? + (a — b)? = 9(a2 + 2). 
XIX. (a+b)? -(a-5)-4ab अथवा ab- (2 + 2) a t) 
XX. (at+b+c)? =a? +b? + ०१ + Qbe + 2ca + 9ab 
XXI. (bo-t ca tab)? = bic Foo? + a2b2 + 9abc(a + b +c), 
XXII. (9-०) + (c— a) + (a —b)= 0. 
XXIII. a(b—c)+ b(c — a) * c(a — 5) 0 
XXIV. &(b—o)* * (०-८ + (a-b) a? +b" +0" - bo —- ca — ab 
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XXV. (a+b)? + (a — b)3 = 96% + 6ab*. 
XXVI. (a+b)? — (a— Б)? = 6629 +903. 
XXVII. (a? + ab +5?)(a? - ab +b") =a a? b? 4- 9९, 
XXVIII. (G +b+ c)(b +c — aY(o--a— b)(z + b с) 
= 9b? c? + 90202 + 26252 -at — ४९ — с“, 
XXIX. (a+b) =a‘ + 4a? b + 6a2b? + 4607 +54. 
XXX. (a+b) =a --Ba*b + 10a? b? + 10a? 5? + bab* +15. 


याईसघाँ अध्याय 
कठिन गुणनखंड और तादात्म्य 
(Harder Factors and Identities) 


L = (Factors) 


वारहवें अध्याय में ८१-७१, a? +08, ०१-४१ और ००१ +४४ +० आदि 
व्यंजकों की गुणनखंडीकरण की रीति बतलाई गई है इस अध्याय में और भी कठिन 
व्यंजकों के गुणनखंडीकरण की रीति बतलाईं जायगी | 


. 134. a?-b?-c?-8bac के रूप के व्यंजकों का शुणनखंड 
निकालना : 
चूँकि b? + 67 = (b + c)? — 8be(b + o), 
इसलिए ८१ +४१ + 6१ —3abc | 
=a" +{(b+c)* — 3bc(b + c)) — 3abo 
=a +(6+c)*}— 3bel(b +c) +a} 
={a+(b+c)Ha? — alb + c) + (b + c)21] — 89०6 + b + c) 
» (a +b + ca? — ab — ao +b? + 9bo+ с? Зь} 
= (a -- b+ c(a? +b? +02 — be — ca — ab) 
ы (а +b t c)((b — 0)? + (o — a)* +(a — ७). 
उदाहरण 1. ८१-१ +०१ + 8606 के गुणनखंड निकाला 1 
दिया हुआ व्यंजक =a? + (- 5)! +c? — 8a( — b) 
=la+(—b)+cHa2 +(—b)2 +o 2—(—b)o—ca- a(— ७) 
=(a— b+ o)(a2 +b? + ०१ + bc — ca + ab). 
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उदाहरण 2. ८ —y? + Gry +8 के गुणनखंड निकालो । 
दिया हुआ व्यंजक 
=g" +(—y)* + (9)° -32(— y). 
-zt(—-y)*2liz* +(—y)? +2? - (- ५).9 - 2४ -a(— y) 
2 (z — y -- 2)? + y? +4+ 99 - 9z +z). 
उदाहरण 3. z + 322) - 64 के गणनखंड निकाली । 
दिया हुआ व्यंजक 
=g" + 82% - 64+ 942 
= (2१) + (22)? + (— 4)? — 3.z2.9z.( - 4) 
={ш* + Da +(— 4)) (x ?)* + (22)? + ( — 4)? — 9z( — 4) 
—(—4)29-аш°.9х} 
= (a? + 2m — 4)(ш* + 42° + 16+ 82 + 422 — 923) 
= (z* + Do — 4)(ш* — 92 + 822 + 82 + 16), 
उद्ाहरण' 4. भजनफल निक्राछो : ८२५४+ 1-90 का ८+४+1 से । 
a! +b? -1—-3ab-a? +b? +13 — 8ab.1 
7 (a b - 1)a* +b? +1? - ७.1 - 1.a- ab] 
= (ac bt 1(a* + ७१ +1-b-a-ab); 
S. भजनफल = ८१ +१ + 1 - ४ - ८ - ८, 
TANA 77 
गुणनखंड निकालो : 
1. &7*+ 9३ - ४) + 3292. 2. p'-8g*-r* - брат. 
3. 8£3- 2722-23-16. 3 4, a? +8b +1 – бар, 
5. 84° +9163 - 64 + 7248, 
6. भजनफंल निकाछो : 2 - १ + 62५ + 8 का 2-५ + से ~ 
गुणनखंड निकाली : 
7. 2° +5х° +8 
8. (z-y)'-(y-2* + (2-2)? -3(y - ७ (85 2(2-- y) 
9. a*—18a?-195 
भजनफळ निकाले : 
10. 2° EN 5y(25y? — 92) का x? +95y2 +9 + бху ¬ 32 +159 से 1 
1l. 2 +४१ -67+ 860० а+ь-о 1 
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12. 2-५3 -1- 32 को ०-४-1 Š U 
18. 2१ - 89१ + 9723 + 18295 का 2 - 20 + 88 W1 ; 
Tk 8a? — 2753-८3 — 18abc का 4a? + 9१ +c? + Gab + 3० — 8bo से 1 
15. 143 - 4४3 + 96४ के Quads निकालो 1 
135. (atb+o(bc+cat+ab)-abc के wd के व्यंजकों का 
quads AREN : 


उपर दिया हुआ व्यंजक 


= fa + (b + c)Halb + c) + bc] — abc 
=a°(b +c) + alb +c)? + be(b + c) = (b -F са? +а(ь+ c) + bol , 
=(b + cY(a + bYa + c) = (b + c)(c + ७) (७ +b). 
usd і. (G+ 09 +- (һе + ca + ab) — (b+ c)(c + o)(a + 9) = abc. 
उपलिद्धान्व 2. (6--०(०-- а)(а +0) + abo — (a+ b+ )(ba + ca + ab). 
136. नीचे दिये हुए व्यंजकों का Guede निकालना : 
(i) P+2abe аң (i) Р+3абс, 
जब कि P, नोचे दिये हुए व्यंजको में से किसी को भी सूचित करता हो : 
(0) @7(6+¢)+52(c+a)+c7(a+5). 
(2) 6c(b-r c) - ca(c- a) +ab(a+ D). 
(3) a(62+ £2) + b(c? +a) + c(a? +5"), 
(i) यदि р, (1) द्वारा सूचित व्यंजक हो, तो 
Р + 2abc = a? (b + о) + b? (c + а) +07(a +b) + Зас 
` eg? (b +c) + аЬ + 9bc + c?) + ७26 + bc? 
| [८ के घांता में सजाने पर] 
=a" (b -- c) + alb + c)? + belb + c) 
= (b + c) fa? + a(b + c) + bc] 
= (b +c)(a + b)(a + c) = (b + cYc + а)(а + b). 
(४) यदि P, (9) द्वारा सूचित व्यंजक हो, तो 
P + 8abo = be(b + c) + ca(c + a) + abla + b) + 8606 
belb + о) + calc + a) + ab(a + b) + abc + abc + abc 
={be(b + с) + abc] + {calc +a) + abo) + fabla +b) + abc} 
=be(atb+c)+calet+atbs) - ab(a tbo) 
. =(a + b+ c)(bo + ca + ab). 
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137. नीचे दिये gu व्यंजको' में यदि कोई भी Q द्वारा सूचित 


हो, तो 0 & गुणनखंड निकालना : 
(1) a*(b — c) - b*(c— a) t c? (a — 5). 
(2) bc(b— c) - ca(c— a)-- ab(a — b). 
(8) -(a(b* — c?) --b(c? — a?) - c(a? — 52). 
यदि Q पहले रूप का व्यंजक हो, तो 
a* (b — c) + b* (c — a) + c? (a — b) 
= a*(b — c) - alb? — c?) + 926 — bo? 
[७ के घातों में सजाने पर ] 
= ८१(४ с) — alb? — c?) + be(b с) 
=(b— c)ía* — alb + c) + be] 
= (b — c)(a — b)(a — с) = — (b - c)(c — a)(a — b). 
उपसिद्धान्त। а, b, ० के बदले करमशः ८१, b’ q ८२ लिखने पर 
a^(b* — c*) +54(c? — a?) + c*(a3 — b?) 
— ८-5 (22 >J ०?) (6८१ न а?а? = 82) 
= – (७-८)(6- а)(а — b)(b + ०)(०+ а)(а + b). 
उदाहरण | गुणनखंड निकालो : 
: (z — a) (6— о) + (z — b)%(a — a)+ (z — o)*(a — 9). 
दिया हुआ व्यंजक = (2१ — 9az + ८१) (} — ८) + (a? ~ 985--52)(6- a) 
+ (a? — 902+ o2)(a — b) 
La के घातों में सजाने पर ] 
=27{(b—c)+(c—a)+(a—d}— 2x{a(b — c) + ble а) 
+ e(a — D) + a*(6 с) + 9* (c — a) +0%(a—2)} 
72*.0—22.0— (b — c)(c - a(a – b)= — (b — oYc — a)(a — b). 


REE 


138. a*(b -८)+४१(८०-०)+८(८ — b) के गुणनखंड निकालना : 
a* (b— c) +b"(c—a) -o*(a — 0) š 
=a" (b — о)— alb? — c*) + ७०(७९ — c?) 
[७ के घातों में सजाकर ] 
7 (b — c)[a? — a(b? + bo c) + belb + о)} 
*(0-०)[-2१(७-०)- bela — 0) + ala? — с2)} 
[ b के घातों में सजाकर ] 
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=(b— о)(а— c) — 5* — ba + a(a- c) 
z:(b — с)(а -cicla — b) +a? — ४१) 
[ अंतिम गुणनखंड को ८ के घातों में सजाकर ] 
= (b — ८)(ढ- c)(a — bc +b + a) 
= — (७-०)(८- a)(a — b)(a + b+ c). 
टीका । इस बात पर ध्यान देना चाहिए कि दिये हुए व्यंजक को () ८ के घातो में 
सजाने पर (७-८) Quads आसानी से प्राप्त होता Ë ; (ii) इसके वाद धनु कोष्ठक के अन्दर के 
व्यंजज को ४ के ЧЕП में सजाने पर, दूसरा गुणनखंड (८-८) आसानी से प्राप्त होता है ; 
Gü) अंत में फिर घनु कोष्ठक के अन्दर के व्यंजक को ० के घाता में सजाने पर तीसरा quads 
(a — b) आसानी से प्राप्त होता है। 
139, सक्रीय क्रम (Cyclic order): 137 वें व 188 वें नियमों में दिये हुए 
व्यंजकों में तीन अक्षर a, b, ० जिस रीति से लिखे गये Ë उस पर ध्यान देना चाहिए d 
ES gaas से 187 F नियम में दिये हुए Q के लिए जो तीन 
व्यंजक लिखे गये Š और जो परस्पर समान हैं उनमें से किसी एक 
के पहले पद में a, b, c के वदले क्रमशः b, с, a लिखने पर 
उसका दूसरा पद प्राप्त होता है; और दूसरे पद में ४, ८,८ के 
E © वदले क्रमश: ८, a,b लिखने पर तीसरा :पद और तीसरे पद 
में ८, a, b के वदळे क्रमशः a, b, с लिखने पर पहला पद 
7 प्राप्त होता है a,b,c तीन अक्षरों को किस क्रम से बार वार 
बदलना होगा वह निम्नलिखित उपाय से आसानी से माळूम होगा 1 


a, b, ० तीन अक्षरों को (fia sex चित्र में दिखलाया गया है) एक बृत्त के 
चारों ओर लिखो ; अब а से आरम्भ करके तीर चिह द्वारा सांकेतिक दिशा में चलते रहने से; 
परिधि के उपर दिये हुए तीन अक्षर abc इस कम में पाये जाते हैं । उसी प्रकार कमशः 8 व ८ 
से आरम्भ करके और जैसा बतलाया गया है उसी ओर चलने से यही तीन अक्षर enm 
bea व cab इन क्रमों में पाये जाते हैं । 

यदि तीन अक्षर a, b, c उपर दी हुई रीति से लिखे जाय॑ तो इस रीति को चक्रीय क्रम 
(cyclic order) कहते Ë । 

a, b, c के चक्रीय कम में लिखे हुए कई व्यंजक दिये जाते हैं : 

(i) b+c, cra q at 9 ; (ii) ७-०, ०-6७ व ०-४; 
(iii) b--c—a, ctta-b Tatb-c; (iv) ४०, ca च ab; 
(т) a*(b-c) ०५१०-८१ c'(a-b); mía! ` — 
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140. аз(ӧ2–с2)+03(с2 аз) +с(02 52) के Quads निकालना: 
यहाँ पर चूँकि अक्षर चक्रीय कम के अनुसार लिखे गये हैं, इसलिए पूर्वे उदाहरण की रीति 


काम में लायो जायगी । 
a^ (b* — с?) + bš(a2 - a?) + c*(a? — b?) 
— a? (b? — c*) — a?(b? — c?) + b?c*(b — c) 
[ पदों को ० के ЧАЇ में सजाकर ] 
= (b — c)ia? (b+ c) — a? (b? + bo + c?) + 5262) 
=(b— c) — 5?(a* — c?) + ba? (a — с) + a? c(a — с) 
[पदों को b के घातों में सजाकर ] 
=(b-c)(a—c){-b7(a+c)+ ba? + a?c] 
e (b — oY(a — с){с(а® - 5°) + abla — 5)} 
[ पदों को c के घातों में सजाकर ] 
= (b — о)(а — cX(a – biela + b) + ab} 
= — (b — c)(c — a)(a — b)(bo + ca + ab). 


141. 99: (८०+७+०१-०-७-८ के गुणनखंड 
निकालना : [ नियम 132, उपसि० देखो] 
142. QA: 20२८२+२८२०२५ 2०२७१ - ८१ - рз — c^ के गणनखंड 

- ` 


निकालना i 


दिया हुआ व्यंजक = 40202 — (at + +०५ + 25262 - 96262 — 9a2b2) 
= (990) * i, (a? pests р? < с^)? 
र = {be + (a? - b? -८2)2८- (а? - b? — c*)} 

= {а — (b? — 90+ o7)H(b? + 90७५-०१) — a°} 
=fa" — (b— c) Hb +0)? — a2] 

es {a + (b — 0Ңа – (b — cM(o-- c) + aM(b + c) - а} 
7(a-t b —oXa — b-t c)(b-- c-- aY(b 4- c — a) 
=(o+b+e)(b+c-alc+a-bla+b— c). 


अश्चसाला 78 
गुणनखंड निकालो ; 


1. a*(b—oc)-4-5*(c—a) -c*(a — b). 
2. b'c*(b* — 0) + c? a? (c? - 0१) + a*0* (a? – ४५), 
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a" (b — c) 4 b*(c — a) + c^ (a — 5). 

8०७९ — c?) + calc? — a?) +ab(a* — 53). 
b?c*(b — c) - c*a?(c — a) - a? 93 (a — 5). 
aly — 2)? + y(z — z)? + z(x у)? + 8xyz. 
e^ (y — 2)!  y*(s—2)* + ४१(७- ४) २, 


‚ (४-७) *(-2)5*(z- y). 


(z? + 20 + 4)(y — 2) + (y? + ду + 4 —2) + (s? + 9४ + 4)(z — y). 
ic? — (b + о) + bol(b — о) + fx? — (a + 6) + cal(o — a) 
; +o? — (a + b)z + аа — 5). 
(c + b)(z + c)(b — о) + (z + са + 6)(०- a) + (z + aut 5а — b). 
a(b 4- c)? + b(c-- а)? + c(a + b)* - Babe. 
8z? — (y — z)° — (z + 2)? — (s — )*. 
a*(b? — c?) + b*(c* — a?) + c* (a3 — b2), 
27 (9४ — 34) + y*(s* - ४५) + zt (st — y*). 
8(a +b - c)? — (b +0)? — (a+ a)? — (a + by. 
ya(y + 8) + selz +z)+ wyle +y) — 23 — y? — 33 — yz. 
(z-t 1) (y — z) + (y + 1)? (s - z) + (g +1)°(z у). 
(z+ 1)*(y — 2) (y +1)? (s —z)+ (z 1)* (s — у). 
aly — 2)  y(s 2)? + s(z — y)". 
9b* c* y* ? + 9c? a? 5*5? + 2625252९१० - ६५४४५ —bty* — ०५४९, 
12y^ s? + 184९20 + 8202-0४ —16y* — 8124. 


. सूल्य निकालो : 9४2८१ + 90२८१ + 9७१७१ — at — bt — ot, 


यदि ४+०-८=१, ०+८-४=10 8 ८+४-०=8. 
मूल्य निकाले ; 6१(9+ ०6) + 9१(०+ ७) + o (a+ b). 
यदि a+ b+ o 90, ४०+ ८८+ ab * 18 व abo - 97. 
मूल्य ВӘ: (atb+c)? - аЗ b? - ०१ + Babe, 
यदि a--b-- 0718 व. ८१ + 8? +८२ = 69, 


143. व्युत्क्रमः व्यंनको' (reciprocal expression) का गुणनखंडी- 


करण : 


परिभाषा । जिन व्यंजकों में पहले व शेष पद से सम-दूरस्थ दा पदों के गुणक 
एक ही हों उनको व्युत्कम च्यंजक (Reciprocal or recurring expression) कहते É 1 
जैसे, ४५ + 42१ + 5a + 42 — 1 एक व्युत्कम व्यंजक Š 1 
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उदाहरण 1,- 


st +92१ + 32? + 92+ 1 के गुणनखंड निंकालो। 


दिया हुआ व्यंजक = (2* + 1) + (22? + 42) + 92१ 


उदाहरण 2. 


[ समान गुणकवाछे दो पदों को एक साथ रखकर ] 
= ((z* + iV — 92°} + 9z(z2 + 1) + 82? 
= (z? + 1) + 2z(z* + 1) + 82? — 92१ 
= (2 +1)? + On? + 1). + zŠ 
=((z* +1) +a}? - (7? +z + 1), 


a* — 5a? — 19a? — 5a + 1 के गुणनखंड निलो | 


दिया हुआ व्यंजक = (at +1) — (5a? + ba) — 12a? 


[ समान गुणकवाले दो पदों को एक साथ रखकर ] 
= {(a? +1)? — 22) — 5a(a? + 1) - 19a? 
= (a? +1)? — 5(a? + 1).a — 2a? — 19a? 
=g? —bza — 14a!, [८१ +1 के स्थान पर z विठाने पर ] 
= (z + 9a)(z — Ta) 
= (८९ + 1+ 2a)(a* + 1 - Та) [z के स्थान पर a° +1 बिठाने पर! 
= (G+ 1)*(a* — 7a +1). 


144, परीक्षा-दारा गुणनखंड निकालना : 


उदाहरण 1, 


गुणनखंड निकालो : ८3 - 92१ - 52+ 6, 


र _परीक्षाद्वारा देखा जाता है कि दिये हुए व्यंजक के सब पदों को इस प्रकार भिन्न भिन्न 
अंशों में सजाया जा सकता है कि प्रत्येक अंश ४-1 द्वारा विभाज्य है । जैसे, 
दिया हुआ व्यंजक = १ - ८१ - ४१ + ८ - 67 +- 6 


= (2 -2*) - (z? — 2) - (62 — 6) 
72'(z -- 1) - z(z - 1) - 6(७- 1) 
=(z - 1(z* -2—-6)- (z — 1z + 9) — 8). 


टीका। इस पर ध्यान देना चाहिए कि यदि दिये हुए व्यंजक में & के बदले 


1, -9 अथवा 8 बिठाया जाय तो व्यंजक का सूल्य हर हालत में 0 ( 

शन्य) होता है। 
इसक्रे अनुसार साधारण रूप से कहा जा सकता है कि & वाळे किली ज्यंजक में यदि a Ыы 
а बिठाने परः यंजक का मूल्य 0 हो, तो उस SÅRE का एक गुणनखंड ८-८ होगा | 


उपर दिये हुए साधारण नियम से:निन्नलिखित विशेष सिद्धान्त rz Ë: 
&वाली राशियों में z के घातों को सूचक पूर्ण संख्या होने से, 
(7) यदि उसके भिन्न भिन्न पदों के गुणकों का बीजीय योगफळ 0 हो, तो 2-1 


उस व्यंजक का गुणनखंड होगा। 
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(9) यदि व्यंजक के विषम (odd) घातांकवाळे पदों के गुणकों का योगफल, वाकी 
पदों के गुगकों के योगफळ के बराबर हो तो z+ 1 उस व्यंजक का एक गुणनखंड होगा। जैसे, 
पहले उदाहरण सें भिन्न भिन्न पदों के गुणकों का योगफल 

=1+(-9)+(-5)+6=1-92-5+6=0, 

इसलिए ०-1 दिये इए व्यंजक का एक गुणनखंड है । 

ओर 2? + 32? + 32 + 1 में ८? और 2 ही » के विषम घातांकवाळे पद हैं। इन 
दो पदों के गुणको का योगफल 1 -- 3-4; और m पदों के गुणको का योगफल 
=3+1=4. और चूँकि दोनों योगफल बरावर E इसलिए मालूम होता है कि 
c? + 3४3 + 32+ 1 का एक गुणनखंड ८ +1 होगा। 

उदाहरण 2. शुणनखंड fewer: 2 +62 + 112 +6. 

2% विषम घातांकवाले पदों के gaat का योगफल 14+11=19; और wet 
पदों के sw का योगफल=6+6=12; इसलिए +1 दिये हुए व्यंजक का एक 
गुणनखंड होगा। अब पदों को इस प्रकार भिन्न भिन्न अंशों में मिळाना होगा कि प्रत्येक 
अंश ०-1 द्वारा विभाज्य हो । इस प्रकार करने पर, 

दिया हुआ व्यंजक = 2 +? + 5ш? + 52+ 62+ 6 
= (2° +2१) + (bz? + 52) + (62+ 6) 
7 g*(z +1) + 5z(z + 1) + 6(७ + 1) 
= (v + 1? + 5a + 6) = (x + 1 + 9)(z + 3). 

उदाहरण 3. गुणनखंड КӘ: 82 + 162-9. 

2 के स्थान पर y रखने पर दिया हुआ व्यजक = (27)? + 8.(9z)— 9 
=y" +8y—9, 

अब y? +8y -9 के गुणकों का योगफल = 1 +8-9=0., ; 

इसलिए इस व्यंजक का एक गुणनखंड ७-1 होगा । अब इसके पदों को इस प्रकार 
भिन्न भिन्न अंशों में लिखो कि प्रत्येक अंश y -1 द्वारा विभाज्य हो । इस किया से 

у +8y—9=y* -y *9y-9- y(y* — 1) + 9(y — 1) 
7 (y — 1){у(у + 1) - 9] - (y -1y + y -- 9) 
= (9० ¬ 1)(42 + 22--9). [५ के स्थान पर 9 रखने पर ] 
उदाहरण 4. शुणनखंड निकालो : ८5+ 42* - 132 - 1825 + 42 +1, 

इस प्रश्न में देखा जाता है कि z के विषम घातवाळे पदों के गुणकों का योगफल 

=1+(-13)+4=-8; . z 
और 1 गुणकों का योगफल = 4+ (- 1) + 1 = —8. 
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अब चूँकि दोनों योगफल बराबर हैं इसलिए दिये हुए व्यॅजक का एक गुणनखंड ८ +1 होगा । 
अत्र व्यंजक के पदां को इस प्रकार अंशों में लिखो कि प्रत्येक अंश z+ 1 द्वारा 
विभाज्य हो ga क्रिया द्वारा : : 
दिया हुआ व्यंजक = (2% z*) + (824 + ४2१) - (1623 + 1622) + (82? + 3८) + (e+ 1) 
zz (zt 1) + 3z* (z + 1)— 162? (xz + 1) + Sz(z + 1)-- (z + 1) 
च्य) + 32° — 16r? +32 +1). 
अब s यह of +82१ - 162243241 gus एक ae व्यंजक 
(reciprocal expression) है, इसलिए 143 š नियम के अनुसार 
2“ + 827 —10z* + 39z + 1=(z* +1)-+ (82° + 82) - 1622 
[ समान गुणकवाले पदों को एक साथ सजाकर ] 
={(2 +1)? ¬ 222]  32(z? + 1) - 162? 
= (z? +1)? + 8(z? 4-1). 97? — 162? 
= ५+ 3५2-182, [अवः z? +71 के स्थाव पर्‌ у रखकर] 
= (y - 32)(५ + 62) 
= (z? + 1 — 8z)(z* + 1+ ба), 
[y कें बदले उसका मूल्य ८२ +1 रखने पर] 
—(z* — 8ж-++1)(ш? + 6x 1). š 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = (ш + 1)(८२ — 82 + 1)(०२ + 6z + 1), 
"उदाहरण 5. " गुणनखंड निकाळो.:- ८१ + ८2 - 912 - 88, 
"UU देखने. से ww होता है कि के स्थान पर - 9 रखने. से व्यंजक का मूल्य 0 हो 
जाता है। इसलिए =- (-9) अर्थात्‌ +2 उसका एक गुणक होगा । इसलिए 
z'tz'-91z— 88 = (७7 27) — (z* - 27) - (192 + 88), 
[ पदों के ऐसे अंश. बनाये गये E कि z+ द्वारा विभाज्य हों ] 
= 0" (a +2)— x(a + 2) — 19s + 2) 
= (zt 2)2* —2— 19). 


145. दूसरे परिमाण (dimension) वाले समघातिक sisar 
(Homogeneous expression) का паач= निकालना : 
निम्नलिखित उदाहरणों से गुणनखंडीकस्ण की रीति माळूम होगी । 
Б <उदाहरण 1. शुगनखंड Валї: 6१ + 7054-907 +11 2 
* दिये हुए व्यंजक में ८-0 मानने पर बाही अंश = 952 Thet 3o? 295 
E C eb ro(b--3o.: -. (1) 
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दिये हुए व्यंजक में p= 0 मानने पर वाकी अंशा Ga? + 11४ + So? ` 
= (३८+ ०)(३८ + 30). ` =° . (2) 
दिये हुए व्यंजक में ०=0 मानने पर АТЕЙ अंश = Ga? + Tab + 202 
=(3a + 2b)(2a +b). --- (8) 
अब (1), (2) व (8) द्वारा सूचित फलों से स्पष्ट जाना जाता है कि.दिया हुआ ज्यंजक 
= (3a-t- 25 -- c)(2a-- b ५-86) ; [कारण, इन दो. युणनखंडो में यदि (i) a= 0 माना जाय तो 
(1) द्वारा सूचित.गुणनखंड,, (ii) ७-0 माना जाय तो (2) द्वारा सूचित गुणनखंड और (iii) ०-0. 
माता जाय तो (3) द्वारा सूचित गुंणनखंड шн होता Š 1 
‚ चिकहप विधि (Alternative Method): दिये हुए व्यंजकों. को. उसके किसी 
अक्षर, чей करो a, के घातों के अवरोहकमाजुसार,पदों को लिखने पर, 
दिवा हुआ व्यंजक = 6८१ + (75-- 116)a + (905 + Tbo + 3०?) 
T. 6a? + (75 + 11c)a + (2b + c)(b + Зо). 
अच (25 + c)(b+80)-a (a? के युणक्र) 6 के गुणनफल के ऐसे. दो गुणनखंड 
Ёё जिनका वीजीय योगफल ७ के गुणक' (अर्थात्‌ 7७+ 11८). के बराबर हो । ध्यानपूर्वक 
विचार से देखा जाता है. कि 2(25 + c) और 3(5-- 3c) ये. दो गुणनखंड हैं | 
अव द्या हुआ व्यंजक = Ga? +2(2b + c)a + 3(b + 8०)&+(29+ cb + 30) 
= 203a + (2b + c)] + (b + 36) (8a + (99 + o). 
= (32+ 2b + c (2a + b + 8с). 
उदाहरण 2. गुणनखंड निकाले: &१- 82४+ 9/2- 9yz— 422. 
स्पष्ट है कि यह एक z, у व z वाला समघातिक व्यंजक है। 
यदि z= 0 मान Š तो इनका वाकी अंश 
= Dy? - 9у2— 45° = Ay? — yg — 921). 
=2(y + s)(y — 22) =(ду + 9s Xy — 9). - (2) 
अब दिये हुए व्यंजक Ñ y =0 मानने से इसका वाक़ी अंश | 
=o" - 4s2 e(—c--9s)( - v — 92). .. (9) 
और दिये हुए व्यंजक में 2-0 मानने पर इसका बाक़ी[अंश 
: .omg* -8zy-9y*-(—-z-r9y(-z-y).--- (3) 
अब (1), (9) a (3) द्वारा सूचितःफलों से स्पष्ट है कि दिया हुआ व्यंजक' | 
=( -w+ 2y+22)(-2+y — 98) 
=(z— 2 — 9z)(c— y + 22). 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Sam रछ ае i hennai and eGangotri 
२७२ 02०0 by Arya उगु णी ० 


विकल्प रीति: दिये हुए व्यंजक को -उसके किसी अक्षर, "DI z, के घातों के 
अवरोहकमाजुसार पदों को लिखने पर, | 
दिया हुआ व्यंजक = 2? — 3yz + (2y* — 292 ¬ 42°) 
=g? — Зул + 9(y + z(y — 22). 
अब д? का गुणक (अर्थात्‌ 1) और विना z वाला पद (terms independent of 2) 
[अर्थात्‌ 9(y + 2) (५ - 22)] के गुणनफ के इस प्रकार दो गुणनखंड निकालो जिनका बीजीय 
योगफल z के गुणक (अर्थात्‌ - 31) के बराबर है । परीक्षा द्वारा देखा जाता दै कि = ly ta) ... 
और — (y — 9z) ये गुणनखंड È pae. 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 2" — 9(у + z)z ¬ (u — 22)2 + Aly + zy ¬ 22) 
= aie — Ay + 2)) - (y – 22) — Ay + 2)! 
—(r—9y —-9zYz-— y + 22) . 


146. दो या दो से अधिक अक्षरवाले द्विघातीय. (of the second... : 
degree) व्यंजको' का गणनखंड निकालना : 3» 


LX 


उदाहरण 1. गुणनखंड निकाला : 6८? + 7८8+ 9 + 116+ b+ 3 
दिये हुए व्यंजक को उसके किसी अक्षर, मान छो а, के घातों के अवरोहकमाचुसार 
सजाने पर 
दिया हुआ व्यंजक = ба? + (7 + 11) + (2७२ + 1७+ 8) | 
= 6a? +(7b+11)a + (25 + 1)(b + 3). 


अब а? का गुणक (अर्थात्‌ 6) और बिना ७ वाला अंश [अर्थात्‌ (gb + 1)(b + 3)] के 
शुणनफल के ऐसे दो गुणनखंड निकालो जिनका बीजीय योगफल ८ के गुणक अर्थात्‌ 7b--11 के 
बराबर है । स्पष्ट है कि ये दो शुणनखंड 295-1) और 3(b +3) Š 1 
इसलिए यह दिया हुआ व्यंजक = Ga? + 9(25 + 1)a + 8(b-- 3)a + (98 + 1)(8+ 8) 
= 9ai3a + (2b + 1)) + (b + 3)8a + (95 + 1)) 
= (8a +9b + 1)(2a +b + 9). 
147. उचित रूप से पदो' का सज्ञाना (arrangements of terms) 
और उनको सामूहिक रूप देकर (grouping) शुणनखंड निकालना : 
ऐसे व्यंजक Š जिनके पदों को विशेष रूप S सजाने पर उनके गुणतखंड 
हो जाते हैं; परन्तु ऐसे भी व्यंजक हैं जिन पर यह बात छागू नहीं हो! 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


` VoU 
P t 
P E 


— —— 


में हो 


जायंगे 


Digitized by A a Rate n eiue hennai and eGangotri 
ЯРИНА और ШЫ २७३ 


` सकती इसलिए इस नियम के भीतर ऐसी कोई विशेष रीति नहीं है जिसका प्रयोग हर हालत 


सके। इसलिए विद्याथियों को कुछ विशेष और ет अळग ढंग के उदाहरण बतलाये 
जिनमें परस्पर कोई सम्बन्ध नहीं है ; उनके द्वारा इस विषय का खासा ज्ञान हो जायगा । 


उदाहरण 1. गुणनखंड निकालो : (92 - &b?)a + (3a? — 42 2), 
दिया हुआ व्यंजक = 3४१० — 4४८ + 3525 — 4७१७ 
= (8z*a + 8679) - (६926 + 4295) 
[ पहले व तीसरे दो पदां और दूसरे और चौथे दो 
पदों को एक साथ रखकर ] 
= Balz? + ab) — 4b(ab + 2°) 
= (2° + ab)(3a — 4b). 


उदाहरण 2. गुणनखंड КӘ]: wt gy? y’? — ४९, 
[ पहले я चौथे दो पदों और दूसरे व तीसरे दो पदों को एक साथ रखकर ] 
=(z* —st)+ (z*y* — y* 2?) 
= (2% + ४2)(2 — 22) + y (a — 2°) 
= (z? — z*)(z* +27) - y?] 
= (2 + z)(z ¬ z)(z2 +y? 4-22). 
उदाहरण 3. शुणनखंड निकालो : ४5 + 72 - 912-91, 
दिया हुआ व्यंजक = (७१ — 97) + (722 — 912) 
= (z — 8)(z* + 8x + 9) + 7z(z — 3) 
= (z — 3)[(z? + 32 4-9) - Tat 
= (c — 8)(a? + 102 +9) 
=(@-— 3)(= + 9)(ш + 1), 


उदाहरण 4. गुणनखंड ISI: 402 + 1900 + 9७१ - 8८ — 190, 
दिया हुआ व्यंजक = (4a? + 1905 + 9b?) - (8a + 190) 
= (2a + 80) * — 4(2a + 35) = (2a + 8b)((2a + 35) — 4} 
= (26 + 89)(2&+ 85 — 4). 
उदाहरण 5. Wares निकालो : 96१ - 2 + 6४१ + ०० - Tab. 
इसमें पहला, तीसरा और पाँचवाँ पंद a व b अक्षरों के दूसरे घात (7०४:९७)-वाला है | 


औरःदूसरां और चौथा पद उन्हीं अक्षरों के पहले घातवाला है । 


B—18 
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पहले पदों को एक साथ (group) में और वादवाळे पदों को अलग एक साथ लिखने पर 
दिया हुआ व्यंजक का रूप वन जाता है, 
= (ga? — Tab + 65?) + cla — 2b) 
= (a — 2b)(2a — 3b) + cla — 2b) 
= (a — 9b)((2a — 3b) + о} 
= (a — 9b)(2a — 85 + о). 
उदाहरण 6. गुणनखंड निकाली ; z?-y'-z!-9ystcy-z. 
दिया हुआ व्यंजक = (८१ — y? - z? + дуз) + (2+ 9 — 2) 
={ш*—(у—5)°}+(ш+у-—з) 
=(2+y—2)\(e—-yt+2)+(at+y—2) 
=(ж-++у— в){(ш—у-+ 8) +1} 
=(ш+у—а)(ш—у+ +1). 


उदाहरण 7. गुणनखंड निकाली : 
aig? + a? — 9abz? + 2१ + Gb? - 9648. 
इसमें पहले, तीसरे और चौथे पद में & एक सार्व गुणनखंड (common factor) Š ; 
और बाक़ी पदों में a? एक सावे गुणनखंड है | 
di इसलिए पहले, तीसरे और चौथे पदों को एक साथ और बाक्की पदों को अलग एक साथ 
रखने से, दिया हुआ व्यंजक = (८२८३ - 9abz* + 5*2?) + (a5 + 352 - 96५७) 
=g" (a? — 969 + b?) + a*(a* + 5? — 948) 
= (a? – 968 + b2)(zŠ + a?) 
=(a — b)*(z + a x* -za + a). 


TAA 79 
गुणनखंड निकालो : 


. g'rz'Tzt1. 
. -g -gtl 


1 8 +&-%- 1, 

8 « bela? +1)+a(b? + 2), 

B. 2*—ab® 5८७१-७१, ab(z* + у?) + жу(а? + b). 
7. 26 +2y—ys—2 20 — ac — cc + ab, 
9. (2z'--85*)a— (26? +827)b, 10. a(a--c) b(b + c) 

11. 44? + 860 -- 19080 - 9b? 12. a'!s':Raorg - by? — boyz 
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18, 
15. 
17. 
19. 
21. 
28. 
2b. 
26. 
28. 
29. 
80. 
82. 
34. 
35, 
96. 
87. 
88, 
89. 
41. 
42. 
44. 
45. 
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mt - ४7४ yg? yg, 14. 162° - 15608 + 1902 - 286? , 
"(a + 9b) + b* (2a +b). 16. m? - 27027 + 2908 * - 8 7, 
a*+ 2a°b — 2५6१-5६, 18, z'(z—9y)-y* (22 — y). 

аЗ + Ба? +10a+8, 20. ४7 -17:* + 852 – 198, 


867 + 18629 — 9758% - 978%, 22, ७१ - джу +y? — 9 + y. 

4a° —4ab-b*—65--8b. 94, z“ -9८७१+ 9422? — 96९४ + ७९, 
a* — 8०78 + 4020? — Gab? + 4६५, 

а? + Sab + 2b? + qo + 900. 27. д? —4ey+3y? + oz — Sys. 
m? + 9pm — 5mn — 4pn + 622, 

a? — 10ab — 15bc + 21b? + бав, 

2z* + 4o(45 — 3a)--z(4b--5a). 31. а? - 8a(25 - 1) + 4b(9b — 8). 
$z(z--2)-9y(4s —1)-8y?. 38. abl c? — 9bc-- a -- b — o. 
2° — 4y? — 927 + 1988 + 4m — By + 19. 

92° — 42° — 9429 + 16y? + 20y — 15z + 102. 

2284 — Gag? + 8а5 — 90१4 + 6625222 — 864६९, 

2z? + (2a — 8b)z? - (Ib + Baby: + 32. 

(a? + 5?)z? — a*b(2a + b) + a(9bz2 — a?). 

2047-86 7 + 66? —6a--9. 40, a'—4a*—13a* 188? 4 4 —1. 
220 + Gay + 4y* + 822 + Gyz + 922, 

Әт? + wy — By? - 22-48 - 5°, 48. ८०१ - ६७९ - 194“ – ба? +1, 
40° — dey — 3y? + 19yz — 92१, 
&$'—az*-a's!—a)s'-ka*s—a5. 46, w+ 75° +1424 8, 


148. विविध उदाहरण : 


उदाहरण 1. а° + 740° = 2963 के quads निकाली । P 
दिये हुए व्यंजक के पदों का नीचे दिये हुए दो प्रकारो में से किसी एक की भांति दो 
समूह बनाने से देखा जाता है कि प्रत्येक समूह a - 26 द्वारा विभाज्य Š | 


(i) (a*—85*)--75*(a—90); (№) ala? — 45?) + 110१6 — 95). 


पहले ढंग से सजाकर : 


а? + Tab” — 22b? = (aè — 8१) + 1b१(८ — 98) 


= (a — 9b) (a* + 960 + 45?) + 702). 
= (a — 2b)(a? + 960 + 115?) 
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उदाहरण 2. गुणनखंड frat: ८१ + 2(62 + 97) + Baz ¬ ४(32 + ба). 


& के घाता को अवरोहकम से सजाकर होता है. 
=g? + 3(a — b)z + (262 - 5ab + 25?) 
=g? + 8(а— b + (8a ¬ b)(a — 2b) 
ez? + {(2a — b) + (a — 25) + (2a — b)(a — 2b) 
ez + (2a — b) + (a — 20% + (2a — b); ` 
= {3 + (2a — b) Ha + (a — 2b)} 
= (z + 2a —b)(x + a — 2b). 


उदाहरण 3. गुणनखंड frat: 2२ - 628 + 89१ – 2° + 2/2. 
दिया हुआ व्यंजक = (x? - 629 + 9?) — (y? + s? - 22) 
—-(z-3y)* - (у – 2)° 
(s 30) + (y — НЕ — 30) - (y - 2} 
= (z — 2y — z)(z — 4y + z). 


उदाहरण 4. गुणनखंड निकाली : (८१ -४२)(०१ - y?) + 4092४. 

दिया हुआ व्यंजक = ८२८१ — a*y* — 020° +b? y? + 4abzy 
= (ag + by? + аху) — (a? y? + bg? - 96029) 
= (aa + by)? — (ay — bx)? 
= (az + by) + (ay — bz)H(az + by) — (ay — bn) 
«(a — 5b)a + (a + b)yH(a + b)z — (а — 0४). 


उदाहरण 5. गुणनखंड निकालो ; mt + 62१ +4%? - 152+ 6, 
दिया हुआ व्यंजक = (८* + 62 + 92?) - (50° + 15) + 6 
== (2+ 3z)* — 5(z* + 82) + 6 
= {(० + 32) – 2] f(z* + 82) - 3} 
‘== (a5? + 8z — 2)(z? + 32 — 3). 


उदाहरण 6. गुणनखंड निकालो : #* + 2१ + 92° y? +923 + y*, 
दिया हुआ व्यंजक = (७९ + 22090 + y*) +2१9१ + (25*y + 92५१) 
= (z* t y*)* + (wy)? + 9(2y)(z2 +y?) 
= (2! ty") t zyl* = (७१ oy ty’). 
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उदाहरण 7. गुणनखंड निकालो : (- 1)(८ - 9)( + 9)(८ + 4) + 4. 
अब (ш—1)(ш@— 9)(ж + 8)(४+ 4) ={(ш— (e+ 9) — 2c + 4)} 
= (z? + 2a — 3)(z? + 2a — 8). 
और ४१ + 92 के लिए ' 2 रखने पर दिया हुआ व्यंजक 
=(z—3)(z — 8)+4 
=z? — 11z + 98 = (z — 4)(z - 7) 
= (2 + 9z — 4)(z? + 9z — 7). 
दीका। इस वात पर विशेष ध्यान देना चाहिए कि उपर दिखलाये हुए द्विपद-व्यंजकों 
(binomial) को गुणा करते समय z--3 को 2-1 के साथ और ४+4 को z— 9 के साथ 
गुणा किया गया Š 1 
उदाहरण 8. यदि 2+ =८ व 295४ हो, तो 
(i) at ty* व (ii) ४१ - ७2५ - у + y? का सूल्य a व b BRI प्रकट करो । 
(i) z* +y* = (a? + y*)? - 9z* y? =o +y)? — 2xy)* — 962° 
= (a? — 95?)? — 95* =a* - 44७? + 256, 
(ii) s? -z*y- zy? +y? -z*(2-y) -y*(z— y) 
-(z-yXYz* — y?) 
-(z-y)' (c y) 
ez +y)? - 4zyYz + y) 
= (a? — 45?)a. 


उदाहरण 9. z* — c? +z? + 9 का मूल्य निकालो, यदि ७? + 9 = 9८ हो. 
26 - 933 +g? + 9 55(७५ +n +27) - 9(z3 — 1) 
=g (x? +z +1) - 92-105 +z + 1) 
= (27 +æ + Ifo -2(2—1) 
= (937.4 + 1)(2* — 9z + 9). 
इसलिए मूल्य = (८१ +z +1)x 0 = 0. 
उदाहरण 10. ८*+*+०*- 2१०१ – 9०२०१ - 9202 का मूल्य निकालो, 
यदि ८+४=० हो । 
दिया हुआ व्यंजक = - (9४१०२ + 4०२७२ + 96२४१ - at — ४६ — c*) 


= – (ab — o (a — b+ oY(a-- ४+ b+ a a) [ नियम 149] 
= 0, कारण at bc. 
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TAMAT: 80 
गुणनखंड निकाली : 
1. 2?+82?+19z+19. 2. 937 +922 + 262 +24, 
8. z'!-6z*--112—6. 4 ac'-r5z*—95—94. 
5. z'—4z? +049. 6. 2° +527 – 92-6. 
7. z'—6z'-182—10. _ 8. c*—823—97? + 192 +20, 


9. z*—-38z'-z?--18z—10. 10. wo‘ - ६29०-2९ न- 18 +- 6. 
11. z*-5z!-85'—30z--306. 12. m — T2? + 92° + 26 — 56. 


13. z!-72*-r13z—15. 14. z?-65z--12. 

15. ४7 - 622 +39. 16. 95° - 32° - 4. 

17. z*-9zy* –10у°. 18. а?+4а?Ъ-9Ь°, 

19. 867 - 9629 - 2804, 20. 85° + 4४8- 3. 

21. 95° +522 - 45-93. 22. 2-92-9. 

28. 96९ - 629 - 83, 24. 897 + 807 - 85-3. 

25. ८१-62 + 99%, X267 a? + bz — (a? - 8ab + 2b"), 


27, m*-r4abz*y? — (а? — 5?)*y*. 

pj G* + 9(z* + *)a? D? + (z? - y?)254, 

289. a2+(z+w)a— 92 + Sry - 9y?. 
80. 2(z+a)—2a* + 30(a +a) + 952, : 
91. z'-4zykSy'c9yz—5*, 82. 4a? 4ab- 80९ + 1900 — 96१, 
38. ш©+6ш°+Ә8ш°+65—9. 84. a'—4a!b—5a*b? + Gab! - b^, 
35. 42° - 2027 + 942? + 62-9. 86. - 24 - 22% +92? - 95 + 1. 
87. a*—92a*--30a 95. 88. a*-9abz—(ac — b2)z2 + box. 
99. c'y*-Fz*y? — s? + 9288 + 1, 40. a? (y? — 22) + 4zyz — y? +в, 
41. (a*—5*)(z* +y2)+ (a? + 9१29. 

497 a*-4z'-z'l10z4. — 487 a*—6a* 415a? - 186 + 5, 

44. 42‘ +1923 — 5a? - 912 +19. 

45. z*—65z'y-6z!y* — day? + y*. 

46. ८6 - 520 +1427 -- 902 + 16. 

47, a*—7a*b+14a7b? — 14ab? +454. 

48. 2“+4%7 11z* + 905+ 95. 

49. a*+4a°b-10a7b+ 443+ ७६, 
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50. z*--8zr*-r94z?--39» — 90. 

51: (z+ 1)(z-+ 3)(z— 4)» — 6)-- 13. 

62. (z+ 2)(a 3)(c-- 4)(७ + 5) - 860. 

58. 2(20+1)(2 – 9092 —– 3) - 63. 

04. wyle 4-४) +02(у +2) + 22-७८) + 9908. का मान निकालो, यदि 
४7 Д с), y = b(c — a), z—c(a — b) ©! 

55. (v-au? -z")-z(y—2) ау + ра का मान. निकालो, यदि 
g-G*—b*, ४७१९-०१, ४०८८-०2 हो। 

56. z'—-9(y-9);—3y*--90y -32 का मान निकालो, यदि ७5 ४-६ हो। 

57. &४-४४--424-14/-456 का मान निकालो, यदि oty=25 व 
४-96 हो। : 

58. 821(2? +y?) का सान निकालो, यदि 2+४= ५/3 व ७-४" 281 


IL तादात्स्य (Identities) 


149. यहां पहले वतलाये gu सूत्र और नियमों की सहायता से तेरहवें अध्याय में 
दिये हुए तादात्म्य की अपेक्षा कुछ और कठिन लेकिन वहुत ज़रूरी तादात्म्यो पर विचार किया 
जायया 1 

तादात्म्यो को सिद्ध करने के लिए निम्नलिखित साधारण नियम सदा याद रखने -चाहिए : 

(i) किसी तादात्म्य का जो पक्ष याने तरफ अधिक कठिन हो उसको सरळ करके दूसरे 
पक्ष के समान बना लो । 

(1) किसी तादात्म्य में, यदि दोनों पक्ष कठिन हों तो उन दोनों का सरल रूप बनाकर 
सिद्ध करो कि वे आपस में बराबर हैं ।. 

(aii) किसी किसी हालत में तादात्म्य के किसी पद का पक्ष बदलकर या दोनों पक्षों में कुछ 
जोड़कर तादात्म्य सिद्ध किये जा सकते हैं । 

(iy) कभी कभी तादात्म्य में दिये हुए कुछ पदों के बदले कोई एक अक्षर रख करके 
तादात्म्य की बराबरी बहुत आसानी से दिखलाई जा सकती Š । 

निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा हल करने की रीति माळूम होगी : 


उदाहरण 1, सिद्ध करो (a— ८)(७- ७)(७- ०) + (४- bs —oY(b — o) 


+(z—c)(z —a)(ce—a)= -(9-०)(०-०)(७- b). 
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फज़े करो कि 27-60, 45-४- ० व्‌ १ *००४- 6 É l 
तो q—-p-a-b, r-g=b-c, р-т=с-а. 
`. बाया पक्ष poa -2) + ar(r — q) +rp(p — 7) 
= — (a - »Xr — aX» -7) 
i = —(a— b)(b — cXc — a). Я 
| [ 9-2, r-a p — के मूल्य बिठाने पर ] 
उदाहरण 2. सिद्ध करो: 
(у +3) (20 +y + zg) + (e + m)2(z + 2y +2) 
+(z+%)°(z + + 9z)+ 9(y + а)(в + ४) (9 + y) 
=(2z +y + а)(ж + 2y + s)(z + y + 22). 
Ga करो कि G=y+2,b=2+2, c-c +y š l 
तो b+o=9z+t+ 8, cac 9y +z, atb=atyt 22, 
`. वार्या पक्ष=८१(४+ ०) + b? (c-- a) + c* (a + ४) + 260० 
= (b+ c)(c + a)(a + b) 
= (Qa +y + z)(z + 2y + z)(z y + 92), 


उदाहरण 8. सिद्ध करो: x° + 6(0 + z)z2 + 19(y + z)22 + Sly + 2)? 
= 4(8z-- 2y + Gz)y* + (z + Gy + 92) + 9z)2, [ मद्रास, 1881. ] 
बायाँ पक्ष = + 322 (9(y + डो + 3 «day + डो + {Oly + 2)? 
= [z + Oly + 2)? = (z+ 2y + 92)? = {2y + (z + 9z)] 
= (2y)* + 3(2y)* (z + 25) + 3(9y)(z + 22)? + (z + 22)? 
7 By" + 19y°(z+ 92) + 60 + 22)? + (z + 22)? 
= 4y* (ay + 3(z + 22) + {бу + (z + 22) + 92)* 
= 4(8ж-+ Qy + 62)y* + (z + Gy + 3z)(z + 9z)*. 
उदाहरण 4. सिद्ध करो: ८१ +४3 + ४१ + 94 
=(@+y +2)* -8ls(y— 2)! +y(s-n)+ ele у), 
पक्ष याने तरफ बदलकर чен होता है कि इसे निम्नलिखित तादात्म्य के रूप में प्रकट 


किया जा सकता है । 
S(z(y — 2)* + у(в-—)* + а(л— y)? + 942yz 
=(@+y +z) -w -y -8 ... ... (1) 
E- अगर पिछला तादात्म्य सिद्ध किया जा सके तो तरफ बदलने से पहला तादात्म्य निकाला 
जा सकता है। 
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अब fely — 2)?  y(s — z)? + z(a — ४) १} + 94 y 
= Bfx(y? — дуг +2?) + ylz? - 92% + ж?) 
+ z(z* — Әу + y?)) + 94xyz 
= 8[z(y* + 2?) - у(а* +a?) + zlo? + y?) - 22098 
—9yzz — 2299 + Bayz} 
= 8{ж(у? + 2?) + ylz? +") + s(z2 + y?) + 9zyz] 
=3(y+eXe+a)(e+y)=(c+y+2)?-—2? -- ५११ - ४7 ; 
"us तरफ बदलने पर॒ ८१ + ४१ + ४3 + 94795 
=(c+y+2)* – Зу – а): +y(z — z) + s(z —t)21 
उदाहरण 5. सिद्ध करोः - (8 - ८)(०- (८-5) 
= alb — c)(z — b)(z с) + ble — aX: — c)(z — a) + cla — 50 — а) 
दायीं ओर का पहला व्यंजक = alb — ०६४१ — mlb + o) + bo) 
= 2 a(b — c) — xa(b? — c?) + abe(b — c) 
दायीं ओर का दूसरा व्यंजक = ४(० — a) fx? -४(०+ a) + ca} 
"eg? b(c а) - blo? — a?) + abele — a). 
दायीं ओर का तीसरा व्यंजक = cla — 0४% — z(a + b) + ad} 
‘= g7¢(a4—b) - sela? — b?) + abela — b). 
`. दायीं तरफ ( स्तम्भों के पदों को जोड़ने पर ) 


=g" {alb — c) + ble — a) + cla — ०) — zÍa(b2 — c?) + blo? — a?) 
+ (a? — b?) + ась — c) + (c — a) + (८-०) 

= z2.0 - f(b — ८)(6- а)(а — b)] + abo.0, 

{ая XXII, XIV व XXIII, नियम 138] 
= — (9 — c)(c аа — b). 

उदाहरण 6. सिद्ध करो : 
(1-2?) - y*Y1— 22) - (z +wz)(u + zas + ४४) 
=(1+ays)(1 —a? — y? —2* — 9zyz) 


चायाँ पक्ष 
- e _ ay yas e?) (zuz + y*) (ays ts?) 
(1-2*)(1-9*)(1-27*) ^E a SSE - 


= (1— (22 +y? +22) + १232 à 2223 tety? —ayg?} -iu ७४४) 


+ (cys) (x? +y? + 22) + (xys)(y?s? + 2202 + су?) + 92220) 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


२८२ Digitized by Arya Samai ante 7178 and eGangotri 


= (1-22 — y! 22) + (y!2? + 2*2? t 219?) - ८९१४२ —m yz? 
—gys(z* +y? + 2?) — (y?s? + 8797 -- x! y?) - mus 

= (1-2? —y? - 82) - zys —aye(a? + y? +27) - 200908 

=] - 0 —y? - 82 - 9zyz + zyz — тузі? +y? +27) - 925g? z 

=(1- g? —y? - 22 — 9zyz) + zyz(1— 2? — y? — z? - 2012) 

= (1--zyz)(1— 2? —y* - z? – 2202), 


150. शर्तेचाले या सापेक्ष तादात्स्य (Conditional identities): 


अब कुछ MAS ज़रूरी तादात्म्यों को सिद्ध करके उनके द्वारा अन्य तादात्म्यों की सचाई 
स्थापित की जायगी । 


151. यदि &+8+८ ०0 हो, तो सिद्ध करो कि 
(1) a?-- 0? c c? —2(bc-- ca-- ab). 
अब — (abo)? =a? +b? +c? + 900 + 906 + 260, 
S. 032g? +b? + 61 + 9(90-+-०७ + ab). 
S. तरफ वद्लने पर 6? + 8१ +02 = - 9(७० + ०७ + ab). 
(2) a3 --b*-- c -8abc. 
अब аз +03 +०१ - Забо 
=(a+b+c)(a? +b? +c? — bo — ca — ab) 
=0 x (a? +b? +0? — bo— ca — ab) 0. 
7. तरफ बदलने पर а? +१ +०१ = 3४०. [ नियम 99 का उदाहरण 10 देखो ] 
(8) (Bc+ca+ab)2=52c2+e2q2+a2b2=1(a2-+ b2-+ c2)2, 
अव (be + ca + ab)? = ७१०१ + 0१०% + 6१७९ + 9abo(G + b+ ०) 
—Lb*c* +0242 + 6१४१ + 9qba x 0 
à; = 5201 +o2q2 + 6२६९, 
उपर Кеч हुए (1) से ४८०+ ८० + ० = - ३ (८१ + ४१ + ०१, 
२८ (be+ca+ab)? = а +b? + с?)?, 
इसलिए (bo + ca +ab)? = 8१०१ + ०१६१ + ८२६० = Zla? +b? +c?)?, 
(4) 6९+6१+८१०१(७९८०+८९८०+८०७०) 
*1(a? - b? -- c2)2, 
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अब 9४२०२ + 9८१८१ + 926252 - «५ - ७५ - 0 
=(a+b+o)(b+o—alc+a—bla+b-o) 
-0x(b*c-aK(c-a-b(atb-o) [ नियम 142] 
=(, 
इसलिए तरफ बदल के 
а + b* + c* — 920° + 2622 + 9252 = 9(5?6? + o2a2 + 252) 
= а? +b? +02)?, [(8)से] 
(5) @54+-95+¢5= - 6Gbc(bc-r ca-- ab) 
= &abc(a? + b? -- c?) 
&(a? + 0? -- c?) (a* + 5? -r c3). 
चूँकि ८+४+०=0, इसलिए तरफ बदलने पर &+ 85 — 6. 
० (a0)? -(—-0)5 ; 
अथवा ८१ + 5atb+ 1085? + 1042४१ + 5८86 + ४5 = - ०; [ नियम 197 ] 
इसलिए तरफ वद्लने पर д5 + ७5 + ०५ 
= —Da*b — 1023b* — 10a?b3 — 860“ 
= — Sabla + 26१9 + 9ab? + 5?) 
= —bab(a--b(a*--ab--b?)  . [ शुणनखंड निकालकर ] 
= — abl — c)Í(a + b)? — ab] [ चूँकि atb=—-c] 
= 5abel(a + b( с) — ab} = Sabe( — ac — bc — ab) 
= — Dabo(bc + ca + ab) baton +७१ +०) [ (1) द्वारा ] 
=$(a? +b? - c?).8abc 
= F(a +b? cha? +b +02). [ चूंकि a+b + с? = Зађс ] 
(6) a? t b? Fc? =7abc(bc+ca+ab)? 
= A5 (a? + 5? -- c?)?(a3 -- 83 + c3). 
Sf ८+४+०=0, इसलिए तरफ बदलने पर a+b= -८. 
S (0*5)! -(-9*, 
अथव 1 a'-Ta'b-t 2150025: 85.00 + 854?b* + 21a? 55 + Tab* +b" 
= — 61 [197 नियम ] 
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तरफ बदलने पर 67 +b" +c" 
= —"a*b —91a5b* — 85a*b? — 85a* b* — 91a*b5 — Tab’ 
= — Tabla’ + 3a*b + 5a? b? + 502° + 3ab* +05) 
= — Tabla + bY(a* + 9a2b + 8a? b? + 9ab? + b*) 
` [ गुणतखंड निकालकर ] 
= — Tab — с)(а? + ab + b*)? = Tabela? + ab + b2)2 


= Tabe(bc + ca + ab)? [ (5) दें नियमानुसार 1 
= (ро + ca + ab)? .3abc 

2 
- 1. — 4? +b? +c?) [(9) व (9) से ] 


= Tala? +b? + e2)2(a3 + b3 +०), 
उदाहरण 1. सिद्ध करो: (y-2)(s—-z) (у)? 
= (y — z)(z — z)(z — y). 
а= (у – 2), b=(z—z), c- (z - y) हो, 
Gtbto-y-zts-zto—y-0. 
a? + bš + 0? —3abc. [ (8) से] 
इसलिए а, b, ० के मूल्य रखने पर 
(y —2)* + (2—2) + (z — y)* =3(y — 5)(а— 2)(८- y). 
उदाहरण 2, सिद्ध करो: 
(у — 2)5 + (в—ш)® + (७-७ 
(७-2) + (z —z)? + (x-y)? (y- 2)? + (2-2)? +(e — y)? 
फले करो कि a=(y—z), b=(z—z) व c= (z y) 
तो at+btc=y-e2ts-gte у= () 
а? Fb +05 — (42 +b? +07)(a? +b? + 6३), 


а +55 +05 65 + ४2 +62 ८१ 452 +o 


अथवा 
2 3 


i . a 3 b, с के чел रखने पर 
(ya) +(z—=)5 + (z —)5 _ (u — z)? + (४-2) +(ш— (y —в)* Flea) 5. (७-१) 
6 2 


< (u=) (a)! + (2-87 
8 
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उदाहरण 3, सिद्ध करो: (५+३-०)१+(४+८-५)° (८4४०8? 
=3(y+s—aeta—ylety—2) = – 94292 यदि +у+а=0. 
TA करो fa y-z-a, b-2tg-yHo-7zty-z 
atbto-(ytz-z)t(stu-y)t(o*y-2z)- ct ४ ५ ४710, 
इसलिए a? + ४३ + 03 = Babe. 
°, a, b, ० के मूल्य रखने पर (y 2-८) + (2 +z — ४) + (z +y — z) 
=83(у-+а—х)(в+ж-—у)(ш+у-— а). 
फिर चँकि a+ b+ o =0, इसलिए तरफ बदलने पर 
a= -(b-c)z —{(а2+ж—у)+(ш+у-—в)}= — १७, 
b= —(e+a)= —{(ш+у-—)+(у+а—)} = - 29, 
c= —(a+d)=—{(ytz—2)+(2ta—y)}= - 9з. 
Babe = 3(— 9ж)(— 2y( — 22) = — 9429 
इसलिए 8(५+8- »(४+ 29 - 9४)(४ + ४ а) = - 94:98: 
और (५+ड-८) +(3+2-५) + (०+9¬४)१ 
= 3(у +2 2)(8 +0 ४)(७-४ 8) = — days. 
उदाहरण 4. यदि ४56? - ४०, у= b* —ca, g= 07 - ab हो, तो सिद्ध करो कि 
w +y? +z? - 83298 = (aš +b? + о? - 38०00). 
अब cyctz-a*-boctb?-catc* - ab 
= д2 +b? +07 —bc— 66 — 60 ; 
५-४5 (b? — ca) - (c? — ab) 
zb? — 0? + ८७-०८ 
=(b—c)(b +0) - a(b — с) 
=(b — o) (b +c) +a} 
=(5—с)(а +b -+ c). 
इसी प्रकार 2-2 = (०-०)(०+ b- о), और ,2- ४(७८-)(८न-७कलो. 
अब ai ty +g - 8298 
= (0 +у + 29-४८) + (2-०) +(४-४५)?) 
= Қа? +b? +o — bo - ca — ००)७-०)१(७+ b c)* 
* (c — a)* (a t b t ० +(a—b)*(a+b +c)*} 
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z (a? +b? +0? — bo са — ab) 
х0 о) + (e — a)? + (a — b)*Ya + b + c)? 
= (a ++ c)* (a? +b? + c? — bc — ca ~ab)? 
={(а+ b-- oY(a* +b? +0? — be - ca — ab). 
= (a? + b? + c? — 3abo)2, 


उदाहरण 5, यदि s=a+b+ o हो, तो सिद्ध करो कि 
s(s — 2b)(s — 2c) + s(s — 9c)(s — 2a) + s(s — 9a)(s — 2b) 
= (s — 2a)(s — 2b)(s — 2c) + Sabe. 
बायीं तरफ के दो पदों का योगफल 
= s(s — 2c){(s — 2b) + (s - 20) 
= s(s — 2c)[2s — 9(a + 5)} 
= s(s — 2c) X 96 ; 
और तीसरा पद = (३-० + 2o) (s — 2a)(s — 2) . 
= (s — 20)(8- 2a)(s — 2b) + 2c(s - 2a)(s — 9b). 
इसलिए बायीं तरफ 
= s(s — 20)26 + (s — 2०)(४- 2a)(s — 2b) + 265- 9a) (s — 98) 
= (s — 2aXs — 22)(s ¬ 2c) + 2cis(s — 2c) + (s — 2a)(s — 95). 
किन्तु s(s—2c) + (s— 2aY(s — 2b) = (s? — 2८5) + fs? — 25(a.- b)+ 4ab} 
= 952 — 9s(a+b+c)+4ab 
= 95? -- 28.8 + 460 
= 4ab. 
-. बायीं तरफ = ($¬ 2a)(s — 2b)(s — 9८) + 856. 


उदाहरण 6. यदि 5-८--5--८ हो, तो सिद्ध करो कि 
(s —a)(s — b)(s— c) = (a + b+ c)(bc+ ca + ab) — abc. 
बायीं तरफ s? — (a + b + 0)s? + (bc + ca + ab)s — abc 
=s" — s.s" + (bo +ca+ abY(a + b+ c) — abo 
= (bc + ca t- ab)(a + b+ c) — abc. 


उदाहरण 7. यदि ०++८+८=0 हो, तो सिद्ध करो कि 
(a +b)la+ ०७ + ०) (9 +a)(b + ०)(७ + ०) 
ह7(0+6)(०+ 6)(०+ 5) 

=(d + c)(d *- b)(d-- a). 
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चूँकि atbtotd-0, 
इसलिए at+b=—(c+d), 


atc=—(b+d), [ तरफ बदलने पर ] 
atd=-—(b+c); 
(a +b)la + ca + d) = (a + &){— (b+ aM- (b+ o} 
= (6 + b)(b+ d)(b + c) 
= (b +a)(b + d)(b + c). 
इसी प्रकार (a+ b)(a+c)a+d)=í-( - (a - c) (+). 
= (c + d)(a + c)(b + c) 
= (c-t- d)(c -- a)(c +b) ; 
और — (a--bXa-* cad) = -(०+ df - (b-- data) 
=(c+d)(b+d)(a+d) 
=(d+c)(d+b)(d+a). 


उदाहरण 8. सिद्ध करो कि (у+а—шж)9-+(2+ж— у)? +(5+ 9-8) * 


२८७ 


+ 94zyz = (Qa + y — 2)? + (y + 8) ९ — (८4-४-2)0 — 6z(z — 9z)(z + у). 


यदि a=9z+y- z, b=y+z q c= - (2+ - z) मानें, तो 
atbto-ztycts, 
b+o=9z-c=z, 
cta, 
& t b - 9(m +q). 


,", दायीं तरफ (right side) 


= (= +y — 2) + (y +2)? +Í— (x+ y- 2)? +3.z(9z - z).9(z + у) 


=@ + b? +0? + 3(c + a)(b+ с)(а +b) 
=(a+b+ e) 


= (छ+ y +z)? [а b, ० के मूल्य रखने पर ] 


= (у а-а) (6 а-у) (ону з) 


[385 (у +22) + (8+2 y) + (४+ 9-४) ९४ + ya] 


-(y-z-z)! *(stz-y) + (४+9- ४) -3((sm- y) 


+ (@+у—я)}{(ш+у-— я) + (у-+а—х)Ң(у-++а— ж) + (а++ш-— y) 
Ë [ सूत्र ХҮП, नियम 1831 


—-(y-z—-2z)* + (z +z — y) + (z +u — 2)! + 3.22.29.9z 
—(u-z—2)* + (z +z y)? + (z +y — в)? + 94298. 
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सरल बीजगणित | 
प्रश्नसाला 81 
सिद्ध करो 
1. २७११५ ०९४ (७१-४७ z)(a* +b +0?) 
यदि 22 - ४४११०८१, у? - 87250, s -zy-o al 
9. actbytos=(atb+c)(etytz), 
यदि 2 = ८ — ४०, y = b? — са z—c* — ab हो । 
3. (z—a)*(b— c)- (z — 5)* (o — a) + (४- c)? (a b) 
+(b-c)(c—a)(a—b) ^ 0 
4, 9(a-b- c)! — (a+ 25)? — (b+ 2c)? — (c+ 2a) * 
=8(a+ 3b + 9c)(b + 30+ 2a)(c + 3a + 2b) 
5. 9(s—a)(s- b)(s—o)-- a(s— bs — о) + 08 — c)(s a) 
+ c(s — a)(s — b) = abo, यदि 95 ८+४+०हो। 
6. s(s—a)(8—)+ s(s—a)(s— о) + sls + а)(в — о) + ols + a)(s +b) 
=(s+ a)(s-+ b)(s + c), यदि $7a-b-c&l I 
7. (8-а)? +(s—d)? +(s—c)? — 3(s - aXs — b) (s — с) 


= Xa + bš + a° — 8abo), यदि 95=८+४+०हो। 
(Sz + 2y + 52) - (82 + 2y — 52)° — 30zÍ(9z + 29)? 952°} 


= (20z — y +82)? +(y + 2z — 202) + 302(202 — у + 82)(y + 28 902) 


9 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


(z +y + 9z)(z + ду + z)(9m + + z) — (y + 2) (४+ ४)(४ +y) 
І = 9(g + + 2)? + 9xys. 
(ab с)(ш+ y г) + (arb — о)(ш+ y — з) + (6+0 a) (y + ४-७) 
+ (ca - bz x — y) = 4(az + by + cz). 
(७-४) (1+29) (1 + zz) + (४-9) (1 ys) (1 + yz) 
+ (४-9)(1+ zz)(1 + уз) = (५-8) (४- ०) (४- y). 


(z—1)( +8+4) (४-४) + (४-1) (४१ + у +4)(а—) 


+ (2-1)(४? +2+-4)(०७- y) — (y — 2)(а— »)(७- ५)(७ +y з). 


ж? ty? + zŠ +w? + 8(у + 2)(४ + z)(z +y) =0; 
यदि ८+४+2+७=0 1 


(6—0) + (o—a)*-- (a-b) (b —c)* + (c — a)! + (a — 2)? 
LE 2 
_ =o)" - (o—a)* (a - ०, 
Т 
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15.. (८4-४(८--४)(८०- уг) = (z +y + z)(z — 2४22-४२), 
यदि z = a° + ७९, y=a2+aqs=a+]1, : [ मद्रास, 1909. ] 
16. (y+2-22\e+e- 2y)-- (z +w — 9y)(z +y — 92) + (z + y — 22) 
X (y + s — 2%) =3{(y—2)(z =g) + (४-४०) (४- ४) + (४-५) (४ - а) 
17. (y-2)* t (s-z)* -(z— y)* 72(z* +y? +22 yg sm — 229) ?, 
18. (8-०)(७+०- 2a)? +(c—a)(e+a— 2b)? + (a — b)(a +b — 20)? «0, 
19. c'(y-2)* +y3(z—z)% + sš(z — y)! = 8zys(y — z)(s —m)(z — y). 
20. a*(b* —c2)* + 5* (52 - д2): + c*(a? — 52)? 
= 8a*b* c* (b + cY(c- aYa + B)(b — o)(c — a)(a — b). 
21. (b+ o)(b—oc)* (c а)(в— a)? + (a + b)(a К: "в T र 
= 9(5 — c)(c — a)(a — b)(a + b + c). 
22. s(y—-2) +y(2—2)? + z(s y)! = (y — 2 (s — ०) (४-9) (७+ y +2), 
28. 4(a? +ab+b?)® — (a — ४)१(७+ 9b)* (2a +b)? — 97a? b*(a-- b? , 
24, 9020? + 9८१८१ + 96१0९ – д - ७५ с = 16s(s — a)(s — 50: — о), 
यदि Оз=а+Ь+ 6 हो । 
25. (s—a)* *(s—5)* -(s- c)? +3abe= 35, यदि 9s=a+b+o al 


26. (b — c)? + (c =a) 3 + (o — D)? ; (७-०)१--(८-ढ)९--(८-)९ 
7 


{b= ग" मेन, 
5 


27. (ах + by + ०8)1 + (ba +cy + az)? + (ez + ay + bz)? - (ьс + су+аз) 
X (oz + ay + bz) + (cz + ay + bz)(az + by + cz) + (az + by + cs) (bn + cy + as)} 

E = (a? +b? +02 — be — ca — ab)(z2 + у? +g? - wz — sz — шу), 

28. (az +by +cz)* + (08 + c+ az) + (ол + ау + bs)? 

— 3(az + by + сьс + cy + az)(ez + ay + bs) 
7 (a! +b° +02 —3abc)(z +y? + 2° — Bays). 
यदि atb+c=0 हो, तो सिद्ध करो कि У 

29. 0८-७१ ००८७-८१ =be—a? = bot cat abs — Ha? +b? + c?). 

80. 52 + 06 + 67 =с? + 66 + a? — a? + ab--b* = — (bor og + ab). 

$1. a(c-aY(a- b) — (a + b((b + с) = (a+ c) + c) abo, 

82. a(b-to)* +0(c+a)* + «(6 +b)? — Зас. 

88. e(b—c)* + с-а): -c(a— 0)? =0, 

B—19 š 
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34, सिद्ध करो कि 2२ + ४२ +Z’ = 32४ 2, यदि Х= ०० + Ьу + ९४, 
4 Y=bs+cy taz च Z=0x +ау +02 हो। 


: даъ) +(a + 98 + c)! + (a+b + 20) 
UR =3(9a + b+ ola + 2b + о)(а + b + 2c). 


36. सिद्ध करो कि (32+ 9+ 8) +(ct+3y+ z)? + (ж +w + 32)? 
—8(8z ty + 20+ Зу + डो( ty + 32) = 90(z 3 4. y? + 21 — 82४3). 


87. यदि ८+४+०=] हो, तो सिद्ध करो कि 
(a+bc)(b + o) = (b+ cac + a) =(c + ab)(a + b) - (1— aX1 – bY3 — о). 


सिद्ध करो : 
38. (а+0%у+а-—ш(в+ж- у) +(ш- 1)°(ш + y + а) 
25 42у? + (y? = 2*\y* + १22? + z*) + (27 = e? )y(s* + g?g? +) 
+ (a? — y?)(z* + 2?y* + y*). 
89. 9z(y +8-9) +(а+ж— у)(2+ y — з) 
z9y(s m - y) * (zy डय) 
29sz(z-y—z) +(у+#—ж)(а+ж-— y) 
e (y-Fs—z)Y(z-z- у) + (st*o—-yÓm-y- z) 
DP v +(z-+ v — z)(y + g — 0). 
40. 25 + +25 =a – 360 + 80, 
यदि atyte—a, ys tsm tzy-b Я ८५३० हो। 


y AL. ysly +2) + 20(2 +2) + жу(ш + у) + 8ayz=4(p* — pq"), 


qztytz-püz'cty!rtz5-g? हो | 
42, ळक कडा =ar", 

यदि 24-४3 –5, 2920 व ystectoy=r हो । 
48. д“ + у“ T в“ = tq‘, 

यदि 2 + 9 +४२ =q, aty=13 4 з= —18 हो l 
44. (@tyts)(yst ent ey) - (४+ z) +20) +) ९190, 

यदि уз=45, ४८64 d cy ००6 हो । 
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` तैईंसबाँ अध्याय 
शेषफल | नियम (Remainder Theorem) और 


चिभांज्यता (Divisibility) 
152, भाग .सस्वन्धी आवश्यक नियम 


Division) : (important Theorem in 


नियम 1. рх" +02+7 को 2-७ द्वारा भाग देने पर विना &.वाळा शेषफल 
(अर्थात्‌ जिस रोषफल में & न हो) pa? + qa ++ होगा। 


अव वास्तबिक भाग देने पर प्राप्त होता है, 
2-0 ॥ es pz *tgrtr | pz + (ap + а) 
—apz 
(ap tq ++ 
(ap + ghz -alap + q) 
| alap+q)+r 
„". बिना &-वाला शेषफल = alap +q) +т= pa? + qa +r, 


. टीका । इस पर ध्यान देना चाहिए कि ऊपर दिया हुआ शेषफळ और दिये 
दोनाँ एक ही रुप के हैं, और भाज्य में ç के बदले a रखने पर शेषफल प्राप्त होता है m 


नियम 2 ‘px? + qz? को 2 
. 2 १०१ +ra+s को 2-८ द्वारा भांग देने पर बिना дары: 
शेषफल pa? + qa? +४० + s होगा I म 


अब वास्तविक भाग देने पर प्राप्त होता है, 
`z—a ) ра? + qe? gres Ies crei po" + (ap + q)z + (pa? + qa + r) 


а 
(ap + а)? + 7४9 + s 
(ap +q’ -alap tge _ 3 -alap q)z 
(ра? +ga +r)z +s 
(pa? + qat rs — apa? ga v +40 tr); — a(pa* qa 4-7) 
; alpa’ + qa-- r) - s 
a बिना &-वाला शेषफल = pa? + аа? + ra з. 


टीका | इस प्रश्न में भी पाया जाता है कि यदि मेँ 
जाय तो बिना ०-चाला शेषफल प्राप्त होता है। uhr à uH кА 
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उदाहरण 1. ८-5० +62+9 को ४-० से भाग देने पर बिना ०-वाला 


शेषफल निकालो । 


नियम के अनुसार यह रोषफल = १ — 52 + 62 + 9, जब कि ०= 2 
= 9१ - 5,02 + 6.9 + 9 
=8—90+19+9=9 


डदाहरण 2. ५१-216 को ४-6 से भाग देने से विना &-वाला रोषफल कया होगा Р 
यह शेषफल = x° — 216 का मूल्य जव कि = 6 
=6° —216= 216 - 216 0. 
"रीका । वास्तविक भाग द्वारा ऊपर के प्राप्त फल जांचे जा सकते हैं 
. १5३. अकरणीगत. (Rational) 9 पूर्ण व्यज्ञक (Integral Expres- 
sions) : यदि p, 4, 7, ....l m में से प्रत्येक अचल (constant) राशि हो और x 


एक धनात्मक Wis (positive integer) हो, तो pz"--qz" ! ra" + 
lstm व्यंजक को ८ का अकरणीगठ а पूर्ण व्यंजक कहते हें । जैसे, ० -32+ 13, 


2+72+7+1 आदि, प्रत्येक ही z में अकरणीगत व पूर्ण व्यंजक हैं 1 

अब ऊपर दिये हुए अकरणीगत व पूर्ण व्यंजकों की सहायता से शेषफल सम्वन्धी 
साधारण नियम सिद्ध किया जायगा। 

154. शेषफल सम्बन्धी नियम (Remainder Theorem): यदि z के 
क्सी अकरणीगत व. पूण व्यंजक को z — a द्वारा भाग किया जाय तो दिये हुए व्यंजक में < के 
बदले a रखने पर 2-रहित AIAG (the remainder independent of х) प्राप्त होता 84 

करो कि pz? дс" + rz" 2 + ...... +Iz+m को ०-८ द्वारा भाग देने 
पर भजनफल Q द्वारा, व रहित शेषफल R द्वारा सूचित किया जाता Š, 
चूँकि हर ETƏq में, भाज्य = (भाजक) х (भजनफल) + (शेषफल) 
इसलिए pr” + १४0१ १ +१2 १ L...... +Iz+m=(z—a).Q+ R, 95 एकः 


तादात्म्य है । 
अव चॅकि शेषफल 2 में ० नहीं है, इसलिए ०. के बदले कोई भी मूल्य रखने पर 
2 में कोई परिवतंब न होगा। इसलिए ऊपर दिये हुए तादात्म्य में ८ के बदले ८ रखने पर 


pa? + qa" cra"? + ----- * lat m 7 (a — a).Q' + R, 

[ जब z= a है, तो Q का सूल्य Q ата सूचित किया गया है ] 
=0XQ +R ' % 
=0+R 
=R 


&रहित शेषफल अर्थात्‌ R = pa" qa" 71 таз. + 10+ m. हैं. 
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इसलिए атш होता है कि दिये हुए व्यंजक Hoz के वदळे а रखने पर 
«XT शेषफल प्राप्त होता है i 4 т ; 


इसलिए ас नियम सिद्ध हो गया । 


उपसिद्धान्त | किसी अकरणीगत व पूर्ण व्यंजक में ota द्वारा भाग देने पर 
०रहित शेषफल दिये हुए व्यंजक में x के बदले c — 2 रखने पर निकलता है । 


[ चूंकि 2+ ८० = (-), इसलिए यह उपसिद्धान्त शेषफल नियम से आसानी से 
सिद्ध हो जाता है। ] 


उदाहरण 1. 2 -525+9 को z+9 द्वारा भाग करके »रहित शेषफल 

निकाली । 

ऊपर दिये हुए उपसिद्धान्त से यह शेषफल = x° - 5 + 9 के मूल्य के जव ० की जगह 
- 9 रखा SITTI idem 
=(- 2)? -5.(-2)+9=4+10+9=23 


उदाहरण 2, x?-+pm+q eta द्वारा भाग करके »-रहित शेषफल निकालो । 
ऊपर दिये हुए उपसिद्धान्त से 
यह शेषफल = z + pz + q के मूल्य के जब z = mi^ 
=(—a) - (-a) * 65७१ - pa ६. 


टीका । वास्तविक भाग द्वारा इन फलों की जांच करनी चाहिए - 


उदाहरण 8. यदि ४७15 हो, तो & का बिना प्रयोग किये हुए, ०१-192 
+ 69%* — 151° + 229%? + 166z + 96 का मूल्य निकालो । ` 
शेषफल नियमानुसार यह qeq = दिये हुए व्यञ्जक को ०-15 द्वारा भाग करने पर 
जो शेषफळ प्राप्त होता Š । 
अब दिया हुआ व्यंजक 
. =g" — 152° — (405 - 602५) + (926 - 185%?) — (1623 — 24092) 
— (11z*.- 1652) - (x — 15)-- 41 
= a (z — 15) - 4z*(z — 15) + 997 (z — 15) - 1622 (x — 15) 
š — 1la(z — 15) +(z — 15) +41, 
दिये हुए व्यंजक को z— 15 द्वारा भाग करने पर शेषफल 41 होगा। 
*. पूछा हुआ मूल्य = 41 
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‚ 155. विभाज्यता (Divisibility) व sues सम्बन्धी नियम 
(Factor Theorem) : यदि & वाळे किसी अकरणीगत व पूर्ण व्यंजक में z के बदले а रखने 
पर व्यंजक का मूल्य 0 हो तो बह व्यञ्जक ७-० ERI Wey से विभाज्य होगा, 
और ० - ८ उसका गुणतखंड होगा | 

TA करो कि 7०" + qana Fro" eee +८ +m दिया हुआ व्यंजक Š 1 
इसको ०-८ द्वारा भाग करने पर 
शेषफल = उस व्यंजक में & के बदले ८ रखने से भाज्य का जो सूत्य प्राप्त हो । 
[ शेषफल नियम से } 
= pg? + qa^ ^ + r9 2 + e +la+m. 
इसलिए यदि यह शेषफल शून्य हो अर्थात्‌ pa” + 0०" 1 + 7" १ +--+ +10 
+m=0 हो, तो दिया हुआ व्यञ्जक ४-७ द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है । 
और चूँकि भाज्य = (भाजक) x (मजनफल) + (शेषफल) 


इसलिए दिया हुआ व्यंजक 
=(z—a)x Q-t (pa^ + ga" ra^? +... оът) [ 0 =भजनफल } 
— (z —a).Q, यदि pa" + qa"! + ran? +... +la+m=0 हो। 


इसलिए यदि pa^ +ga”! tra"? Flat m-0 हो, तो दिये हुए व्यंजक 
अर्थात्‌ pz" + १८१" 1 + ४2% २ + --- + 1८ + # का एक गुणनखंड g- ८ होगा | 


उपसिद्धान्त। यदि z(-a)^ + q(7a)" +/(-०)९7१ +... -(-a)tm 
70 हो, तो pz" + 92१1 +7८०१ +... + ८ + # का एक गुणनखंड ८ + a ENT I 
& a &a-z-(-a) इसलिए असळ नियम से उपसिद्धान्त आसानी से सिद्ध 
чё |] 


उदाहरण 1. सिद्ध करो कि 820 - 27? + ८ - 18 व्यंजक ८-9 द्वारा विभाज्य 
ë और z— 2 दिये हुए व्यंजक का एक गुणनखंड होगा । 

४79 विठाने पर व्यंजक का मूल्य 58.9१ -9.92+9-18-94-8+9- ` 
18=0 इसलिए ऊपर दिये हुए नियमालुसार qq होता है कि ३४ _ 2०१ + ० -18 
व्यंजक 2-2 द्वारा Wea से विभाज्य है और ४-9 दिये हुए sine का एक | 

2 a ë! ; А 
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उदाहरण 2. सिद्ध करो कि 8७९ – 22१ ~ 1321 + 109१ AT ४-29 
दवारा पूर्णरूप से विभाज्य È । 
दिये हुए व्यंजक में z की जगह Oy बिठाने पर उसका मूल्य i 
=8.(9у)° — 2.(2y)? y ¬ 18.(2y).y? + 10y 
= 943 — By? - 26y? + 10y? =0 
इसलिए ऊपर दिये नियम से दिया हुआ व्यंजक ८- 27 द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है 
और ० - 2y उसका एक गुणनखंड है 
उदाहरण 8. कौन aa पूरी ala पर ах" + ७2० + ca? eee соз + 
+ = व्यंजक ४-1 द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य होगा ? 
दिये हुए व्यंजक में ० = 1 रखने पर उसका मूल्य 


29.1" 0.1777 rc. 1"7? Fosse T*ltm 
=a+b+e+ =... +1+ 
[ क्योंकि, 1" =1х1х1х--:-----: п यार्‌ = 1 


और इसी प्रकार 1771-177? = ......=1.1 
यदि ८+४+८०+-.++॥=0 हो, 
. अर्थात्‌ यदि दिये हुए व्यंजक के गुणकां कें बीजीय योगफल का मूल्य 0 हो, तो 
दिया हुआ व्यंजक ४-1 द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य होगा । 
उदाहरण 4. सिद्ध करो कि z3 + 42? + 5८ + 6 का एक गुणनखंड ८+ 3 होगा। 
2+3=2-(-8) 
यदि ० = - 3 हो, तो दिये हुएं व्यंजक का सूल्य = (- 9) + 4.(- 8) + 5.(- 3) + 6 
= —97+36-15+6=0. 
इसलिए ऊपर दिये हुए गुणनखंड नियम के उपसिद्धान्त के अनुसार दिया हुआ dem 
z + 3 द्वारा Piet से विभाज्य है और z+ 8 उसका एक गुणनखंड होगा । 
उदाहरण 5. p का मूल्य कितना होगा यदि 2१ +32१ + 4८+ का एक 
शुणनखंड z + 6 हो तो ? 
2+6==-(- 6). . 
यदि s= — 6 हो, तो दिये हुए व्यंजक का मूल्य =(- 6)? +3.(— 6)? +4.(- 6)+% 
= — 216 + 108 - 24 + p 
=p- 139 
इसलिए ऊपर दिये हुए नियम के अनुसार यदि 7 - 1920 हो, तो दिये हुए व्यञ्जक 
का एक गुणनखंड z+ 6 होगा, 
` 9 का सूल्य=199. 
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उदाहरण 6. कौन शर्ते पूरी होने पर ८ +3८+ और 2२ +4४-+८, इन 
दो व्यञ्जको का एक गुणनखंड साधारण होगा ? 
TA करो कि दिये हुए दो व्यञ्जकों का एक साव गुणनखंड है और वह है ४-6 । 


अब यदि 2 = हो, तो 2? + 32 +7 का मूल्य = ०२ + 3८+ =0;  -- (1) 
š [ क्योंकि, ४-७ इस व्यंजक का एक गुणनखंड Š ] 


और जब कि z=a हो, तो ०? + 42+ 0 का मूल्य = ०२ + 4-१ =0; -*- (2). 
| [ क्योंकि, ४-७ इस व्यंजक का एक गुणनखंड है ] 
इसलिए (9) से (1) को घटाने पर 
(a? +46+ 4) - (a? +96+ p) -0; 
अथवा atq-p=0; 
. अथवा ०-५. [तरफ बदल करके ] 
८ का यह प्राप्त मूल्य (1) में रखने पर 
(0-9) +8 (р-а) +р=0; 
अथवा ip? –9ра+ д2 + 3р- За+р=0; 
x. यह शते है p* - 277 + ०२+ 49 - 8050. 


156. 'विभाज्यता सम्बन्धी कुछ आवश्यक नियम (Some import- 
ant Theorems on Divisibility): दसवें अध्याय में ०+" और ८०-5५" d 
विशेष हालतो में ८-- और ८-४ का भाग जाने पर विचार किया गया है । अब इसको 
साधारण रूप से सिद्ध करना चाहते हैं । - 


नियम 1. यदि » कोई सम या विषम घनात्मक पूर्ण राशि हो, तो ८०-5० हर 


हाल्त में ८ — b द्वारा Wied से विभाज्य होगा t 

чї करो कि ८*-7" को. а—Ь द्वारा भाग करने पर भजनफल Q और ава | 
शेषफळ R पाया गया । 

तो चूँकि, भाज्य = (भाजक) x (भजनफल) + (शेषफल) 

- इसलिए ८" - ४०३३७ x (a —b)+ R, एक तादात्म्य Š ! 

अब चू कि R में a अक्षर वर्तमान नहीं है, इसलिए यदि a के लिए कोई भी मूल्य 
प्रयोग किया जाय तो 2 के सूल्य में कोई परिवर्तन न होगा । 
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फज़ करो कि ऊपर दिये हुए तादात्म्य में a= है ; तो 
b^ - 6५७ (/ x(b—b) + R, 
[ जब a=b है, तो Q का मूल्य 0” द्वारा सूचित होता है ] 
अथवा 0-Q'x0-A2-0-2; 
С. R-0 
इसलिए चँ कि शेषफल 0 है, ८" - b", a — द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है । वास्तविक 
भाग द्वारा पाया जायगा कि 
a* — b* «(a — by( ७-1 +Q" + १५-३3 ७2 + ८०००७७ + ५७४2 + BT). 
` उदाहरण | ८१-७१, 6१-७९, a* —b^, ८०-०० आदि में से प्रत्येक व्यंजक 
a — b द्वारा पूणरूप से विभाज्य Š 1 : 
नियस 2, यदि % एक чакат समराशि हो तो a" — b व्यंजक a+ ७ द्वारा 
चूणेरूप से विभाज्य होगा ; किन्तु यदि z विषम राशि हो तो ऐसा न होगा । 
GS करो कि ८-४" को atb द्वारा भाग किया और भजनफल को Q हारा 
और «रहित शेषफल को 7 द्वारा सूचित किया। तो 
a” —b"=Q x (८+) + R, एक तादात्म्य है। 
अब चें कि 72 में वर्तमान नहीं है, इसलिए ८ के लिए कोई भी' मूल्य प्रयोग किया 
जाय, 18 के मूल्य में कोई परिवतंन न होगा। मान लो कि इस तादात्म्य में ८ के वदले 
— प्रयोग किया गया, तो 
(- 8)" - 08" « ( x (- 9 + 9) + R, 
[ जब कि a= — हो तो 0 का मूल्य Q' द्वारा सूचित होता है ] 
=Q x0+R=R; 
अब यदि n समराशि हो, तो (– 0)" – b"=b"-—b"=0; 
और यदि ४ विषम राशि हो, तो (-)" ४" = - ७" -४"= - 9४" ; 
STER 0 जब कि n समरादि है । 
पर चूँकि n विषम राशि है तो 7 अर्थात्‌ शेषफल = - 96० ; इसलिए शून्य नहीं है । 
इसलिए यदि n समराशि हो, तो o^ — ४" व्यंजक a + द्वारा विभाज्य है, किन्तु „ यदि विषम. 
राशि हो, तो ऐसा न होगा । 
‚_ यदि n समराशि हो, तो वास्तविक भाग द्वारा पाया जाता है कि 
a" — b” — (a+ b(a*^ — a?73b +a blab). 
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उदाहरण | ८१-०७ aí-b',a'-b* आदि में से प्रत्येक sm ८ + 
द्वारा पूर्णख्प से विभाज्य है; किन्तु ८6-४९, 6९-४९, ८7-57 आदि में से कोई भी 
a+ b द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य नहीं है । 

नियम з. an एक धनात्मक पूर्ण विषम राशि हो, तो ८०4-5० व्यंजक ath 
वारा पूर्णम से विभाज्य होगा ; किन्तु यदि # समराशि हो, तो ऐसा न होगा। 

wi करो कि a^ + b" को a + द्वारा भाग किया गया और भजनफल को Q द्वारा और 
аёт शेषफल को Б द्वारा सूचित किया गया । तो 

a" D" « (६+ 5) X Q--R, एक तादात्म्य है । 

अब चू कि P में a वर्तमान नहीं Š, इसलिए ऊपर दिये हुए तादात्म्य में ८ के लिए कोई 

भी मूल्य रखने पर 78 के मूल्य में कोई बदलाव न होगा। इसलिए ८ के लिए -४ रखने पर 
(— 0" +e = Q'x(-b4+0)+R=Q'x0+R=R, 

[ ७ के बदळे-० रखने पर Q का मान Q द्वारा सूचित किया जाता है ] 

अब यदि 7 एक धनात्मक पूर्ण विषम संख्या हो, तो 

7 (-b)" +0" = – 69590; 

कन्तु यदि л समराशि दो, तो (- 5)" i" = ४" + bn = 9" (शून्य नहीं है) 

इसलिए यदि x विषम राशि हो, तो В का मूल्य झ्य होगा और य 
R का E E EET hi जे मर A S, 

इसलिए यदि # विषम राशि हो, तो ८१+" व्यंजक ath 

; द्वारा पूणेरूप से विभाज्य 
होगा ; किन्तु п यदि समराशि हो, तो ऐसा न होगा । š 
यदि n विषम राशि हो, तो वास्तबिक भाग द्वारा पाया जायगा कि 
a^ t b^ = (a+ 2)(6" 7 — ६४०१७ апара... ар-ар b"-), 
उदाहरण | ८२५०१, a+b" ८१-८१ आदि में से प्रत्येक व्यंजक a+b 
3 Ы द्वारा 
qie से विभाज्य है; किन्तु a+b’, ०५ ५-४१, ००. आ 
At a दि कोई भी a+b द्वारा 


नियम 4. यदि n विषम अथवा समराशि हो, तो भी ८०--5० किसी हालत d 


aG — द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य न होगा । 


a" +b" को a— द्वारा भाग करो जब तक कि ques में ८ न रहे और भजनफल को 
. 0 द्वारा और «रहित शेषफल को द्वारा सूचित करो । तो a" + 6० « (५ (७- ४) + E 
एक तादात्म्य है। e 
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चूँकि 2 में a वर्तमान नहीं 8, इसलिए यदि a के लिए कोई भी सूल्य प्रयोग किया 
जाय, Р के मूल्य में कोई बदलाव न होगा ; इसलिए यदि ऊपर दिये हुए तादात्म्य में a=b 
समक लो तो "+४" = Qx (b-b)+R=Q < 0+ 72 7 है ; 

अथवा 7725 १४", 

चूँकि # के किसी भो मूल्य के लिए R का मूल्य छत्य नहीं हो सकता, इसलिए а" +४” 
किसी हालत में ८-8 द्वारा विभाज्य नहीं है। 

उदाहरण | ०१+४१, 2-5], a*-b* आदि कोई व्यंजक ८-८ द्वारा 
विभाज्य नहीं है । 


उदाहरण 1. यदि # एक धनात्मक पूर्ण राशि हो, करो कि 3°°—4?° 
व्यंजक 17 द्वारा विभाज्य होगा । : 
अब 84" - 49" = (3*)" - (4?)^ = (81)^ — (64)". 
इसलिए नियम 1 के अनुसार दिया हुआ व्यंजक 81-64 अर्थात्‌ 17 द्वारा विभाज्य 
її! 


उदाहरण 2. यदि # एक घनात्मक पूर्ण समराशि हो, तो 9९०- 6१" व्यंजक के 
अन्त के दो अंक 0 ЕІ 
दिया हुआ व्यंजक = (2*)" - (62)" = (64)" - (36)? 
अब चेँ कि n एक घनात्मक पूर्ण समराशि Š इसलिए नियम 2 के अनुसार दिया हुआ 
व्यंजक 64+ 36 अर्थात्‌ 100 द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है 1 
. नकि दिये हुए व्यंजक का एक .गुणनखंड 100 होया इसलिए उसके अंत के दो अंक 
0 होंगे i 
saraq з. यदि m एक धनात्मक पूर्ण राशि हो ता, सिद्ध करो कि 
(z? + 3az* --352%न- a9)? *1 + (5 — 3az? + Sale - a) 
का एक गुणनखंड 22 होया । 
दिया हुआ व्यंजक = {(2 + ०) 1 7२१ + [(- а) р: 
= (z + 6) 0*1 L (y a) amin 
चूँकि 3(27 +1) एक чакае पूर्णे विषम राशि है इसलिए दिया हुआ व्यंजक 
(४+०)+(४-०) अर्थात्‌ 92 द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है। इसलिए 9л (दिये हुए व्यंजक 
का एक गुणनखंड है। | ` _ [नियम 8] 
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उदाहरण 4. यंदे » एक धनात्मक पूर्ण राशि हो, तो सिद्ध करो कि 
(9-०)१०७7 + (c-a)nt + (a-b)? "t! eis (७- ८)(०- ८)(७- Б) द्वारा yist 
से विभाज्य होगा । 

दिया हुआ व्यंजक a, b, ० अक्षरवाला एक अकरणीगत व पूर्ण व्यंजक है ; qub 
चदले c रखने पर व्यंजक का मूल्य 

= (c — a)2#+1 + (c — ७1४1 T (a Fe с" 1 
^ am (0)21+1 + (с 25 a)? rti + í = l(c- artt, 
sm i-(c-a)^"*!-i-1x(c-a)"*! 


={-1х (с-а) х{-1х (с-а) х. (Qn+1) गुणनखंड तक 
-2(-12x(-10x(-1x--- (Qn + 1) गुणनखंड तक । 


xf(c-a)x(c-a)x(c-a)x------ (9%+-1) गुणनखंड तक } 
+ पन 1 x (c m &)17+1 ~ (७- a)? ; ८ ы 
г. दिया हुआ व्यंजक=0. 
इसलिए 155 नियम के अनुसार दिया हुआ व्यंजक ७-८ द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य 
है । इसी प्रकार ० के बदले а रखने से मालम होगा कि दिया हुआ व्यंजक ०-८ 
द्वारा विभाज्य है; और ८ के बदले b रखने से аен होगा कि दिया हुआ व्यंजक 
&- b द्वारा विभाज्य है l : 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक (b - ८)(०- a)la— b) इस गुणनफल द्वारा भो पूर्णरूप से 
विभाज्य है। IE 
उदाहरण 5. यदि » एक धनात्मक पूर्ण राशि हो, तो (ab) - (४०)" + (००) 
- (da): व्यंजक ab — ४०+ cd да ERI पूर्णरूप से विभाज्य Š 1 [ मद्रास, 1873. ] 
स्पष्ट है कि ab — be + cd - da = b(a — c)  d(o - a) = (c — a)(d — b). 
अब दिये हुए व्यंजक में ० के बदले ८ रखने पर उसका मूल्य 
= (a5)" — (ba)" + (ad)" - (da)" 
= (ab)" — (ab) + (ad)" — (aa)" = 0. 
इसलिए नियम 155 के अनुसार दिया हुआ व्यंजक ०-८० द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है । 
इसी प्रकार d के बदले b रखने पर шын होता है कि दिया हुआ व्यंजक, 6-४ द्वारा 
भो विभाज्य है। इसलिए fears आ व्यंजक ०-८ और ८-४ के गुणनफल अर्थात्‌ 
(c — a)(d — b) अर्थात्‌ ८७ - bo + ८- da द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है | ; 
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उदाहरण 6, यदि л कोई धनात्मक पूर्ण राशि हो, तो &४४7-&"-&+ 1, 
(z — 1)? द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है । 
दिया हुआ व्यंजक = ८४१५ - 2" -2+ 1 ७-1) - (27) 
= (2 1)८ -1) ; इसलिए z — 1 दिये हुए व्यंजक का एक गुणनखंड है । 
‹ aa 9% 156 वें नियम के पहले सिद्धान्त के अनुसार &*- 1 व्यंजक भी ४-1 द्वारा 
विभाज्य है ; इसलिए दिया हुआ व्यंजक (८-1) > (४-1) अर्थात्‌ (४-1)? द्वारा पूर्णरूप से 
विभाज्य है 
उदाहरण 7. निन्नलिखित व्यंजकों का लगातार गुगनफळ निकालो : 
(z + a)? + a?Y(z* + а*)(® + a9) ; 
GH करो कि लगातार गुणनफल A द्वारा सूचित होता है, 
तो A= (a+ ay? + а?)(ш* + а*)(ш® + a9) ; 
दोनों पक्षों को z — а द्वारा गुणा करने पर 
(a — a).A = Ye — a)(z + a) (७१ + a2)(z* + a*)(z* + a?) 
=e? — a?)(z? + a? iat + а) + ae) 
={(«* — a*Y(* а) а +a?) 
= (28 — &0)(%९-- ८0) - 519 — ७१ १, 


de т 16. a 16 


mgl lh + tS gq? Fila ee "r9! * pats, 


उदाहरण 8. यदि ४+6 व्यंजक z2 + pz + q और ८? Iu rg इन दो व्यंजकों 
का He qo eio हो, तो सिद्ध करो कि a = 7-९ 
afas +pz + q और = +patq A Ho qo अ० rta है, इसलिए दोनों" 
व्यंजक z+ 6 द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य होंगे । 
इसलिए विभाज्यता नियम (Divisibility Theorem) के अनुसार 
(-ay-»(-a)*q-0, अर्थात्‌ a*-patg-0; 
और (-८)१+7'(-०)+०'=0, अर्थात्‌, а -ра+д 0; 
(a — »'a-- q') - (a? —pa+q)=0; 
अथवा  alp—p')+q'—g=0; 
: 9-7 i 
तरफ बदलने प ००-०) 54-५4; -. 475—350 
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TAMAT 82 


विना असल भाय देकर शेषफल निकालो जब कि : 

1. (zt +9z3 +3z°+4z+5)+(z-3). 

2. (82? +52" +11)+(७+ 1), . 8. (897 +702 +11%+ 9) + (32- 1), 
4. (42° + 5z* + 92+ 7) + (2 - 8) 

5. (az + bx? + cx + d)-- (ac +b) 

निम्नलिखित उदाहरणा में दिखाओ कि पहला व्यंजक दूसरे व्यंजक द्वारा पूर्णरूप से 


विभाज्य है 
6. 60z?--18z?-- 172+6 ; 922+ 1. 


7. арх°+(9р+ац)ш* + (2+67)2+ 20; am+9 9, 
8. 6z'--18z*y- 18208? + 98297 + 10y* ; 8z + 9y. 
9. a57+557 a+b. 10. 64z'— 7295; 9z43y. 
11. z?"—4?^ ; 2+ [जव कि एक घनात्मक पूर्णाक है ]. 
12. gy 5812 ; ay? (z y) 
18. (86+92)7"+7 +४२१ ; ०+ [ जब fin एक धनात्मक पूर्णाक है ] 
14. anti ag?” 2637 + gine (४-०५)१, 
15. 64+322+925 +s"; &? + 42+ 4, 
к. р किस शते पर ०1 +92* - 72° + 110८+ 5 का एक गुणनखंड +1 
аш P ce कया होगा कि 325 + 9% - 3 ~ бу? — 4०८ + 36? का एक 
1 L n n 
artian ankamen 7 (जव कि एक m 
19. यदि n एक घनातमक पूर्णराशि हो, तो सिद्ध करो कि न्य 
(z* + 7a + 6)" — (2-- 2)?^ 5 'जक 85.1.9 द्वारा विभाज्य है | 
सिद्ध करो कि 8१ +2 117 +7 को ४-1 द्वारा भाग करने पर प्राप्त 
- элө 2-1 द्वारा पूर्ण विभाज्य Ë | EP 
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सिद्ध करो कि निन्नलिखित व्यंजक (a – b)(b - ८)(०- a) द्वारा पूर्ण विभाज्य हैं : 

21. a^b*(a— b) + b?c* (b — с) + oa? (c — a). 

22, a*b*(a— b)-- b?c* (b — c) + c?a*(c — a). 

28. a (b-c)? + )b2 (c - a)? T o*(a — 5)*. 

24. (a-b)? -(b—c)? -(c-a)*. . 

25. a'b'(a- b)9? + b'c*(b — c) ° + c'a* (c — a)*? 

26. “विभाज्यता नियम” (Divisibility Theorem) की सहायता से सिद्ध करो कि 
8+०, cta और ath में से प्रत्येक (а + 8+ ०)(७9 + bc--ca)— abo का एक 
गुणनखंड है । 

27. सिद्ध करो कि ४-9, a-b, ७-० और ८-८ में से प्रत्येक (az + by) 
X (ba + cy)(ox + ay) — (ay + ba)(by + ох)(су + az) का गुणनखंड है t [मद्रास, 1874] 

28. सिद्ध करो कि ८-४, ७-८ओर ८-८ में से प्रत्येक а”(Ь— о) + b"(c а) 

+ c"(a — b) का गुणनखंड Š । 

29. “विभाज्यता नियम” की सहायता से a? (b? — c?) + 5* (c? — ८१) + o (a? — 52) 
का गुणनखंड निकालो 1 

30. सिद्ध करो कि ८४४१ - ८१) + ७6(८2 - ८२) + ०*(८२ — 52) व्यंजक (bto) 

x (०+ a)(a + b)(a — b)(b — ०(०- a) are विभाज्य Š 1 

31. यदि # एक чакае पूर्णराशि हो, तो सिद्ध करो कि (41) -1 का सबसे दाहिनी 
ओर का अंक शून्य होगा 1 

32. यदि एक धनात्मक पूर्णराशि हो, तो सिद्ध करो कि 7?" — 1 राशि 9, 3, 4, 6; 
8, 19, 16, 24 और 48 में से प्रत्येक संख्या द्वारा विभाज्य है । 

33. सिद्ध करो कि 17 + 137-6 + 9? यह व्यंजक 3 द्वारा विभाज्य Š । 

84. fuz करो किं ८१ -०-6 और 2 -112+14 दोनों व्यंजकों का ८ - # 
रूपका एक साधारण गुणनखंड है। 

85. यदि m एक धनात्मक पूर्णराशि हो, तो सिद्ध करो कि (81).(121)% - 1 व्यंजक 
100 द्वारा विभाज्य है । 

86. लगातार गुणनफल निकालोः (1 +)(1 + 2)(1+*)(1+१)(.०+ 15у. 
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87. यदि n एक धनात्मक पूर्णराशि हो, तो सिद्ध करो : 
18" = 19(18*71 +18" 2+------+1)+1. 
88. लगातार युणनफल निकाली : 11 x 101 x 10001. 
39, सिद्ध करो कि 2" - 22+ ~ 1 व्यंजक (८-1) द्वारा पूर्ण विभाज्य Š 1 


40. यदि m एक धनात्मक पूर्णराशि"हो, तो सिद्ध करो कि।७”(6- 1) + (७ — 1) 
व्यंजक ८+} द्वारा विभाज्य नहीं है । 


निम्नलिखित भजनफल निकालो : 
41. (7 +97)-+ (+ y). 49. (४९ -३/१)-+ (७ +-9/). 
48. (७१-४१) २० (००४). 44. (219 —19) - (z* +g). 


45. (z1*—y19)-(z— y). 

40. यदि ал°+5т+9р और ат? +32+р+6 व्यजकों का We Ҹо अर 
2+3 हो, तो p और a का मूल्य निकालो | 

47. यदि ४2? - 22--5 और ४८१ - 22 -% व्यंजकों का म०स० Ho ८-5 हो, 
तो सिद्ध करो कि p= और ४5६ होगा। 

48. यदि qc" + 94-४9 और ах? tater व्यंजकों का Чо Yo Ҹо ८-८ हो, 
तो सिद्ध करो कि a=r-p और o(r-p)*--2r-p-0. 

49. यदि ==3 हो, ' तो ०-97१ +521 - 152° + 192° - 3926 + 2 
-91z*-17z—51 व्यंजक में 2% बदले बिना 8 रखे इसका मूल्य निकालो 1 


50. यदि 2-15 हो, तो 822 - 482+ + 402 - 602१ + 262 - 38 व्यंजक 
का मूल्य निकाली 1 
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(कठिन Wo qo Ho और Wo Wo Ҹо) 
(Harder H. C. F. and L. C. M.) 


157. जिन वहुपद व्यंजकों के गुणनखंड आसानी से निकाले जा सकते हैं उनके 
Яо स० Bo और шо qe अर निकालने की रीति चोदहवे और पन्द्रहवें अध्यायों में वतलाई 
गई है। अच उनसे कठिन प्रश्नों पर विचार किया जायगा। 
1. कठिन Чо Чо Ao 


158. दोयादो से अधिक व्यञ्जका का We qo Ҹо सी यदि एक वहुपद व्यंजक 
(compound expression) हो, तो Ao qo अ० साधारण ST से केवल घ्यानपूर्वक* देखने से 
नहीं निकाला जा सकता । ऐसी हालत में निम्नलिखित रीति काम में लायी जाती है 1 


159. जिनमें एकपद्‌ (monomial शुणनखंड न हो, ऐसे दो बहुपद 
Sisal © Но Ҹо अ० निकाळने का साधारण नियम : 

नियम : जिन व्यञ्जकों का но Чо Ҹо निकालना हो उन्हें उनमें दिये हुए किसी साधारण 
अक्षर (common letter) के घातों के अवरोह क्रम से सजाकर उनमें से उस व्यंजक को 
जिसका घात अधिक है (expression of tho higher degree) दूसरे व्यजक द्वारा और 
यदि दोनों के घात (degree) 99 हों, तो किसी एक व्यंजक को दूसरे व्यंजक द्वारा, भाग करो ; 
यदि कोई शयफल मिळे तो AES को नया भाजक और पूर्व भाजक को नया भाज्य मान कर 
फिर भाग करो ; और जब ав pier से भाग न हो, इसी रीति से भाग करते जाओ । 
अंन्त का भाजक दिये हुए दो व्यंजकों का. We de Ho होगा। यदि प्रयोजन हो, तो इस 
क्रिया के किसी स्थान पर भाज्य व उसके भाजक में से किसी को किसी ऐसे व्यंजक द्वारा जो 
कि दुसरे का शुणनखंड नहीं है, गुणा अथवा भाग कर सकते हैं । 


ऊपर दिया हुआ नियम निम्नलिखित ढंग से किया जा सकता है : 
B—20 
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फर्ज़ करो कि 4 व B ऊपर दिये हुए रूप के दो व्यञ्जक हैं और 4 उनमें से अधिक 
घात का व्यंजक है । 
4 को नियम में वतलाई हुई रीति से 5 द्वारा भाग करो; और मानलो कि Q 
भजनफल व 0 शेषफल है। तो अवस्य 
0-4- BQ 5०० त (1) 
अथवा 4=50+0 °“ жо (2) 
(1) से मालम होता है कि 4 व 9 का प्रत्येक सावे गुणनखंड 0 का भो शुणनखंड 
होगा [ क्योंकि, यदि д-ра और B = pb हो, तो O=p(a — 0) होगा], इसलिए यदि 
4 व B का qo qo Ҹо H द्वारा सूचित हा तो H, 0 का भी शुणनखंड है; और इसलिए 
BAC का सावे गुणनखंड होगा | 
तो स्पष्ट विदित है कि B व 0 का Ho qo अन्यातो He, अथवा ए से अधिक 
घात का कोई व्यञ्जक है e - (क) 


अब (9) से जाना जाता है कि B व 0 का प्रत्येक सावे गुणनखंड A का भी शुणनखंड 
है, और इसलिए वह व 4 का सार्व गुणनखंड होगा। इसलिए p व 0 का म० We So 
ва 4 का सावे शुणनखंड होगा । इसलिए बह (अर्थात्‌ वह qo qo Ҹо) H से अधिक 
घात का व्यञ्जक नहीं हो सकता । 

(क) से विदित होता है कि B व 0 का म० स० Ho भी ए होगा। 

इसलिए B 4 0 का Ho We अ० ही यह Ho Uo Boe | 


इसी प्रकार B को 0 द्वारा भाग करने पर, यदि D शेषफल हो तो सिद्ध किया जा 
सकता है किं CA D का म० So अ० B च 0 के म» स० अ० के समान है और इसलिए 
पूछा हुआ म Wo So होगा | 

उपसिद्धान्त 1. चूँकि करिसी भाज्य और उसके भाजक का Че qo अ० ही 
Wo Че 9 है, इसलिए आसानी के लिए यदि प्रयोजन हो तो उनमें से किसी को, ऐसे 
एकपद व्यञ्जक द्वारा जो कि दूसरे का गुणनखंड न हो, गुणा या भाग कर सकते हैं। 


उपसिद्धान्त 2, 4 को 5 द्वारा भाग करने के समय यदि भाग सम्पूणं होने के पूर्व 
हो भाग क्रिया बंद की जाय, और Q यदि आंशिक भजनफल (partial quotient) हो, 
और 0' यदि उसके शेषफल को सूचित करता हो, तो 5 व 0' का Ae qo Bo भी B और 
0 के We We So को भाँति पूछा हुआ Ae We So होगा। इसलिए उपसिद्धान्त (1) से माळूम 
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होता है कि ८” को 7 द्वारा (अथवा यदि O”, 7 से कम घात. का होतो B को 0? द्वारा) 
भाग करने के समय, यंदि प्रयोजन हो, तो उनमें से किसी को. एक ऐसे व्यंजक द्वारा गुणा या 
भाग कर सकते है, जो दूसरे का गुणनखंड न हो । ` 

निन्नलिखित उदाहरणों द्वारा रीति स्पष्ट हो जायगी। | 

उदाहरण 1. ३४१ - 1८ - 18८-8 और 223 - 32? - 17८-19 का 
Ho Чо о निकाली | 

Чо We Ҹо अवश्य 823 — 7४१ - 182-8 और 3(9z3 - 3? — 17८ - 12) के 
We Чо आ० के समान है (उपसि० 1) । इसलिए दूसरे व्यंजक. को 3 द्वारा गुणा करके उस 
ятата में पहले व्यंजक से भाग देंगे । 

922? — 352 - 17:2/- 19 


8° — 72? - 182 3E: — 952° – 514 E 
62° — 142° — 367 — 16 


इसलिए He Yo अ० अवश्य 32१ - 72 - 182-8 और ४४ - 152 20 
अर्थात्‌ 5०१ - 32 — 4) के म० Ҹә अः के समान है इसलिए बह 357 - 72? — 182 - 8 
और 2° — 3०-4 के e Yo अ० के समान है [उपसिं० 1]। 

लिए निम्नलिखित रीति काम में लानी होगी C 


5) 522 — 15z — 90 | 
2° - Sz Je —12*-182-8/32+9 . 
32° — 97? —19z | 


922 — 62-8 °° 
223 – 6z—8 


इसलिए Ho qo Ho =g? - 82-4 
р उदाहरण 2. 922१ 780° - 167 और 92% — 782? — 44% का Чо Чо Ro 
निकाली 1 
पहला व्यंजक = १7(112* - 392° - 8) ; 
दूसरा व्यंजक = 22(2* - 392 — 99). 
इसलिए नियम 100 की टीका 7 के अनुसार यह Wo qo Ao: 
= (१०१ और 9 का qo Ҹо Se) x (112 - 392 - 8 
- और mt - 392-99 का He Чо अः) 
= 2८ x X, यदि X दोषोक्त व्यंजकों का Чо Wo Ҹо सूचित करता हो। 
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अच х को чя नियम के अनुसार निकाला जायगा : 


z'-—89z 2) 117* -. 392° - 8 [11 
1194 - 4299 _ 949 


- 9) - 38927 + 499०+ 284 
18) 132° - 143% - 78 


z*— Ils- 6 
æ“ -117-6)2*- 392 —99 2° – 82 ale —lle-6 st? 
o*—112? —6z 87 — 3r? — 2७ 
11)11z? — 38a — 99 3z? — 9z — 8 
स $z- 9 807 — 9०-6 


इसलिए X-5'-32z-92. 

और पूछा हुआ Чо qo Ho =9z(z? - 3८ — 9). 

उदाहरण 3. 192१ + 5423०१ + 622०१ - T9xa5 और 82० + 60z5a2 

160260 + 180z°a* +22०5 का Чо Ҹо Ҹо निकालो І 

पहला व्यंजक = bra? (22? + 92१८+ ८०? — 19a?) ; 

दूसरा व्यंजक = 4? a(9* + 1522 + 4072? + 4520 + 1864) 

इसलिए इन दो बहुपद गुणनखंडों का qo Ҹо Ao X RI सूचित हो, तो अवद्य दिये 
व्यंजकों का Чо Чо Ҹо = (62८? और 42१८ का Ao 99-9) x X= 9८ x X होया । 

अब X निकाला जायगा : 


22° + 9л°а +ga? — 190? |92* + 15230 + 402202 + 4523 + 186 
9z*- ria ७१८2-19 


3a)6z3a + 39z2a2 + 57za5 + 186“ 
22° +182 +1920? + 62 
इसलिए 92१ + 92१८ + 2८? — 195? और 92१ + 1822+ 19ra? + 6८१ का 
Ho स० Sto X, होगा ; चूँकि ये दोनों बरावर घात (of the same degree) के व्यंजक हैं, 
इसलिए उनमें से किसी का दूसरे व्यंजक द्वारा भाग किया जा सकता है 


2z° --9z* a t za? — 1969 92% + 13220 + 19267 + 66/1 . 
20° + 9z*a-- gwa esl 
9a)4z2a +1820? +180 
20° + 9७ + 9a? 
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Jone + 9z?a + 9702 
= 4a") - &xa? — 19a? 
Qa+ Ba Е 
95+ sajaa T 9za + श +8 
190° + 82a '` 
` 626 + 9a? 
62a + 967 


90 + Sea + 920903 + 9224 + - za? — 193 Ë 


इसलिए X=9x+ a. 
और पूछा हुआ Чо Чо अ० = 9za(9z + 3a) 


उदाहरण 4. det +112 + 972? + 17%+8 और 62१ -- 14%? + 362 
+ 142+ 10 का We Wo Ao निकालो 1 


दूसरा व्यंजक = 2(3* + 2१ + 1823 + 12+ 5). Р 
चूँकि 9 पहले व्यंजक का गुणनखंड नहीं है, इसलिए पहला व्यंजक और gett 
Ta? + 182? + 2+ Б का Чо Чо Ao ही यह Яо Wo о होगा I f 
s: + llz? +97z° +17z-+5 


32“ + 72% + 1822 + 7z + Spas; + 832? + 81a? + 512+ AC 
19z*-F98z? + 79z2 + 982 + 90 
6r? + 95° -- 92327 - 5 


92 +755 + 182° + T5 5 
5 


15a* + 3523 + 9052 + 952 +95 (80 
152* + 972° + 692? — 152 


8x? + 9162 + 50z + 95 
-5 


Sm +923 F232 — $ 


402° + 1052? + 950z + 125/8 
4022 + 7907 +184%- 40 
33)89z? + 662 +165 
z*- M+ 5 
a? + 99 + 58502 + 902 +982 - 5052-71 
Dc? + 102° + 952 
=g- 92-5 
. ` —g*- 92-5 
इसलिए qo Чо अ० =g? + 92 + 5. 
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३१० 
उदाहरण 5. 42९-162*+108 AR 620-1429-402*--36 = 
Wo Fo अ० निकालो 1 
पहला व्यंजक = 4(z* - 423 + 27). 


दूसरा व्यंजक = 9(3z5 — 7१ — 90z +18). 
इसलिए यदि दिये हुए व्यंजकों के दो वहुपद गुणनखंडों के Ho qo आ० को X 


द्वारा सूचित किया जाय तो यह Ae do अ०- 9 X. 
em X निकालना होगा 
wi — 4४% + 27) 820 — To? - 905 + ЕЕ +19 
325 — 195% +812 
12. - Te’. — 905° - 81% 4- 18 
1924 – 48z +394 


412° — 905° – 81% — 306 
2-4५७ +97 | : ie 
41 


412° — 902° — 819 EOS £s —164z? +1107 Ë 
dis“ —. 90z? — 812° — 3062 

—9)— 1442? + 81z? + 3062 +1107 

^ 16z!— 9z2— 845—193 


162° — 9z2 — 842 — 193 
41 


66622 — 369%? — 13945 rr 

6562° — 320%? — 19962 — 4896 

—49)— 495?—  98c— 147 
+ d+ 8 


2? + Do +- 5228 - 9022 - Big 806/41z — 109 
412 + 892° +1930 


—102z* — 2042 — 806 
—102z* — 2042 — 306 


इसलिए पूछा हुआ Ae qo Bo= 2(5? + 97 + 3 
TARI 83 
We Чо Bo निकाले ; 


1. 22१ +52-3 और 2१ + 372 — 392 + 16 का । 
9. 32+ 162-19 और 3८? + 4८ — 98 +16 का। 
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92? -862- 20a? और 9७% + 86% - 45a*z — 1003 F 
32“ + 7७९ — 14z? — 94८ और 6z* - 10१ — 24z? का! 
667 — 11a? - 3८+ 2 और 84° + 90a? + 93a — 10 का 1 
ба? — 25420 + 8260 — 191° और 4a? + 196१9 - Tab? — 3083 का । 
9° + 502 + 52+ 2 और 92% + 52? + 52+ 8 का। 
42१ - To? y + Tay? — 89% और. 3८? - 229+ Toy? — 49९ का । 
694 + 2१ + 5८? + 9ш और 405 - 1824 - 823 — 107? T I 
824 + 102° + 12? + 42+ 1 और 9४१ + 3८2 — 72 — 8 का। 
423 + 13%? - 82-3 और 804 + 182° + 92 + 92+ 3 का 1 
190? + 11622 + бах" += और Wa? +17022 + 96%? + ७४ का! 
95८२ + 310१ + 1342? + १८? और 65a? + 54002 + 2242? + 32? का! 
7023 — 92? + 11२८+ Ga? और 91 — 9542? + 20८ + 4०3 का 1 
7523 — 852? + 942 + 4 और 852 — 3027 + १52+ 6 का । 
3523 - 342? + 3८ + 3 और 492 - 492? + 52+ 3 का । 
4c? + 9०७० + 14a? z* + 1009239 + 94a* 2^ और 
62° + 92100 --300?00* + 2400) का । 
4a* + 39a? + 726१ + 44८+ 8 और 
6a* + 5462 + 138a° + 786 + 12 का। 
95* - 197° + 912-6 और 62“ + 91 + 32-6 Tl 
192* — 302 + 1262+ 90 और 1524 - 252१ + 1452—15 का । 
182° + 11723 + 16222 + 792+ 9 और 
19z* + 68% + 792? + 108+ 20 का 1 
25 — ४८? +62+12 और ८* - 8८ - 942 = 39 का। 
mé + 520 + 32? — 142 — 40 और ८5 — 42१ + 452+ 75 का । 
425 — 8202 + 282260 — 94zat + 246 और 
62* + 94ж°@— 192205 — 94za + 96a का। 


_ 9७6 -182% — 182^y* - 88zy* — 12y* और 


gs 625 + 4७११-5८-4० + 89° का। 
925-112 —9 और 4z5 + 112 +81 का। 
39a* + 104a? — 90a? - 1220 + 30 और 
6067 + 10a* — 45a? + 45a? — 50८ का 1 
a5 + 966 — 65? — 1८ +3 और 82९ - 3८“ — 1823 + ८? + 9८+ 3 का। 
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160. कुछ हालतों में निम्नलिखित faar को काम में छाने से 
बहुत आसानी से Ho Go Ao निकाला जा सकता Š 1 


सिद्धान्त । यदि 4 और. दो बिना एक पद गुणतखंडवाळे व्यंजक हों और 
यदि m, n, p, q ऐसी चार अंक-संख्यायें. हों कि mg- прыча शून्य न हो तो 4 
ब 5 का Ae स० Ҹо और mA+nB भौर pA+gB का de Wo अ० दोनों एक ही 
होंगे। (अंत में जो दोनों व्यंजक बतळाये गये E उनके साधारण अंक-गुणनखंडो को छोड़ 
देना होगा। ) यह नीचे लिखे ढंग से सिद्ध किया जा सकता है । 


मान लो कि 4व का qo qo Ho छ द्वारा और (साधारण अंक्र-युणनखंड 
छोड़कर) mA +5 और pA + 08 का Ao Ҹо अ० A’ दवारा सूचित किया गया है। 


अव चूंकि AGB का प्रत्येक सावे शुणनखंड 4 +75 का गुणनखंड है और 
24575 का भी युणनखंड है, इसलिए E अवश्य #4 +15 व 24 +05 का साई 
गुणनखंड होगा । 
: इसलिए H या तो H के बराबर है, नहीं तो प्र से अधिक घात का कोई 
व्यंजक होगा। zn ө (क) 
अब, चूँ कि ०(॥4 +nB)—n(pA + qB) = (mq - ४७) 4, 
और m(pA +qB)— »(mA + 4B) = (mq — np) B, 
यह स्ट है कि 74+ व 4+ 5 का प्रत्येक सार्वं शुणनखंड (mq —np)4 
और (mg - 72) B का TMS होगा। अब चूँकि दी हुईं शर्ते के अनुसार та — np 
एक अंक-संख्या है इसलिए #4 +-#5 व pA+qB के अंक-गुणनखंड छोड़कर और सब 
_ साव गुणनखंड А और B के गुणनखंड होंगे। इसलिए we [IU 4 व का साई 
गुणनखंड होगा | 
इसलिए н’ प से अधिक घात का व्यंजक नहीं हो सकता । 
इसलिए (क) से ए” = म ; 
अर्थात्‌ सिद्धान्त प्रमाणित हो गया | 
. उपसिद्धान्त 1. 4 व B का म० qo अ> और 4 + 5 A- B का म० Чо अर 
दोनों एक हैं | [यह पर # = 1, = 1, = 1, और а= - 1 सममा होगा i] 
Ë उपसिद्धान्त 2. AIB काम do अर. और A+B D का qo स? so 
दोनों एक हैं। [यहाँ पर m=1, n= + 1, p=0 और ००1 aT होगा। ] 
इसी SK 4 B का म qo अ० और A+B और 4 का म० qo अ० भी एक है। 


३१२ 
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उदाहरण 1, sí-2)-52 -3&-- 9 
और zt - 32१ +८ 632-9 का Ae Ҹо Ho ӘТ 1 
फज्ञ करो कि A=a' +g? — 52: — 3z + 9, 
और =४*- 323 +074 32-92. 
तो A+ B=9rt - 923 - 42° - 95? (s? — a — 9), 
> 9 
ओर A — DB = 4m3 — 620 — 62 + 4 = 9(9zš — 322 — 92 + 9) 
इसलिए उपसिद्धान्त 1 से माळूम होता Š कि पूछा हुआ Ae We Bo &१(८*- z 9) 
और 22° — 322 - 3४: + के Wo Wo अर के बराबर है इसलिए वह ८? -&- 92 और 
92? — 32 - 32+ 9 के We qo अ० के वरावर होगा | 


Ta करो कि 4/-20-&-2, 
और В'= 95° - 32? — 3 + 9. 
तो A’ +B! =9x° -27° — 4s = ols? — z — 9) 
इसलिए पूछा हुआ Чо We Sto = A’ और (4/+ B") का qo qo Ao [उपसि० 2] 
७४-७2 
उदाहरण 2. 42* +112? + 272? + 17८+ 5 और 
32* + Tz? + 182 + ८ +5 का Ae Wo आ० निकालो। 
फे करो कि A= 42* + 112° + 9722 + 110+ 5, 
और В-30* +703 +182 + 7४+ 8. 
तो 4- В= 5+ + 40° +92? + 102 = z(z? + 4z2 + 9z + 10), 
और 34 -4B=52 + 92° + 932 - 5 
इसलिए £ + 420 + 92+ 10 और 523 +92 + 282-5 का We We Ao 


हुआ Wo Wo Ao होगा | 
फज़े करो कि A' — д5 +4%* + 98+ 10, 
और B’=52 + 92१ + 9858-85... 


तो 4'+28'= 112 + 992९ + 55z = Шаа" +9z + 5), 
और  54'-B'= 112? + 992 + 05 = 11(७१ + 92 +5). 
इसलिए यह We Ҹо अ० a(n? + 22+ 5). और w? +9z+5 के He Wo अर 
के बरावर Ë ; इसलिए यह qo We अ० = 20 + 22+ 5. 
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३१४ 
उदाहरण 3. 95 - 112-9 और 425 +1124+81 का We We go 
निकाले । [ कल० एन्द्रॅस, 1865. 1 
ч करो कि 4 7 425 +11e* +81, 
और B=9x5 —11z2 —9. 


तो 4 —9B —11z* +99zx2 +99 = 11(ш* + 92 + 9), 
और 4--9B-—995*-- 112* — 992? = 112 (9z* +1" 9). 
इसलिए पूछा हुआ qo We अ० 2“ + 27° + 9 और n] (95? +०१ — 9) के We qe 
अ० के बरावर है ; इसलिए वह ८* + 92 + 9 और 27 +2? -9 के до qo sp फे 
बराबर है । 
फज़े करो कि. 4'-z*4-95249, 
और B'-95? +0? — 9; 
तो 4/+ B' =o + 222 + 322 =z2(z2 +92 +3). 
इसलिए 92? +2° – 9( B" 
और 2° +9z+3(= x सममो jaa ह अदा अद मट Че कट होगा 
अव चूँकि 5'+30'= 92१ + 42+ 6z 
= 9z(z* + 92 + 8) ; 
इसलिए यह We Чо अ० ८” और В'+80/ के म० qo अ० के वरावर है । 
=g +9 +3. 


FAAS 84 
We Yo о निकालो : 


1. z5—32*—4z--19 और 2? - 722 + 162 — 19 का। 
2. 22° -172+12 और 4८“ — 92१ — 342? + 412 — 19 का । 
3. 42 +137 +192 +4 और 92१ + 5८2 + 5m — 4 का । 
4. 32 5s +7 और 6८“ - 7 - 52१ + 142+ 7 का । 
5. 6४€- 112? + 167 - 225--8 और 62* - 112? — 872 + 992 - 8 का । 
6. 9०“ +192१ + 202१ - 312+ 8 और 

9z* + 72? — 6452 + 69% — ) 
7. 826 - 75° - 97८१ — 6249 और 35*— 132° — 40%? — s 
8. 52 - 182१ - 12१ +192+8 और 5z* - 98८१ - 952 +167 + 4 का। 
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9. 9०% - 523 - 17४० - 9७ +:9 और 
625+ 2326 + 342° + 912? - 22- 2 का । 
10. 62+ 926 - 1323 - ६४१ + 92-8 और 
` 9ж5-+-19х*— 182° — 52° + 19g — 4 का । 
11. m-s +8 और 25 - ४१ + 4 का । 
12. 325 +139? - 44 और 8925 + 1392* — 16 का। 


161. पेसे तीन या तीन से अधिक व्यंजको' का Яо Ao Ae 
बिकालना जिनके quads आखानो से नहीं निकाले जा सकते। 

फर्ज़ करो कि 4, B, 0 द्वारा सूचित व्यज्जकों का Чо Wo अ० निकालना है 1 

फजल करो कि AT BMA qo अ० GAIA GA CT Aode Ho H 
द्वारा सूचित किया गया है । 

चूँकि 6, 4 व B के सब अभाज्य साव शुणनखंडों का शुणनफल है, इसलिए 
G का प्रत्येक युनणखंड ही 4 व 3 का सार्वे गुणनखंड होगा। इसलिए ८ व 0 के सब सावं 
गुणनखंड ही 4, 3 व 0 के सार्व गुणनखंड होंगे । 

इसलिए A, 5 व 0 का सार्व गुणनखंड H होगा। इसलिए पूछा हुआ We We अ० 
यातो प हेया प से अधिक घात का कोई अन्य व्यंजक होया। e e (क) 

«да 3 का प्रत्येक साव गुणनखंड 6 का गुणनखंड है, इसलिए 4, Ba C 
का प्रत्येक सावे गुणनखंड ही 6 व 0 का सावे गुणनखंड होगा । 

इसलिए यह He Чо अ० अवश्य GAC का सावे गुणनखंड होगा ; इसलिए वह A से 
अधिक घात का कोई व्यंजक नहीं हो सकता। 

इसलिए (क) से qq Wo de ate = E. 

इसी प्रकार सिद्ध किया जा सकता है कि यदि D एक चोथा sews हो, तो A व 
D का qo qo अ० ही 4, В, 0, व D का Ae Чо Ҹо होगा | 

इसलिए तीन या तीन से अधिक eset का We Ҹә अ० निकालने का निम्नलिखित 
नियम पाया जाता है। 

यदि A, B, 0, р--- व्यन्जकों का We qo Ҹо निकालना हो तो पहले: 
4 व В का म० Чо So निक्रालो, उसके वाद प्राप्त म? Ҹо अण्व 0 का We Wo अर 
निक्रालो ; उसके बाद इस We Wo अ० व D का We Ҹә ao निकालो; आदि। अंत का 
qo स० अ० a पूछा हुआ Ho We Spo दोगा l 
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उदाहरण | 22* - 72° - 172 + 582-94, 8х°*+14ш° — 112? - 02 
+94 और 5л* + 92 — 472? — 812518 का Ho Чо ao निकालो | 
पहले दो व्यंजकों का Ho Чо Ao निकाला जायगा । 
wa करो कि 4 = 22 - ८ - 17? + 582 — 94, 
और B=82' + 1429 — 112° — T0z 4-94. 
तो ३8०526. 7४१ - 982° - 19% = 00523 + 72? — 98% — 19), 
और —34--9B- 492-997? — 3142 4-190. 
इसलिए 4 और B का Ae qo Ҹо бш? + 7? ~ 287 - 18 और 49१ + 29. 
— 3142+190 के He qo Ao के बरावर है। 
अब समक लो कि 4'= 5८१ + 72 - 282 - 19, 
और В'= 492? + 292° — 3142+ 190. 
तो 104'+ 5'= 992 + 9920 – 5942 = 992(z? + z — 6). 


इसलिए A व का He Ho अर 
oz? + 7° — 28a — 19( = A’) > >. 3. 
о о o l 
और ८१ + ४-6 (= 0' सममो) j чечер सः बराबर 


अव 4'- 20' = 52° + 52* — 302 = 5z(z? +z — 6) ; 
इसलिए A और B का Ao Чо अ० = ८” और 4'-20' का Ho Fo अर 
=2°+2-6. 
इसलिए यह qo Ao अ० ८+ 6 और 8०९ + 9१ - 47८१ - 812 + 18 के 
He स॒० अः के वरावर है, जो निम्नलिखित रूप से निकाला जा सकता Š : 
2 +g — б\5ш* + 98% - 470? — 81z+ Bs + 42, 
бх“ + 5g? — 30z2 
4z? — 172° — 81z +18 
4९ + 4८2 - 94% 
-8)- 212" -57v +18 _ 
LT Tu 
7c! 70—494 ` 
; ~ 19) 192 + 86 
at 3 
ыз z—6[z—9 
23 + 3 š 
-9s-6- ` 
-9z—6 


इसलिए यह Yo Чо ome +3; 
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TAM S5 
Wo Fo Bo निकालो : 
1. 923 + 7७१ —5z—4, ४९ +80* + 112-20 और 
92° + 19% + 492 + 90 का । 
j 2. 9% + 3% + 82? + 152 — 10, 94 - 52% +192* - 95z+10 और 
92% — 52° + 102? — 902+ 8 का t 
8. 224 + 7४९१ — 1922 — 1dr + 30, 22% + 52° — 162? — 102+ 24 और 
9x2“ + 502 — 102? +52- 19 का 1 
4. 92% - 4% - 69%? — 95 - 95, 92* — 62% — 852? — 32 — 98 और 
9z* + 182° + 412? + 92+ 90 का! 
5. 343 + 28२७ + 52692 — 4853, 8a? + 4a*b — 98ab + 16१ और 
3a? + 10a*b – 440° + 94b? का! 
6. Ga?-5a?b— 34ab* + 15b°, 60° — 87७१४ +57ab? — 901° और 
Заз — Sa*b — 31ab? + 6055 का t 
7. 9z*--11z?-—892? - 44-80, 32° – 2° — 522° + 1942 — 80 
3“ + 95? — 902? — 82+ 89 और 32° + 22? - 830° — B0z + 200 FI | 
8. 625 +140“ – 530° - 8700? + 6625-24, 62° — 98z* + 172? + 540° 
— 89« — 18, 625 + 8z* — 792 — 862? + 1052+ 36 और 
925 —95* — 312° + 512° + 492-72 का t 


IL कठिन ёо Ҹо Ҹо 


162. ऐसे दो व्यंजको' का छ० Ҹо sto निकालना जिनके शुणनसंड 
ध्यान से देखने से न निकल सके : 
समम लो कि 4 व В ऊपर वतलाये हुए रूप के दो व्यंजक Š, और H उनका 
"^ поч ҹә सूचित करता है। AIBA H से भाग करो और "eb करो कि दोनों 
भजनफल क्रमशः a व b द्वारा सूचित होते #1 तो 
A gp 
और B-bH 
अब चूँकि a व b का कोई सानं गुणनखंड नहीं है, इसलिए 4 व B के प्रत्येक समापवत्य 
में ८% Hx शामिल है। 


इसलिए यह So qo Yo = a Hb, 
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किन्तु ०८४ = 2х В 


अथवा =4% š 


इसलिए पूछा हुआ Фо We з= xB, अथवा = 4 x न 


इसलिए यदि दो व्यंजकों का We Ҹо निकालना हो तो एक को उनके Ao To अर 
द्वारा भाग करके प्राप्त मजनफल को दूसरे व्यंजक द्वारा गुणा करो। 

उपसिद्धान्त। यदि 4 व B का we qo so 7 द्वारा सूचित हो तो अवश्य 
LX E= 4 x B ; अर्थात्‌ दो व्यंजकों के छ० Ҹо Ho और We Yo अ० का शुणनफल उन 
व्यंजकाँ के गुणनफल के समान Š । 


टीका। ' दो व्यंजकों में यदि कोई aa गुणनखंड न हो, तो उनका गुणनफल ही 
व्यंजकों का Bo Чо Bo होगा | 


उदाहरण | 67 + 9520 + 162+ 7 4 62° - 112? —82—5 का Go Wo Ao 


निकालो 1 


62° = 11% — 82 gE- +2527 + 162+ dr 
6% ~ 1127 — 82— 5 
12) 362° + 94% + 19 
За? + 9ж+ 1 


32° +92+ 116४7 - 1122 -- 8%-5/9%- 5 
620 + 4z2+ 9 
– 1552 ~ 102-5 
— 152° – 102—5 


इसलिए दिये हुए व्यंजकों का म? Wo अ० = 30202-1. 


इसलिए यह To go अ० 


8. 2. ДУМ: 
x पप्या б +9523 +16ж-+ 7) 


= (2x - 5)(62° + 952? + 162+ 7) 
=19ш* + 202° — 9957 - 660-35. | 
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ЯЯЯ 86 
Ge Yo Bo निकालो : 
35? + 2८? - 112+ 4 और 3 + 142° + 132-8 का । 
62° + 172 + 9०-4 और 6४ - 72? - 972+ 8 का । 
192 - 42? — 952+ 19 और 197? - 9822 + 2+ 12 का! 
92° — 192° - 152+ 90 और 152° + 192? - 95 - 20 का । 
42° — 102° - 182 + 45 और 623 + 82? — 975 — 36 का 1 
42 + 423 + 72? + 112+ 4 और 6०4 + 72१ + 42? + 5८+ 9 का I 
82* — 62१ - 3८? +9z— 6 और 162* - 192° + 202? —9z + 6 का 1 
4c* + 82° + 9122 + 182+ 27 
और 3^ + 62° + 172? + 162+ 94 का। 
9. . दो संख्याओ c व y का म० qo Ҹә h और So qo Bol है, और यदि 
91-15 ४+ हो तो सिद्ध करो कि ॥ + 18 = ८१ + 93, [ पंजाब एन्द्रॅस, 1891. ] 
163. तीन या तीन से अधिक Qui व्यंजको का Ge Ao Ҹо 
татат जिनके शुणनखंड ध्यान से देखने से न निकल सके : 
GH करो कि 4, B, 0 द्वारा सूचित तीन व्यञ्जका का Go Ҹо अ० निकालना है । 
समम लो कि A और B का So Чо अ० 7 है और 7, तथा С का Ge Ҹо अ० ЛГ | 
तो स्पष्ट है कि 7; व 0 का प्रत्येक समापवत्यं (common multiple), А, B व C का 
साधारण чаас हांगा coo ono (1) 
अब स्पष्ट है A, B व 0 का प्रत्येक समापदर्त्ये 0 का भी अपवत्ये हे --- (9) 
इसलिए (1) से 4, B व 0 का чача м होगा। इसलिए 4, B व 6 का 
Se Чо अन्या तो Me, या M से कम घात का कोई व्यंजक होगा । 
किन्तु 4, Ва 0 का we Wo Ho MT कम घात का कोई व्यंजक नहीं हो सकता ; 
क्योंकि (9) से атан होता है कि 4, 5 व 0 का ल० Yo se अवश्य L तथा 0 का 
समापवत्य होगा i 
इसलिए पूछा हुआ Go qo Ҹо = M. 
इसलिए यदि 4, B, 0, D आदि द्वारा सूचित व्यंजकां का Se Wo ato निकालना 
हो तो पहले 4 व B का We de अ० ; उसके बाद इस प्रास Ge स०अन्तथा 0 का 
Go qo अर, उसके बाद यह अंतवाळा. ७० Wo Ҹә और D का Go Ҹо अ० आदि कमसे 
жо qo आ० निकालना चाहिए। इस. रूप से प्राप्त अंत का So Ao अ० ही पूछा हुआ 
Go Yo Ao होगा | 


59 p 


Quom» 
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उदाहरण | Se Ҹо Ҹо Ва: 6&-17%+8, 425-42-8 और 
627 257 —9 का । 


62 ааз; +95r—: 9[1 82 1\65 — 115+ { 
6z2—1ll1z+ 8 6a°— Yo १ 
19) 36a — 12 — 92+ 8 
927— 1 — 92+ 3 
इसलिए 62*-112--3 और 6224-952-9 का We We ёо =8ш—1. 
इसलिए इन दो व्यंजर्का का о Чо Se 
_620- 11g 8. з e 
$2—1 (62° + 98: — 9) 


= (92 — 3)(62? + 252 — 9) 
= 192° + 99%? — 982 + 37 
अव. 192? +320? - 980+ 97 और 42? — 42 — 3 का So Ҹә So निकाल्ना;होगा। 
dg“ — ås jr 95? + 3907 — 982 + 2718: + 11 
192 - 12g? - Sz 
air - 84% + 97 
4402 — 442 — 38 
—90) - 40z + 80 
š Se 
95 8j — 4g sÍ 9z+1 
46-0८ 
22-38 
०८-38 
इसलिए दिये हुए व्यंजकों का Ho Чо अ०-22-8 
इसलिए उनका छ० de sto = 2 == = S195 + 89१ — 98० + 97) 


= (9% + 1(122? + 392° — 982 + 27) 
= 942 + 162° — 1542? — 992 + 27, 


AANV 87 
We Wo о निकालो 
..1. 32-1028, ६८? -902+9 और б2 +०-9 का। 
2. —985—8, 627—Ta—-8 और 9ш*—11ш+19 का। 


8. 62 —195+10, 19%? -112+92 और 87? --102—3 1! 
4. 92९ +4z3 uz + 62-83, 49 +80 - 72 — 6m t8 
और 8८“ + 4०१ — 92१ — ३2-8 का 
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qa अध्याय 


कठिन fra (Harder Fractions) 


164. Weed अध्याय में दतलाए gu भिन्न से अधिक कठिन भिन्नां के विषय में अब 
विचार किया जायया । 


L भिन्न को agaa чї में रखना 


(Reduction of Fractions to lowest terms) 


165. जिस भिन्न के दर व अंश में कोई सावे शुगनखंड न हो उसे लघुत्तम पदों का 
fra कहते हैं। यदि अंश व हर के गुणनखंड ध्यानपूर्वक विचार द्वारा निकाले जा सकें, 
तो ऐसी हालत में अंश व हर से सार्व गुणनखंडों को हटाकर मित्र को लघुत्तम पदाँ में 
еп गया है, कहते Eg और इस रीति से अंश व हर के शुणनखंड निकाले न जा aë 
तो उनमें से प्रत्येक को उनके qo Ҹо अ० द्वारा भाग करके उनको ल्घुत्तम पदां.:में रखना 
पढ़ता है । 

उदाहरण 1. लघुत्तम पदों में खखो 
a? + bŠ + c? — Babe 
a (b+c) + b? (c + a) - o? (a + b) + Зао 
Tb +b? +c? — 86 — ca — ab, 
दिया हुआ भि eà ret + c)(bo + ca + ab) ) 
а + D? +07 — bc — ca — G. 
be+ ca + ab 
8(z +w 2): — (y + 5)? – (6-0) — (z + у)? 
3m +y teat 2yteletyt2s) — 
3(9% + y + z)(z + 2y + z)(z +y + 98) 1 
3(2z% + + s)(z + 2y + sm + y + 9z) 
[ उदाहरण 1; नियम 189. ] ! 


उदाहरण 2. हल करो: 


दिया हुआ भि = 


उदाहरण 3. SAT पदों में रकखो : 
897 — 97az* + 186° — 122 
ar a 10072 — 4577-4673" | कलकत्ता एकस, 1889. ] 
अंश = 3(z? — 9०८१ + 264? — 944१), . 
हर = (०? + баш? - 2502 — 240°), 
B—21 
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अब इनका Wo qo Sto निकालने के लिए, 


23 Fan? 2०९७- 2467 
х? —9az? + 26672 — 246 * 
14.) 14027 - 286 ४ 


a— 9а 
z зар — 9az? + 26672 - 24a [2 — Та + 19a 
ж°—9а° 
— Yaa? + 96069 — 24a 
— Taz? + 14a2x> 
189662 — 24a? 
1920 — 94a? 


इसलिए पूछा हुआ Ae We Slo = z - 9а 

3(z3 — Jax? + 926622 — 9420?) + (2 — 2a) 

इसलिए फळ ह + Baz! 945 - 94a3)-- (c — 92). 

3(z* — Тат + 12a") 

9(z* + Taz + 19a?) 

gz — д3 – 92° + 13z— 5 
723 – 195° +17 


डदाहरण 4. को लघत्तम पदो में रक्‍खो | 


[ कलकत्ता एन्द्रंस, 1870.] 
दिये हुए भिन्न क अंश व हर का म० Ҹо अ० नीचे दी हुई रीति से निकाला जा सकता है 
95*— 20 - 92° +18%- 5 उपसि० 9, नियम 160. ] 
Tg’ — 1923 +17%- 5 
Qn J2z* - 8202 + 1022 — 4z 
97 - ід? + 52-2 
z? - 4४४ +82- 9७3 - 192° + 17z — ळर 
Tz? — 982° + 85x — 14 
9) 92° —18z- 9 
$?— 954- 1 
т andis —4z? + 5z - 9[z — 9 


2 — am + w 
—92? +44 —2 
— 952 +4%- 2 
इसलिए पूछा हुआ We Чо So — д? — 92+ 1. 
इसलिए पूछा हुआ फल 
(924—028 – 92% 4-182-8) (22 - 22+ 1) _ 92 +82- 
(72° — 192° + 17z — 5)--(z* — 2z + 1) 172—5 
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लघुत्तम पदों में Wa : 

1, Zo tár’ t2-6, 2 2° —Tat6 _ 
z54r:—9 ` &7*-+ 957 -18:+ 10 

8 +2a7b - 9b? + 8b? 4, 8r (287 - д2)? +b‘, 

` a? - 8620 + bab? — 40°" ° mt +9a@m3 + ад — bš 

5, 32° +4270- 7207 +9у 6. its 

UU 927 + Qa: y + Bay* - бу ` 1१ -&न-2७९ +05 +35“ 

7 c*-s-stl . 8 | mt+m2+95 , 
25-955 - 2 –90+1 'og* - 95° + 80x — 25 

^ +8а2° + бат – Ла" 10 90“ +z? — 32° + 92+ 8 

“* 4g? – 19asz* + 19072 156 Sr’ +a? — 4g? + 82 + 4 

11 95° – Ta?x 20° 12, 2a -16a^b-44ab* — 4963, 
` 95° 4 642° – баа – 2a ` 8a? + 6679 —94ab? — 635? 


1 3 . 


14. 


15. 


16. 


11. 


18. 


19. 


20. 


8z* + 2820 + 162° -4७- 48 


6a! —9a5b + a*b? + 3a? b? — a? b* 


4a5 — 6a*b + 8a? b? 
924० + 16z*y — 282700 — 94z^ y! — 19zy* 


452*y --90z?y? — 16% 97 — 202४ — 10у 
(b+ c)! (b — c) + (c -- а) (o — a) + (a+b) (a — 5) 


(b -- o)* (b — c) - (cta) (c a) * (a+ 5)*(a — 9) 
(1-22)(1 — y3Y1 - 5°) - (ys +m)(zz + yey + ४) 
1-z*-y*-z'-2xzys 
(a + y — 22) 1 (५४+ 2-92) (s m ду)? 
19(@+ y — 9а)(у + 200 + g — 22) 


> (v-z + (=a)? (८-७) 

(== ya — z) + (y — ey — 2) + (z — eX — v) 
Ta — 90у — 682॥* + 18y* 

52% — 320५ — 43s y* + 97297 — 18у 


(9919, 1919.] 
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३२४ सरल 
IL भिन्नो. का जोड़ च घटाना 
166, चूँकि Dy gf... ptqtrt: इसलिए मालम होता है 


कि यदि सम-हरवाळे fat का योगफल निकालना हो, तो Bref के सम-हर को योगफल Әг 
और अंशो का बीजीय योगफल भिन्नों के योगफल के signer में लेने से ही पूछा हुआ 
योगफल प्राप्त होता E | 
यदि भिन्न साधारण हरवाला न हो तो 108 वें नियम में वतलाई हुईं रीति के अनुसार 
उनमें से प्रत्येक को सम-हरवाला भिन्न वनाकर ऊपर दी हुई रीति काम में लायी जाती है। 


а? 2a inf : 

उदाहरण 1. सरल करो: (= दु † Goat (aye à 

[ मद्रास usu, 1865.1 

2 абса), (s-a)? _ a? + 2a(z -a)+ (v-a)? 

दिया हुआ व्यंजक = क-न ean (soa (z ау 


iat (s-a)? š 
@-a)" (x — а)" 


ph 32 
उदाहरण 2. सरळ करो : ८-5 - 013722 tA 3418 


इस प्रकार के व्यंजकों को हल करना हो तो पहले सुविधा देखकर दो पदों को 
जोड़कर प्राप्त योगफल के साथ कोई तीसरा पद जोडते Sl इस प्रकार एक एक पद करके: 
अन्त तक जोढ़ते चले जाते हैं । 


a अप (2+9) - (८-2) | 
=" 2-2 vt*2 2? —4 g*-4' 

4 _ 4 _4(z+4)-4(e-4)_ 89 . 
७€-4 m2+4 БАКЫТ ӨШ P z*-16 ‹ 
और 022 +82 3%ж* +16) + 99e 16). бёле. 

25-16 z*-16 2-256 जाता 


[ पूछा हुआ फल ] 
1 1 1 
उदाहरण 8. सरळ करो a+b at+2b a+3b а+4Ь 
सब पदों को एक साथ सरळ न करके उनको कर हिस्सों में बाँट लेने से आसानी gil! 
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1 1 1ज ш 

दिया हुआ व्यंजक im ES [ccn zig 

अब -1_---1__=(@*22) ee DUS 
ath at (atb\at+2b) (a+roXa+2b)' 

और H 1 (a 45) - (a 3b) b à 
at*8b at4b (a*8b(at4b) (6+89॥6+ 49) 


b OVE b 
और (a tbat 2b) . (0+ 3500 + ib) 


HA इसका अंश = Ма + Tab + 1982) - bla? + 3ab + ab?) 
= (¿ab + 105?) = 25? (2a + 5b). 


c = 9b?(2a + 50) 
090, पूछा हुआ ЧӨ = (६ 58७ + Ba + SbXa + 49) 
ae => +3 2+9 509 7100 a 
उदाहरण 4, सरळ करो : -s 3 l3 orants wt Bo tO 


[ To Yo, 1904.] 


पहला «т=з? - 32 + 2 = (2 — 1)(z 9). 
दूसरा W=r? -42 +3 =(z— 3)(z 1). 
तीसरा हर = x° — Bz + 6 = (z ¬ 9)(४ — 8). 
`. हरों का छ० To Ao = (८ - 1)(४- ४(८- 3) 
8 2+9 cti 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 3  &- 9७ = 7) (0-312 8) 
{к + 3) — 8) + (ш ++ 9)(ша — 2) +(e + Ne — 2) 
(= — Ie – 90 — 3) 
2-9-2 4625-1 32° - 14 
(z-1Yz—-92Y2-8) (e—1e—2Xe-3) 


उदाहरण 5. सरल करो: 
z J 7—12 त्व जत [ galo, 1915. ] 


Bl का छ० Чо Ao =(a + v(a- ५)(७+ z) 


- + sa — y) + (6 + » (४-8) + (6+४)(४- ш) 
s. दिया हुआ stag (аа у ону 
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२२६ 
इसका अंश = ८((८- y) + (५-2) + (2 -2)} zlo- y) + a(y — 8) * vl — e 
=0. [ सरल करने पर ) 
: rohs nc य SERS 
J^. दिया हुआ A рда)" 
DE 1 1 _(a+2)-(a+y) 2-7५ 
दूसरी रीति से: चूँकि ary ats (arz(aty) (धळ 
.3 __1 _(aty)-(a+2)_ ys 
atz aty (atyatz) (+000 5) 
att i _ 1 _(ats)ü(a+z) _ s-z 
र ato ate (ati ата) (а+ойо+ь) 
= а 1 ПЕН: EDD S: 1 e 
इसलिए दिया Uh Rs 2) atz atz aty "ate ats E: 
{ G4 fat, पकट, 
डदाहरण 6. RSH? D t pg tgp 


इस प्रकार के व्यञ्जको के साथ सुविधा देख कर एक दूसरा भिन्न जोड़ व घटाकर व्यंजक को 
बहुत आसानी से सरल? कया जा सकता है । जैसे, इस प्रश्न में = ся भिन्न को दिये हुए व्यंजक 
के साथ जोड़ने व घराने से दिया हुआ व्यञ्जक 
2a dab" в 


तालका +02 Tab a-b 


a aq  а+ьЬ) + (а-а 9а? 


EU rg aub - аын: 
elk E M 2a* _ 9a'(a*--b*)--2a*(a? —b?) — 4a* — 
a*—b* ^a? +b? a*—b* ` a* —b*? 
elk ба 4a^b*  &a*-r4a*b* 42 (arth?) да? — 
a* — p a* — bš a - ४९ at —b* "2... b° ` 
दिया हुआ व्यंजक 
4a? ^ a  4a'—o(atb) 3a2—ab ада) 
“a-b a-b afb 7 6१-६१ M 
अश्चमाला 89 
सरल करो : 
z т 62 
Log у Baty 9a? +w 
2 EI шын. ы Е (Gs sb) a b о 
° m—3a S9z-6a8 N+ 18? ` ab(a— 5) a 5 
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i 1 1 1 1 2 1 2 


७-7 etl od 2+9 3 z-a mta ota 28 a 

3 1 3 1 

-ø 5482 ato ш 3a 

CE Tug саа Еа, 

2-1 @*+1 +1 1-७7 

бек Dre eo co Det 2 

g*—8zT9 —5at+6 &“ -8%+ 15 

изен u od te су А 

0 4 Bast 467 mw? + lace + 286? mw? +9002 + 916 
22 | 1 

ш +82+9 ш°+4ш2@+8 cz +het+6 

es el e і BERN ЖҮЛ. 

l-stz* itete? 1+&* +m 

cap on see alu ^ 9c 

1+@{ж2° 1-52? 1-2 +& 

1 2- 6: 

2-9 ш +90+4 a +6 

TUE aree dete 19a 
952 —6az--9a? 9७९ + Gaz + 9७0  4z* - 816 


* S. (ba a) T (Ь—о)(а—5) 


32000 12 NR + ESL I + ow om кш ш ша oU 

(к +а)(шж+ 9а). (z+ 2०) (७ + 3a) (w+ 86)(४ + 4a) 
a—b b ०-० 

(ataketo) @+blerto (z+ c)z+ a) 


1 
a^—3aT9 a*—5a00T6 a“-4a+3 
1 9 


(2r1yG-25 (+l? atl 242 [इला०, 1912. ] 
9( 8) s-i 2—9 E i : 
(z CERVI 5) (z-8X2—-4) (x—5)Yc—3) [ इला०, 1911.) 


Ita ita’ Ita Ira l-a 


(afte NEN taara 


[39 Чо, 1876.] 


a b 6 $ 
(a Xa 20) * (b aXb- c)  (c-ayo- 0) 
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22-52+6 22 -42+8 22 -35--9 
25. 1+ === + ल्ल + 2025) 
| (аа 0600) 
Ш. मिश्र (Complex) और वितत याने लगातार (Continued) ч 


167. मिश्च भिन्न : जिस भिन्न के हर या अंश में से दोनों या एक, एक भिन्न Ë, 
उसको मिश्र भिन्न कहते š 1 जैसे, 


= т 
TA. rz E आदि में से प्रसेक मिश्र भिन्न है। यह स्पष्ट विदित होता है कि 
z b 
aft के भाग Ë । इस प्रकार के भिक्षा को सरल करने की रीति 111 वें नियम में बतलाई 
गई है। ) 


168. चितत या लगातार भिन्न (Continued Fractions) : 


४2+------ अथवा ' इस प्रकार के feat का 


е u + v 
/+आदि ш tae 


वितत या लगातार भिन्न कहते #1 


इस प्रकार के fy को सरळ करना हो तो अंकगणित की रोति से सबसे नीचे के 
हिस्से से सरळ करते हुए ऊपर को बना चाहिए । 


d+ 


उदाहरण 1. सरलकरो: -1-- @ . 


4% __0  atb-b a 
de 1- 2465 ८६+5 Cir इसलिए सव से नोचे का हिस्सा सरळ 
करना आरम्भ करके ; 
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दिया हुआ व्यंजक = -1 + ° =-1+—— Ln 
zu O(a +b) - ati 


а 
94? + 960 — (a^ + 2ab + b^) 


G 
а? = a? T bš + а? р? i 
lta 42-58 6-६३ 
याल 1 
उदाहरण 2. सरळ करी Num [3e ए०, 1912] 
1+ +; 
1+ = 
पहले उदाहरण में दिखलाये हुए नियम के अनुसार, 
: 1 1 
दिया हुआ च्यंजक = 2 = Tam 1 
l4——— IFS lt 
EL 1+2- 1+@+@ 
ын lta 1+2 1+ 
x 
1 1 12-95, 


j lte itQetlte EEE 
1+ ५9% 1492 


उदाहरण 3, हल करो: 1 


उदाहरण 9 में प्राप्त फल लेकर 


1--92 3, 
बायीं तरफ = ठ ३ = 4" 
अथवा 32+3०)=4(1 +92) ; अथवा 6+9०=4५+82 ; 
अथवा 92-82 =4-6, [ तरफ बदलके ] 


अथवा а= = 2, 
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FAAS 90 
सरल करो : 
(e edad) 2)\(2 - 2) 
z vis s/iy cj Qo Wo 
y РЫ РЫ g? g? y? 
2 2 £) 
ay b +6 a. b с 
2 6-09 0-6 o-a : 2-0 ४-७ т-д 
a+b, bte c+a az bz ec д 
ES сасе 8 तल्ला a 
2000 шай 
2 + 279 
4, Lm bte xfi +2 — 1] [ Eo Wo, 1991, ] 
а bte 
à 1 : е СБ БЕ 
1+ à 1 Вч l~ 1 1+ їч 
1+а+: а arg ate a +e 
[9e Чо, 1870. ] 
a bit ol 
7. a-2 ७-७ o-c 


ज — ———M— -— — — — 


ас Б, मे 
TUM oN хиа 
а DIESE SII. 
Б а (5+ 1 ० ji tay 
1 1 1 


—— 


9, — 1 ७-४ 3-3) — 9) 


sty, g? +y?’ 
3 т-у 2-४१ - tea — 413 a 
0 * 
10. 2-9 g? =y? 11. R > . 12. — r ~ i š 
sty z+ y* * 4+. g- PERIE 
fies +1 
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bt m 

2 LJ 

18. ०१+ "apps MN ete 

nus m i 
a-b Tri 
= 22 — Day ty? — g (a2: 

i कल टन RT *= 33 DES 
luis "m z 19 + 2220-9) 
ud ty NC 2+9 

हल करो 
9, 
м. ————-$ 18. आन. 
at कम 14 = 
1+5 1 +— 
9-2 1-2 
8 1 9 
19, 1+ — = 20, —=— s: 
s+—— ` at -1g 
3+ A a T 


169. चक्त-कमवाळे भिन्न : frat में दिये हुए अक्षर यदि चक्-क्रम में दिये 
जायँ तो घे aga आसानी से हल किये जा सकते š 1 


bc са s aqp e eza 
उदाहरण 1. इल करो: үтү 3 7 bAa * (ac) 


पहले पद के हर में देखा जाता Š Fa a — के दो अक्षर चक्रम में नहीं हैं, 
किन्तु चूँकि a-o--(c-a), (а—(а—о)= —(a—b)(e —a). 
b 
इसलिए पहला भिन्न =- तकात zo 
ca 
उसी प्रकार दुसरा =-= D: 
और तीसरा भिन्न = ab 


a)(b — c) 
तीनों हरां का wo Чо Ho = (b — ०)(०- a)(a — 5). 


| 
$ 
1 
H 
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А А bc са ab 
‚ दिया हुआ эм== - [53575 t 36-3 6726-2] 
belb с) + calc — a) + abla — b) 
(0-00 а2=5) 
(2-00 —aXa 5) 


(b= oXc — aXa — 9) 
170. चक्र-क्रमचाले भिन्नों फे सम्बन्ध में कई विशेष че: निम्नलिखित 
. फल बहुत आसानी से सिद्ध किये जा सकते हैं ; और xem une Ret को सरल करने के 
लिए उनका प्रयोग बहुत काम का है । 


यदि (80002. वयन और рса" 
तो ()X-Yc-Z-0; (i) aX +bY+07=0; 
(ii) a X--b*Y c? Z-1; (iv) box + caY - abZ 91; 


(v) a° Xto Y+ 7 аЬ 
(vi) a X--b1Y + ot Z «a? +b? +o? + 80 + ca + ab 


उदाहरण b° — ca c? — ab 
ИЕ sr nca ola) (a= als t) 
दिया हुआ व्यंजक = (८२ — ४८) + (b? — ca)Y + (c? — ab)Z, 


[ ऊपर दिये gu संकेत विठाकर ] 
=a X4 b2Y+ c* Z - (boX + caY + abZ), 
-1-1 [ (ш) और (४) के फलों से ] 
= 0. . 
उदाहरण 2. हल करो 


Page ot + а, botra , pb? + gab*o- vb , рс? + gabo* + ro 
b b 
fur हुआ व्यंजक 6- ba — c) (b — cYb — а) (c - aXc — 5) 


= (va? + ga? bc + ra) Z+ (pb? + gobo ++b)Y + (po? + gabo? --70)&, 

: [ ऊपर दिये हुए संकेत विठाकर ] 
= p(a* X + b Y + c* Z)-- gabe(a.X + bY + cZ) +1(aX + bY + oZ) 
=p\a+ b +0) + qabo.0 +1r.0=7(a+ 9 + ०) 


उदाहरण 8. सिद्ध करो 


1 1 i 
(L— mXl — nYm +1) + (m — n)(m — е क). (n — D(n — mz t ni 
= (a ot mXz +n) 
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३३३ 
फज़ फरो कि a है atl, b है z +m, 0 है 2+ के बराबर । 
dW a-b=l—-m, a-o-i-n, b-c=m—n, आदि ! 


а नि 1 1 š 1 
“८ दिया हुआ व्यंजक <a हह = h 3 + de— aloo 
1 be ca aU : 
3 als -ola — c) * (b - a5 — o) + (0 ас 5| 
- न +caY + abZ) 


1 1 
"abo (a+ ia + mota) 


La, b, c के सूल्य फिर से विठाकर ] 
171. सिन्न-सस्बन्धी तादात्स्य (Fractional Identities) : 
विविध उदाहरण 
2 1 а: asa’ a? 
उदाहरण 1, सिद्ध करो कि डुः 7 ढ़ 7 ८5 † 2 ग #१ * stra) 
» को z + ७* द्वारा भाग करने पर 


a 
a(t + 
peels «€ x m 
c 
а? 
Us 
o? at 
Ta sz 
a` 
zi 
a* а“, 
gita 
PO 
Tas 
a? a? 
cum jo 
वा дб 
zt 
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इसलिए भाग करना और न बढ़ा कर 


उदाहरण 9. मूल्य निकालो : 


s+ ж+9Ь dob > — a 
७-67 2-98 Sp R e р हो! [99 Ue, 1865. ] 


दिया हुआ व्यंजक (pm 1] (222 Р 


2b 
4a 4b 
2-2 ы —95 ve 


= а= асу а) falz — 2b) + bla 20) + 9 


(2925 — 9b) {la + dla — tab} + 2 
=0+9 ["," (6+ 9) = 469. ] 
= 9, : 

т 

उदाहरण 8, यदि LORI CE हो, तो सिद्ध करो कि 
d dul. le АЗ aE 
ы tart +b+e)' at +07 +e" 
s 1 1.1 1 bct+ca+ab 
ч — Arar aM e 
कि a+b+c M b Е abc ४ 
У (a + b+ cYbc + ca + ab) = abo, 


अथवा (a+ b+ c)bco+ ca + ab) -- abe=0. 
अथवा (5+c)e+a)a+b)=0:; 
`. इन गुणनखंडों में से कई एक Š लो, जैसे, b+ ८-0. 
इसलिए b= —c. .', ४7=(-८)१ -०7, अथवा ६7+०७7 =0, 


चँकि = — 1 = > 1 . д, 1 sf. al ) I m= — 1 . 
और ¿Ñ b б, Б BUE iiie | 6 5 स्व 


plier le aly О АЕО ` 1. 
इसलिए को हरि a! o! +g? gi (abo 
[ NS b+c=0. ] 
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इसी प्रकार р = rila (^. b'*c5-0.] 
इसलिए तादात्म्य सिद्ध हुआ | 
उदाहरण 4. लघुत्तम पदों में खखो 

z'-(y-s* y*-(z—2?* , 82 - (४-9) 


lota) yi rye Grace 19° एर 1866. ] 

q {a (y -He — (y — 2} 

अः 

mE शि We + 2) + yhe tz) – у} 

(ety-—s\a-y+s) ж+у— 
(etetryate-y) etyte 
(ytzs-z(g-z:) y—--tz 

इसी अकार दूसरा भिन्न (z+wu-+z)(G+g-z) atyte 

और ती (2+2-%(8-2+ 90) _ ४०७ 

तीसरा भिन्न त न DITE 
(z--y—-2)t(y-ztz)t(ste-w) ану 

इसलिए दिया gar Sas ग LE RTT 

उदाहरण 5, यदि 2+ + z= yz हो, तो सिद्ध करो कि 


yz zte mty Vts zte ety, 
1—-ys l—zm 1l-ay 1-53 1—82 l-vy 


Y. 


चकि ztytz-sys, 
इसलिए yt+s—cyz—c=alys— 1). 
yts cw(ys—-1). _ 
इसलिए 1-ys 1-75 s 
ote sty 
इसी प्रकार tad y और y 2. 
` वायां पक्ष - _ 7+2 + gta aty 


l-yz l-z% 1-०9 
-—g—y-s--(rtytz)--zys 
-(-2)(7y)(7 3) 
yis ete mty 
l-yzl—2zal—ay 
a a 
उदाहरण 6. सिद रो कि (25) + (2 5) +(ई * 2) 


а ge द १). tcm 
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2*5) CC -(в+а+а)+(с+а+) 
=4+०१(हु + ) ET 

क 50) 

| Eutr) 

er 368) 
दिया हुआ ब्यंजक ~+ ( + [5 2) Gs tae) 
nae (2+ SF +B) है 8) 


-4«( [ | 1 गट) 
EE 


उदाहरण 7. यदि 9s=a+D+o हो, तो सिद्ध करो कि 


si SES " 
8 s—b 8-6 s  s(s—a)s—b)Ys—o) 
1 1 9 
Еа аз а SITES eT) 
NIIS (30) 
और 8-6 s 38-0) ४४-०४) 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 


s(s — c) - (s — as Б) 
(s—a)(s—)  s(s— c) s(s— a)(s — b)(s — с) 
28५ 2s —s(a-- b-- c) + ab 
s(s — aYs — b(s — о) 


----५८८____ [ *." 982 — (a + ४ + ०) 
8(s — a)(s — p)(s — o) = 9s* — 95? = 0. ] 
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उदाहरण 8, सिद्ध करो: 


४५९ +6? у 5+0 +o? — a°) (o? +a? - b?) 


z 9(a +b + o). 
чий करो कि 95२ = ८१ + ४ + ८२ 


अव a? +b? —c* == (८१ + b? + c?) - 9c? = Als? — ०१), 
b? 4-७१ — д? = (д2 +b? + c?) - 9a? = 9(82 - а?), 
c? +a? =b? = (a? +b? + c?) - 252 = 9(s? - 5१), 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक 


КР dee Deo 
= [२१ - ७१ - o?) + ह [2087-०१ -७६ IE (९४४६-८१-७१ ) 


o| Ss l2: 1.3012 
af 2 a + р + ze } 9(a + b + c). 


: 4 9 
उदाहरण 9. सिद्ध करो : —— + а? त समर: +1) 


а —1 -1 2 1a-1 & -1 

a 1. 2&0 1 (a*1?-(a*-1) _ 1 {а+1_а*%+1 

a 8 a-i 9 a*—1 9 (७-1 a*-1 
a? 1 2a? 1 (a? +1)? -(a* +1) E +1 at+1 

a*-1 2a*-1 9. a*-1 9 13-1 а-1 
a . 1 gat _ 1 (а®+1)#—(а®+1)_ 1.(a**1 o'*1 

a*-1 9 a*-1 2 as —1 a*—1 а%-1 

इसलिए दिया हुआ व्यंजक 


-i(gn-25). (1-259) (а-а) 
1, {ati ER 
—1 4-1 
उदाहरण 10. सिद्ध करो 


: ष्श्ट ॥)(७-०) ५०७-७ए-० (o— ao — 5) d. 
qf b-a--(a-0, 
और (c-aYc- 5) - 7 (a a)] x [— (b — o)] =(a — obo). 


B—22 
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*, दिया हुआ व्यंजक 


Do. —À +d d) ab 
(- ७(८-०) ^ (a-—b(Xb-o) ^ (८-०७-०) 
bela + db — c) — ac(b + d)(a — с) + able + da — b) 
(a — bYa — c)(b — c) 
अब अंश =abel(b—c)—-(a—c)+(a—d)} 
` + dibe(b — o) — acla — c) + abla — 9)) 
= dibc(b — c) — acla — c) + abla — b)} : 
== dia" (b — c) + b^ (c — a) + o? (a — 5)} 
= d(a — b)(z — o)(b — c) 
इसलिए दिया हुआ व्य'जक = d 
उदाहरण 11, हल करो 


(в—)(@—о)(ж+а) (b—a)Xb—-c (+b) (c—aYe-— bate) 
दिया gem व्यंजक 


Баана син m dubie nis c? 
(a-b\(a-c)a+a) (а—Ы)(5-о)(ш+) (a—cYb— c)(z 0) 
*(b — c)(z + b)(z + c) — b* (a — c)(z + ca + a) + c* (a — b)(z + са + b) 
(a — b)(a — c)(b — ca + aa + b)(z + с) 4 
अब अंरा =q2(b— c)? +2(b + ८) + bc] + b* (c — aha? + lo + a) + са} 
4 c*(a — bic? + ma + 9) + abl 
2 z' a* (b с) + Б°(о— а) + c* (a — 2)) 
+ afa*(b® — ०१) + b* (c? - д?) + c*(a? — 53) 
+ abefa(b — c) + ble — a) + cla — b) 
=2"{a7(b— o) +b7(c —a)+ o*(a — b)) 
=g" (a — b)Y(a — e)(b — о) 


`, दिया हुआ व्यंजक 
उदाहरण 12. हल करो 


(z +a)(z + b)(z + o) 


(ढ-८)(८-० (b—c(b-a) (в—а)(с—8) 
[ ae Ue, 1887, ] 


दिया हुआ व्यंजक = — а-о) (b-ca-5) (ао) 


DESIRED PEST GERD 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Ѕата ып роп Chennai апа eGangotri ३३६ 


अब अश =८१(४ ¬ ०) + ४१० - 6) + o? (a — b) 
=(a—b)(a — oYb са + b + c). 
*. दिया हुआ व्यंजक = ८ + छ + ०. 
विकल्प विध (Alternative Method)* ६ 
ेकि азе а ЗИ а а ы. 
> (a—b)(a—c) (a—b(b-e) (०-०(७-० 
s दिया हुआ व्यंजक 


a: { etal teks Gas tN ) 
(७-०)७-० (५-०७-०1  (a—5bY5—o) (a—oYb—o) 


Sih) Лазар а +ab+b2 а? +ас+о? 
(- ७७-०८) (-०)(७-८) b-c 9-6 
a. 
00-0 2) 
Le ded 
उदाहरण 13. यदि = tata oO 
तो सिद्ध करो कि a = ४ = o. 


55-3) (3-3) eo 
` [सूत्र XXIV, नियम 133 ] 


अब चूंकि Te तरफ के पदों में से कोई भी ऋणात्मक पद नहीं है, इसलिए 
यदि उनमें से प्रत्येक का मूल्य शून्य न हो तो उनका योगफल शून्य नहीं हो सकता | 


इसलिए ह - 7 =0; SS b= ८, 
i - i 20; 4. 078, 
और i- ह -0; CÓ а=. 
इसलिए  a-b-c. 


[इस अश्न को इस रूप से we करने की रीति मेरे बन्धु और प्रिय छात्र बाबू 
विमलाचरण सोम (हेड एसिस्टेंट, फ़ारेस्ट सर्वे, देहरादून) 'महाशय की कृपा से प्राप्त हुईं ।] 
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TAM 91 
सिद्ध करो : i 
а b c 
1. asto boto? osto? 
3 1 1 1 
“p ata bts ota [१° ४० 1920. ] 
2 1+2 1+7? 1+2 
` (z+wXz+z) (yteXyta) (8+9)(8+ १५) 
यदि уг+ zz + 2 = 1 हो l 
8 (०३००१2 1) 1+ (5+ с)(в + а 2+0), 
यदि abe=1 हो। 
4. ji signa yn यदि be +catab=0 a 
5 —otye ‚_ +z | etay — 3 
(у+)(в+ш) (у+)(у+ж) (scs) 
यदि etyt2=1 हो! 
z y z _ АПАА 
9 q-gi*q-.8*1-27ü-5 - y 75 
यदि ४ + + 2 = 22 हो | 
y-2,2-mo,m—y 
[ ç | -z se g ९ 
यदि 2+ +४0 हो । 
A a dhan PEN СО ИЕ 
8. Pr а + +o (a+b+c)" यदि 
lJ 1: 1 
त्त 2151558! 
सिद्ध करो: 


(७-८) (6-८) ( F 
9. (с-а 0) -00-30 o a” 


0 (5° —0°*)* + (८१-७१) + (6? — 52) —-a*)!'*(a*-5*)  (b-o(ora)yat-5) 


a (b — c)? -- b*(o— a)? + c*(a 
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28. 
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z = aŠ 42,2 4 y? 
शर्व 2 720 ty “gt ty? 


6 
£ y= ety? p yt + E 


१८ yztey“ztoyzs“ 1, 1,1 


+ = 
уз yz am ay 

20 82 + yg + ogg DIM 
z Y 2 ‚© у 8 
80 —6 


३४१ 


{a—1)(a—2)(a—8) (а—9)(@—83) (a—-3Ya-1) (a—1Ya-— 3) 


— V ——q 


i In 
+ = T 
1- 9४ +- 92४“ - 95 lez 


i 
& 0,9 as Ë 
४-०? RP लक бш? — а?) 
а? a? a? a? ах? 
д + aš ai a9 a au al) 
g? cz? z* za ы 
71-58 ta at (д3 a?) 
gt 1_ = 2 —1 
rta mcam to +a 
मूल्य निकाली : 
at+2a , ८2-26 4ab ab А 
9-2 9+2 c – 46° यदि 2 2+5 


+b zt бабо 
सिद्ध करो कि stag ate नळ Bena) 


т-а 2-0 т-с 
2(ab + be + са) 
यदि == aT b-rc 


АЁ ос ab-t bo + ca हो, तो सिद्ध करो कि 


हो। 


+b+ 
ari b+9z oto _ - 06500 
ty ont 0 zu (a—2a)(b — 22)(० — 9ш) 
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z - (७-०) | z" —(c-Fa)z | z* — (a-- bx 
24. оао) (sols а) की आ मल्य RA, 
Sabe 
यदि # ab + bo+ ca 8 
= z'-y'tz fg m b 
25. inate, स मूल्य निकालो, यदि pao और y= tti ET 


EET] 
[ हुआ व्यंजक = स = आदि। ] [क० To, 1883.] 


2 + Baba" - 105200 | a* + 9ab +b 
2१+ 1०७०2 + 106705 * ८5-20} + इर का सूल्य निकालो, 


यदि 22 = ८१ +5? हो। 


26. 


27. मूल्य निकालो : 
ay? + ४257 —y*)ab — 18252 а? - ४९ 
y +9aby? +184252 aš + bš 
a यदि 2 = ८+} और ५०० ७-४ हो। 
z*-Fabz? - 9252 2 2 निकारो 
28. रक] ` औय ह का सह निकाले, 
यदि ०८+ और ५ =८- ४ हो | 
2° 1 1 


m° 
29. हल क्रो " ms +I + z-1 + zl - zT 


80. e Craco a*—(z—Bb)? | 52 — (z —a)° 
हळ करो @ + b)2 =a? + (2+ а)? - b2 + (a+ PESE == z 
31. ‚ (a--95)* — 5? (2—0): — 40? , (90 +30)? - ४२ 
दळ करो: (हा दा Goat pt разви 
32. हल करो: 5;—(@-—1)* (oT) ee- 
38. यदि 93 =८ + +८ हो, तो सिद्ध करो : 


1-4 2452-6 _ 2(9- a)(s Xs — 6)(8- 5 b) 


960 ab 
B4. हल करो: ७-० 8-6 a-b ` 
a? -(७- с)? tp —(c—a)? t с? — (a — 5)* 
= . a+b b+ 
85. हल करो: "dap e+ ७-० ор (b-Fo— a) +9 = +a — 0) 
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36. हल करो? 

Z+7T 2? „з _ 20 Uz а 8+@ 

2° Ty^— +— ३. ७४) +> (33 2... 2 

Jay | ४१-४१) диз | + z° — z2)+ mi Tz — y2), 
97. हल करो ६ 

a+b ४+ 

— (a? +53 — ७१) + aa +05 - ७१) + IU + — bš) 


b? + 0१ a2 а? + 65 - 8* +७ — 
38. A mue ps ET & t 
यदि 956 y 9са और z 9qb हो, 


तो (b+ c)z + (०+ a)y + (a + ४)४ का मूल्य लघुत्तम पदों में खखो 1 


9-09 b-c - 
89. यदि р а= — r= हो, तो р+ӯа+т+рдт का 


2-а 
मूल्य निकाली v 
: sry (аиан 
40. सिद्ध करो; с + с-а a i) (७-०. (o~a)? (а – 5)? 
६1. सिद्ध करो; 90600 4 82" 1 _ 16212 


ite मळ 1+2 1425 l-g 1-215. 


A А CRT RS eR 5. 
4. इर करो а) ` (ठ аа) 55058) 
43 TE E t font Le t I ` [इला० ए०, 1995.] 
` (८-७(८-० (b-a)b-c) (८-८)(८-७ d 2 
. sys ү ytz ү _з° A £u 
44. Goes‘ G-A- e-e- 
да? - b 2b* —ca 902 —ab . 
45. a- euer M РМА Е) 


2 s itso s+ А de 
~ fe ल) 2) wean +в)(у—х) -alst क० Чо, 1865.] 


T 25-0068) ка) 8) a) ` 
[क० To, 1879.] 


48. pe- dea) (6-a6-9-8 000-02-91 
4. а गन्न! 000-9020 ७-न७-हळ-न 
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` z Put р? 2 
СЕЕ) Tee नो 
61 a" th 6“ + hoe+ L 


` (a-—b)(a-o((z-a) (-७-०७२-७ (c—a)(o- bz o) 
TE ee 
use ~ | 


3(p? c?) 4- b*( SA 2)-- *( 2 b 
53. सिद्ध करो शा तक टेप CSE Pe = qb + bo + ca. 
54. सिद्ध करो 


#०+8)(6+०) , М+а)ф+) , oo+alo+2) 
(a — bYa — c) + (b — a)y(b с) + (o: AGED poet b + c. 


55. सिद्ध करो 


Rs BOS y 1 
а(а* — b?)(a? —c*) © 02 — a2 (b — c3) olc? — b*Y(c? —a?) abe 


; करोः ५४-१ , cale-b)? 6९४७-०१ 
56, इल करो FP (b — cXb — a) + (c ^re b) 


5 2 . 


विविध яаа v 
I 

1, निम्नलिखित व्यंजकों को वर्गान्तर के रूप में प्रकट करो : 

(i) (z-- 1a 9) (x + 11)(z +18) ; 

(ü) (z + 3)(z + 9)(z + 3€ +4)—15. 
2. "ís*z) -(z—y)! —(y +2)? के गुणनखंड निकाली | 
8. हल करो: (a—B)'(a--5— 99) +(6-०)१(७+०- 92) 

*(c—a)*(c--a—9D)?, जब कि a+b+0=6 


4. यदि ४+४+= 4०४५३ हो, तो सिद्ध करो 
PY ао c lys — 
1-42 1-41 1-4 Q= 4z*Y1—4y*)(1— 4°) ` 
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5. यदि 2s-a- bcd तो सिद्ध करो: 
as (- +o e°) 2  48(s а) — b)(s — o), 
906 ४१८०१ 


5. सिद्ध करो: (४4-०(७१-- ८१-८१) (c+ alot +a? — b?) 
9bc : Ооа 
+ (a+b) (७१ + b? —c?) 


= + c. 
Jab at 9 + 6 


т. gu निकालो : का, 


अन ушшш Ir PND] HE 
@-—4)(@—т) (2-0-2) (a-n)(a-q) 
1- 1/3 о 
यदि द = इ (+ द्व ह) दो! 
8. सिद्ध करो कि (८२-४) + (५१-5?) + (32 — zz) mism 2२-४१, 
и -४* और 2? -१ में से प्रत्येक द्वारा विभाज्य है । 


П 
1. यदि 2+9+8=15, cy + y+ 32 = 78 हो, तो wš +५ +23 - 8708 
का सूल्य निकाली । 
2. सिद्ध करो कि (८+७- ०) +(४+०- 2a)? + (०+ a — 20) 
= 8(a + b — 9c)(b + c — 9a)(o + a — 20). 


з. सिद्ध करो कि (७-०)(8--०- 2a)? + (c ас +а– 20)* 
+ (a — ०७ + 9 -- 2c)? = 9(a — b)(b — ०(७ — с) 


4. ` इरुकरोः раҳо а) ळे аа о-о) 
5. मूल्य निकालो i # +४ न्‌ का, यदि = b. और ४-८ 
- 6, Wo o अ० निकाले : ७0+ 9८? - 8b* - 4be — ००-०१ और. 9००+ 2a 
— bab + 40° + 896 = 195* का। 
7, Go qo अ० निकाले : 
625 — 112! +52—8 और 9०२ - 9०? + ७-9 का । 


quads निकाले : 
(а 00+ ०(०+ ०० (b — oXc + aXa + b) + (o — aXa + b)(b + о). 
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° ... Hi 
1. (ot 2) को 7 के घातो के अवरोहकम से विस्तार करो । 
2. सिद्ध करो : (a+b+o) -a 02-02 8(а + b)(b + с)(с + 6), 


और इसलिए सिद्ध करो कि (८+ ५ +४)१ — (y + 2 - ८) — (z+=—w)š 
—(z-y—2) 94005, 


3. सूल्य निकाछो : ८१-४१ +८१ +8०४० का, यदि a='4278, b= 1'9845 
और с= "806781 
4. सिद्ध करो कि (८-८०)१(४ - ८) + (८ ~ 5)*(c- a) + (s ~ c)* (a — 5) 
= (a — b)(a — cY(5 — o). 
22? Es d और 837: a S d TV ви 7 352" + 232 - 6, 
6. e Ҹо He निकालो : 25 + 117 - 12 और ४५ + 113 + 64 का । 
_@(b+e) , b%(c+a) ० (८+४) ` 


7. करोः G-de-8) (с=с 
इल करो: DUX -a) * (a- 8o - ) * (a - b= oy 
8. सिद्धकरो कि a*(b? — c*) + b*(c* — д2) + ८१०२ b?) यह व्यं 
तीनों = व्येजक - П 
с-а और a— b इन तीनों में से प्रत्येक के द्वारा पूर्णरूप से विभाज्य है i 


IV 


1. यदि ८५७०2 और ८४=7 हो, तो а +05 का मूल्य निकालो | 
2. 9(७९ + ४९) - abla? + b2)(9ab — 3a? + 3b?) के पांच गुणनखंड निकालो । 
3. भूत्य निकालो: ८१५.४२ +८१ - 3205 का - 
NE c* — 3aba का, यदि a= 2658, b 9664 और 
4. यदि 2 = + ८ - a, y7ota-b और =а+Ь— $ 
G 2' +y* +z’ 3zys= 4(a3 +b? +o? ts न y ae 
5. „ 227 + 52у +3y? a 
मूल्य निकालो ; पळी api ЭЪ यदि ४० Sate = 5 gn 
6. सिड करो: 8०५४५०१ -(2+३)१ -otd era) 
=3(2a +b + o)(a + 9b-+ o)(a + b + 20). 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya sF PRE V hennai and eGangotri ३४७ 


7. ०-92 -109?, =%+92у-35у: और 20° -82+159? का 
о Чо अ० निकालो ; और प्राप्त ७० Wo अ» को दिये हुए व्यंजकों के qo Чо Ҹо द्वारा 
भाग करके प्राप्त मजनफल के सरळ गुणनखंड निक्रालो 1 


8. यदि ४15 हो, तो का मूल्य विना Ge हुए 2° - 1826 +47०? 
— 312? + 19x — 60 का मूल्य निकालो.। 


у 


०-७ b- 6- 
1. यदि C+ yoo और au b हो, तो सिद्ध करो कि 


atytzstayz=Q 


3 563 Ch 
2 यदि ह+ 2 а हो, तो सिद्ध वरो Staats 


3. मूल्य निकालो => ale ae का, सदि, «-® ८0 हो 


4 
4. यदि а= ae. हो, तो सिद्ध करो कि (z (oe) te ० G бте? ब कां 
सूल्य ८ व o के किसी मूल्य के लिए सदा एक ही होगा। 
5. गुणनखंड निकालो : 
(i) 6a* + 43a3b— 56a*b* + 43ab? + Gb* ; 
(ii) 192५ - 972? +4502 - 37७4-19; 
(iii) aber + (ao + 52)? + (268 + 8०४ + (ac + Ь®)ж + ab. 
सिद्ध करो: (uy) -(y- =) +(s—2)? =3( + у)(у+ (ш ¬ з). 
Чо qo Ao निकालो : 


G) 2? — (a-- pz? + (0+ о) — aq और 2१ +०८ —3a*e + a? का 
(ii) 2? —42— =° — 321/2 और ७ 


999 +y? - 222 + 9yz + s! का! 


oad किसी अकरणीगत मूल व्यंजक Hae के बदळे “४” रखने पर यदि उसका 
मूल्य er हो तो सिद्ध करो कि (z а) उस व्यंजक का एक गुणनंखंड होगा | 
VI 
1. सिद्ध करो 


(a? —a + 1Xb — o) + (b* — b+ 1)(७- ७) + (c — + 1Ya— Б) 
s =(а® — а+ 1)(b? — c?) + (b? — b+ 1Xc? —a*) 
+(c? — a+ 1)(a? — 0?) 
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2. सिद्ध करो कि b be 


SAO SS fu bes o. ca 
(z—aXz — 8) (s — 5s —o) * (= оа)" ^ 
l 1/1 1 1 
यदि 7-३ (३ + ह + ठ) हो। 
3. सिद्ध करो कि (8 - c)* + B(e~a)® + ofa - ४) = 0, यदि ८4-54-०-0हो। 


Ea (2% +y? +27 +9८५) - 2(24-)282 का दो ait के योगफल के रुप में 


5. हल कर ४ 
2 y ४४10422 2 2 J- 2 
~yets + .£ Ll b] " y z з 
z CFT) eei: + (s +y +a)’, 
y 2 уя sm cy 


6. Ho Чо अ० निकालो : 
(i) 20 + (6m — 3)x* + Зат — 5)2- 18m? और 
97 + (m — 8)a* — m(9m + 8) + Gm? का; 
(ü) 102° - 54१ + 87८ — 45 और 5z* — 8623 +872 —902+54 ы! 
7. Чо Чо अ० और ल० Чо so निकाले : 
22" + 2° — 9525-85-38 और 92* —7z3 115? - Bz + 9 8 I 
8. वास्तविक भाग न करके सिद्ध कर क़ि „55 _., 55 
2 -४7*, z-y द्वारा विभाज्य है, 
और उसको z+ द्वारा भाग करने पर शेषफल - 9,55 होगा | : 


VII 


Lt ia Es Ec l*e-y और ४+9-1 के ल्गातार गुणनफल को 
ИЕ ИКЕ s 
3. सिद्ध करो : "o *c— 2a)* - (o a — 92b)‘ n ee 1896. } 
4. निम्नलिखित व्यंजकों ae "d. *a-90* *(a-- 5—99*P. 


l-ztrtz* 1-z 


ч a? b? : +—— 

i =: А + - 

बी tei. шщ iure 
a+b a+b C 1+2 +2 +; E 
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5. 41z^—60zy--104y? को (2+ ०४)१ + 4(५०-79)? इस रूप में प्रकट 
करो और बतलाओ कि ऐसा करने से p और q का मूल्य क्या होगा। 
6. e Wo Sto और Go We अ० निकालो; . 
62° — 172° +112-9 और 192१ - 4७8 - 8८+ 1 का | 
7. सिद्ध करो कि m-n, (2+ bm? +n) -am(n - 3m) + bn(m — Зп) 
व्यंजक का एक गुणनखंड Ë । 
а का qeq कितना हो कि ८१ + 52+ a, z — द्वारा विभाज्य हो ? 
8. यदि # एक घनात्मक पूर्णाक हो तो सिद्ध करो कि 32%? + 92१11 के मूल्य , 
की इकाई के स्थान पर 5 है । [मद्रास, 1868.] 
vni 
1. सिद्ध करो :. (a—b)(z— als- 5) + (b — a )(z— 5)(z— o) 
+ (c—- a)(z — c)(z — a) = (a — b)(b — о)(а — c). 
2. सिद्ध करो; 4८: +०७+७१)२ -(८-४)१(०+ 95)१(9८+ ४) | 
=97a7b7(a+0)?. [ मद्रास, 1883 ] 
з. यदि 9५=८+४+० हो, तो सिद्ध करो कि 16s(s— а: — b)(s— с) 
= 96252 + 962602 + 925262 — ६९ — b* —c*. [ % Wo, 1867. } 
4. युणनखंड निकालो : 
(a? — 52)? + (02  à*)* — (a+b)*(c—d)? — (a — b)? (a + 4)* 
[ मद्रास, 1876. ] 


(y — 200+ 2) +(s—2)(s+0)> + (z —v)(z १-४), 
(y + z)(y — а)? + (z + z)(z — 2)? + (z + y)(z — u)” 
[He Чо, 1899 ; Яо Ho, 1888.] 


b. इल करो : 


४-2 ү YF v AE — ду. 
6. इलकरोः Ges) +--+ 
7. यदि n एक धनात्मक Wis हो, तो सिद्ध करो कि 2-1, 15 द्वारा 


विभाज्य है । [मद्रास, 1875.] 
8. at +9n7? +1, 2 *z'-s -1 और ८-1 का Ao Ҹо Ҹо और 


Bo Чо Ao निकालो। [क० ए०, 1869.] 
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छब्बीसर्चा अध्याय 
सरल समीकरण ओर प्रश्‍न 


(Simple Equations and Problems) 
L सरळ समीकरण (Simple | Equations) 


172. आसान “सरल समीकरण” हल करने की रीति पाँचवें और सत्रहवें अध्यायो में 
बतलाई गई है । इस अध्याय में उस पर और पूर्णरूप से विचार किया जायगा । 
173. ат प्रयोजन हो, पदो' को समूहो' में इकट्ठा लिखकर और 
तरफ ACHAT समीकरण को हल करना : 
निन्नलिखित उदाहरण gerade में दिये जाते हैं : 
उदाहरण 1. हल करो :' 4(8+1)* + 9(2 + 9) =13(z+3)°. 
दोनों तरफों को सरल करके 
4(z* +9z+ 1) + 9(z? + 4m 4) = 13(z? + 6z + 9), 
अथवा 1827 + 442 + 40 = 182? + 78z + 117 ; 
अथवा 1850 + 44 — 132° — 782 = 117 — 40, [ तरफ बदल कर ] 
अर्थात्‌ -3942=77; . CS o w$--i1i--96$. 
उदाहरण 2. हल करो : (z—9)* + (z— 6) + (z — 10)? 
ae = (z — 9)(z — 6)(z — 10). 
(z-2)* +(z — 6)? + (z — 10)* — 3(z — 9)(®— 6) — 10) 0 ; 
अथवा (८ - 2) + (z—6)--(z - 10) [1s — 6) — (z — 10)? 
* i - 10) - (z - 2)? + {ж — 2) – (с —6)}7]=0; 
[ बायीं तरफ के नियम 134 द्वारा गुणनखंड निकालकर ] 
अथवा (32 ~18){(10— 6)? + (-10+9)१+(-9+6)0 - 0 , 
अथवा 1(97—18)96-0; .'. 3s-18=0; Hs | = 6. 
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174. सिन्नचाछे समोकरण : 


अब तरफ बदलने पर 


दोनों पक्षों को S(56z — 47) से गुणा करके 


अथवा 562? - 39 = ४6४? + 9० - 47 ; 


इसलिए 


उदाहरण 4. हल करो: 


तरफ बदलने पर 


16x + 4} 
3272 


6 24 56z — 47 
75 4 812-41 "72-11 
562 —47 24 6 
.(81z—41)- (282-44) ४१1) _८४, 
24 4 
8(7z2 — 4) = (z + 1)(56z — 47), 
- 89 = 9 - 47. 
9z= – 894-47 =15 ; 
95-32, 162+4р 93 
2+1 32+9 atl 
93 25- ix थवा o£ 5% 
gtl «atl a 


इसलिए (a — 64)(a + 1) = (8z — 9)(82 + 9), 
अथवा 2? -(46)2- 8६ 3७१ - (58): - 4. 


इसलिए (6$ —4$)9 — 5$ - 4, 
अथवा 380 "1 "नन 
148: - 15-833 
उदाहरण 5. Z= S= ots 
8 3 5 
{ चू कि TF3 छक 24-53 
3 5 3 5 
इसलिए 2-2 2-6 ct8 2+3 
> 9 aes 50: 
इसलिए तरफ बदलने पर 2-9 2+3 2+3 «2-6 
165 1 2 уел 
(७-9 +98) (z+ 3)(z- 6) 
दोनों पक्षों. को 2+3 द्वारा गुणा और 15 द्वारा भाग करने पर 
-8 
z-9 ८-6 


इसलिए 2z—62-8(2-2); 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


g= 15 = 1, 


42-12, अथवा ८39. 


३५१ 


12-92 
Sor} 2+1 
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३५२ 
КРЕ पडत ~ : 
उदाहरण 6. दरु करा ठर |+ उ] atl 
8 9 4.58 
чы дх-18®-1 ofl atl 
8 4 9 3 
इसलिए li ze 7 हि 1 4710; (तरफ बदलने पर | 
19 19 
EET (&२-॥0171 (82-1) +1) 0 
1 1 
इसलिए 9521188170 
दोनों पक्षों को (Qa - 1)(8z— 1) द्वारा गुणा करने पर 
(8a — 1)+ (2 - 1) 550. 
529, अथवा «=F, 
9-6 6+-9- 26 
डावर 7. कर стт eerie re жүр 
c = (a-c)+(b-c) | a—o ax 0105; 
9b+zx= Bata atb+a @+ф+ж arbre 
इसलिए तरफ बदलने पर 
Ue S рулык ret Bb 
(eg 2b tz ааа) (७ See 
"WD (а-о арава) C rptu) 
इसलिए а-о ७-6 
9+0 Bata 
ate (a—c)(2a+2)=(b—c)(2b+2); 


zila — o) —(b-0)} = 9b(b — о) – Заа — с), 
अथवा z(a — 5) = 9(5* — ८१) — 2o(b — a) 
= 9(b—a)(b+a—c) 

= (७५ — b)(०-८-४); 
aie 2४ 9(0-6- 0). 
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FAM 92 
'निम्नलिखित समीकरणों को हल करो : 
і. 3(=+1) + ६(+8)* 5 7(७+ 9), 
2. (-०)(७- ४७)२(४-०-४)*. 
3. (x-a)? +(- 5) +(x- o0)? =3(z — a)(z — b)(z — c). 
4. (e+a)? -F (c-r b)? +(+6)* = (2—92)? + (/- 2b)? +(e — 96)*, 


982-78 142—9 1382-16 
91 3 ` 155-9 


6 952-159 192-99 172-47 
z 35 7 232 — 59 
7 918 - 27 + 24w -93 18=+9 
" 56 — 302—198 .8 
8 1172-96 , 16z— 17 _13=+4, 8$ 
y 135 १92-110 15 27 
g, 62-1 1+16c2_,, 19-82, 


5-8 27% од cái .g 


10 2271-88 132-9 | m T7z 2+16 
Y 9 177—829 3 12 36 


41-352 7-92 1+8:2 92—25 


105 14@-1) 21 6 


LEN P EUER. ted 18:3 o ES 
: 2-0 =+7 (८-7) 18: 5(8= жа) 3248 Зк +4 


19014219) * 90182-14) 14z-19 182-14. 
50 37-40. 35 49-92, ` 
52-17 192-1 39-1" 32-1 


(18)2+1928 Ze+8 208 — (192 x (1$ 
9a +5 +8 9z t5 2x + 8) 


17. 
B—28 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj कन hennai and eGangotri 
सरल als 


३५४ 

(9892—39, Goo + 4k$ _ 762 +638 , (4४) — 99, 
18. "Am 82-29  6a+29 नव्या आय 

1 2 __3. ddr rct ur КҮ ШШ 
19. itera 5-8 20. ipti 7 4648 ri 
° 8¢+11 32+17 82065 

_ ene 3... т. 
22. Srl бл+18 81-78 ба+19 

8 19 5 9 


28. 95417 22-260 Dora 95-53 
NONE 4. 
2А. Srl 4т+6° 7 
6 13 "o ка чш L 8. 


25. p-6z 62419 Got? 52% 7215 719-98 


27. ze ism ГЕ 28. Et यत 

А Етте 3; e ees 

81. uui 82. meta) Mtd omin, 
73 umen и a व त 
a, — eee 


«—Ga $ 2 +30 Y 2-96 ४-6 


175. मिन्नवाले समीकरणों में प्रत्येक पद के अंश को उसके हर द्वारा भाग करने से 
बहुत आसानी से समीकरण हल किये जा सकते Š । 


_ atl 9+9 992+80 
उदाहरण 1. इल करो: ст+ 9 lle 18 


(7-1)+ 9 " (z—9)+4 $: 9(11z — 18) + 66 


МЫ me 2-9 llz—18 
PER еа I, 

अधवा (1+2 ++ ®) 2115-18 
अथवा — + £ च 


— a Jx 
४-1 7-9 11z-18 
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9 98 _ 4६ 5 
इसलिए तरफ बद्ल के ८-7 Пә-18 172-18 ७-8 


4 —16 
अथवा (c—1X11z-18) (11s- 18x —2) 
LJ HOP S 
2-1 ४-9 
अथवा Yo-14=8c-8; .. ४-6, 
=== 4c? +7, 6 Bz +11 402 +- 9% + 6 
उदाहरण 2, इज करो сс LT тавр" 
4 (40? —1)--8 , 92(3z — 1) - 2(8z — 1) + 9 
92-1 92 —1 
4х(ж 4-1) - (+ 1) + 7 
2+1 
7 
अथवा fatit र) (as 2*3: | 4७-15 557 


8 4001 
इसलिए m-i m-i stl 


इसके आखिरी हिस्से के लिए विद्याथी 174 वें नियम में दिया हुआ उदाहरण 
5 देखें। 


उदाहरण 3. हल करो! THe * 2-9 “४-19 ७-8 
q(z —8)--1 ,%(४-9)+1 _6(z—19) +1 , 3(= 5)+1 


झव ७-8 2—9 2-19 2—5 
emo [retis { e zu 
Aog ИЕС eee DEW 

"* g-8 2-9 s- 5 


hesa 2 bE 


इसलिए पक्षान्तर-्ारा 2-8 228 et). ४-9 


अथवा (28055) (७-79%-9' 

(z —8)(z — 5) =(z —19)(z — 9). 
अथवा 2-132 + 40०97 — 912+ 108 ; ` 
s 85:68, अथवा ४०583. 
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TARAS 93 


निम्नलिखित समीकरणों को हल करो : 


92-1, 32-4 59-19 2 22 + 7  4c--99 62-10 
2-1 2-9 2-3 “2+9 аб &- 8 


952 —40 Ta+9 , 6z 
52—6 2 32+4 
T 
8 


0. 


[ नियम 168 का उदाहरण 3 देखो ] 
1 92+ 7, 7, Wert, 4४+8 8z+1 
1+ 


2+ a 
s. गण Осе Dz-4 4528 9—1 
ltz 
42-7, 1502-11 19%+ 1 
4z+5 52+7  3z+4 
42 +4z2+8z+1l 95 +95+1 
9z2 +9z+3 2+1 
195° +1622 +992 —1 4252 +902—-1 
352 +42 +8 2+5 
z*—zt1,z?-9541 oue 
аралата ito 
248 wt -0--1_ 922-4&+ 1 
2—1 2-92 ` ` क-3 
92 —32 +7, 62 +92 +91 322 +82 +7 
952—1 32 +1 2-3 ` 
3+9=2 5+2% 452 —9 
1+95 +95 73-1624 4z* 
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18, 42+21 Se—-69_3e—-5 62-41. 
` m+5 28-14 5-9 ४-१ 
19 5-62 9z+7 31-1902 , 4%+- 91 
` $9z-1 at8 32-7 2+5 
40. £ +32+3 22-15 ac F7z41l cz —4g—90 
Г 2+9 2—4 2+5 2-7 

9s--1l 92-9 42+18 152-417 
2+5 82-4 +3 Зх —10 


9 2-3 vc-1,c2-4 
2 — Фо Uo, 1887. 
2. Gg T ura sd + PET [ Vo; ] 


176. विवध ЯЯЯ: 
Babe. ab? (90+) _ bz 


[ &» Yo, 1860. ] 


उदाहरण 1. हल करो a+b (a +b)Š T a(a + b)? ४०७५ ८ 
अब तरफ 958 पर 
69 ab b (2a+b)b? 
2 {80+ aud oF 2 ala + 5)? } 
{ [ (+05, 
(a+b)? 
{ a с) 
{ dot (a+b)? 
ss “a+b 
. az! boc. az tb 
उदाहरण 2. इल करो voverat 
em m(am+b) +e aatb 
v(pr--g)tr ро+а 
फज़े करो कि m= 62 + 9 व "59% + ६ है 
इसलिए moto m. 
"rtr ES Toc 
эс mnc-con-mnzctrm; .. ch=rm, 
अथवा ००+ q) = "(००+ b) ¦ <. wlop—ar)=br—ecg: 
20-८५, 
te 
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उदाहरण 3. हल करोः (४-96)*+ (2 ¬ 90) = 9(2 -८- 2९. 


अब तरफ बदलने पर 
(z—92a)* —(z— a— b)? -(z -a — b)? — (z — 95). 


अब फज़े करो कि X-z-9a,Y-z-92b9h = - ८-8 है 


*, X®8-73=73-y> 
अथवा (>- Z)X2:+XZ+ Z°)=(Z— Y)(Z2+ ZY+ У?). 
किन्तु X-Z-Z-Y; क्योंकिये दोनों = ७-८; 
X2+ XZ+ Z2= Z° + ZY+ ए?, 
इसलिए तरफ बदलने पर X? - 7? = Z(Y - X). 


साधारण गुणनखंड X — Y को, जो कि 25 - 96 के बराबर है, हटा कर 


X4Y--Z, 
अर्थात्‌ (2- 26) + (४-90) = —(x—a-— b). 
इसलिए 8258(6+४) ; ..cz-a-b. 


उदाहरण 4, हळ करो: tL aetate)", 


८10 \Qatbte 


& с+а (ztb)t(a-b) , a-b 
डय a+b a+b gb 
2m+a-+e (22+8+ 06) + (७-४) a-b 
at DE 9z+b+o ШЕ दातच 
a-b 6-0" 
इसलिए 1+ bu 
L, Жа-® _ (४-४8) 


Q+b+e ' (2+6 +0)" 


इसलिए त्रफ वदळ कर और a — से भाग देने पर 


अथवा 


1 2 a=b 
2+b 9z+b+c (यते 


— 0—b b 
© (a+b)\Qa+b+0) (92-+b+o) ' 


6-०8 _ a-b , 
` mtb 95+8+6 
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$ 2+1 3w+t3 हळक8 
e+18_ 27-80 5, 6. 2—b.2-a. 9(a — b) 


Digitized by Ary RES SRL शोर па and eGangotri 
JS 92(0— b)+ (c? — ४१) =a(a—b) + b(a — 0): 


.. sz(a--5—9c)-c* - 6० ; 


ñ — ab 
{б 9४77 5-96 
उदाहरण 5. हल Wl: 
4g | 190v" —5 5 8४-1 95-४2, 
(bz — 1)(z +5) +8 8 


v 5z2 - 8 5(2522 —1) _5(52+ 1), 
चूंकि (62-1)(८--5) (5z-1 9-85) «th 


© 

और 5 9%22-1 $(822 - 1) Sz 

और 8 wth 16 2+5 

co 4m Dti) 502-8 95, 4a. 
इसलिए g ari "507 gee 3.8 

अब तरफ बदल कर और 5 द्वारा भाग देने पर 
Jint dad 62170 _ ву, 
2+5 
इसलिए 22-50 डे - (18)2 - 313 ; 
ho (38) = 80$ ; S. $1185. 


FAA 94 
निम्नलिखित समीकरणों को हल करो : 
1. 9 2. 


+8 102+1 62-8. 92+38 
ert üp-l 2+19 


12—3 at4at+b , 4c a 9b 
= & CEN s स्लम ata—b 


ка 1 ` 


३५६ 


= б, 


5. "2-2 8४-19 ар ас Eb) 


д +90. 2-26 ab му 
1. De 95७ s 4b* 


(c — aX 5) _ (z — o)(z 


g-a- -०-० 
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1 92 Jar 60 t 42 
a'F)st28 &3 +4043 25.526 15 543^ 


10, ata para – 9a 
а? taste’ a'—acctz* vatta st +n") 


c 2—9 2+1 2-8 i 


fb E == 


2-9 2-7 w-1 &-56 


iD. vie NE АН ee ОИ 
(+a)? — 8° t. (r--5)*—a* x° (a+) +21 (a— 5) 
82°*+5@2+8 _3z+5 2 +87, 

13. 2 3 582° +87947 94-4 
ба? +62+19 52+6 ч: 8722 +145a+11 Sgt e 

*(a — 9b) Qabe 252 

15. 2532—20), 4,2800 _ ал а: 

Ha- " ७-७7 5 **-(-a* 


16. (z—93)' --(z—27)* = 9(z — 95), 
17, 42-17 738-992. 6 (== 


9 88 "7^ 202-54)" 
2—30) 2—94 — 2b 2+19 [92 +33) ° 
(x 24 9a-9b 18. ai. (деа) : 


z—a)] z-92a-b 
2+0 ж+а+9Ь 


177. किसी सरळ समीकरण का एक से अधिक सूल नहीं हो 

set l समीकरण के पदों में से अनजानी राशिवाले पदों को समता-चिह् की Wu तरफ 

X अन्य पदों को ममता-चिह की दाई' तरफ वदलके लाने a सब समीकरणों को 
6४58 के रूप में प्रकट कर सकते Š | 


b 
इसलिए , के अतिरिक्त और किसी मूल्य:द्वारा समीकरण की समता सिद्ध न होगी । 
इसलिए सरळ समीकरण का एक से अधिक सूळ रहना सम्भव नहीं है 1 
अथवा यदि सम्भव हो, तो मान लो कि az b समीकरण के ० व £ ये दोनों मूल्य हैं । 
तो अवस्य aab E 
SON) 
इसलिए घटाने पर (८ -/) = 0; 
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किन्तु यह असम्भव है; कारण एक निश्चित संख्या है, और (फर्जिया भी) a व 8 
एक दूसरे से भिन्न हैं, इसलिए ८-४ का मूल्य झूत्य नहीं Š । : 
इसलिए सरळ समीकरणों का एक से अधिक सूल रहना असम्भव है । ` 
178. uu समीकरणं हल करने के दो व्यतिक्रम (Exceptions): 


(1) यदि कोई सरळ समोकरण पदान्तर और सरळीकरण के वाद 0х2—0, 
अर्थात्‌ 0-0 का रूप чки करे तो स्पष्ट है कि अनजानी राशि का-कोई भा मूल्य प्रयोग 
करने पर समीकरण की समता सिद्ध रहेगी । इसलिए ऐसी अवस्था में समीकरण के अनजाने 
ча के अवन्त чет हो सकते हैं। वस्तुतः इनको तादात्म्य (Identity) कहते हैं । 


उदाहरण | ७-9 a + as समीकरण में तरफ वदलने से प्राप्त होता है 
(1-3-३)०=‡ ¬2, अर्थात्‌ 0५०=0 ; अथवा 0-0. 
इसलिए यह समीकरण एक तादात्म्य है, और इस कारण 2 के किसी भी ч के 


Ru इसकी समता सिद्ध रहेगी t 


(2) Ë + 5) CH e समीकरण में तरफ बदलने से व सरलीकरण द्वारा 


8 2 
яя होता दै (३ -३+४)०=४६+ ६-४ 
अथवा 0%2=1, 
अथवा 01. 


यह रूप सर्वथा असम्भव है । इसलिए दिये हुए समीकरण में अनजानी राशि के किसी 
भी wer के लिए समीकरण को समता' सिद्ध नहीं हो सकती। अर्थात्‌ इस समीकरण का 
कोई सूळ नहीं है । ४7० 1: sen 
साधारण रूप से “यदि ७-0 न हो तो किसी समीकरण को 0 %०=0 के रूप Š 
Sat पर इस समीकरण का कोई अर्थ नहीं हो सकता और इस कारण अनजाने पद का कोई 
मूल नहीं दो सकता ।” ir 
IL. सरळ समीकरण और प्रश्षावल्ी 


179. सरल समोकरण-सम्बन्धी प्रश्न हल करने के साधारण नियम area अध्याय में 
चतलाये गये हैं। अब इस प्रकार के कठिन प्रश्नों पर विचार किया जायगा । 
निम्नलिखित उदाहरण ЭЯ में दिये गये हैं । ` 
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उदाहरण 1. 19999 के अन्दर ठीक किस समय घड़ी की दो सूइयां एक 
मिनट की दूरी पर रहेंगी ? | 

फज़ करो कि एक बज के z मिनट पर घड़ी को सूहयाँ इस दूरी पर Š । 

इसलिए पूछे हुए समय पर मिनट की सूई 19 की संख्या से ० मिनट की दूरी पर है। 
अब चूँकि मिनट की सूड घंटे की सूई से बारहगुना तेज़ चलती है, इसलिए मिनट की 
a जिस समय मिनट सूचित करनेवाले स्थान से गुज़रती है; उस समय घंटे को सू 


एक मिनट सूचित करनेवाली दूरी के та š गुज़रती है । इसलिए पूछे gu समय पर घंटे की 
सुई 19 की संख्या से (5+ ॐ) मिनट की “दूरी पर है! : 


अब चूँ कि दी हुई शर्ते के अनुसार पूछे हुए समय पर दोनों सूइयां सें एक मिनट 
का अन्तर है ; 
इसलिए c= (5*2) «x 


यदि मिनट की ag घंटे की सूई के आगे हो तो ऊपर दिये हुए द्वि-अर्थक fug में 
से “+? चिह और यदि पीछे हो तो “-? fag लेना होगा । 
`. अद 6-16, अथवा 4 ; 
"no omS—ii-04, अथवा $28=4,4, 
इसलिए 1 बजकर 42६ मिनट के समय अथवा 6,९ मिनट के समय घड़ी की qt 
सूइया एक मिनट की दूरी पर होंगी । 


| उदाहरण 2. दो स्थानः? व ८ परस्पर 3३ मील की दूरी पर हैं। дава 
Wee में से чет गाड़ी पर सवार होकर घंटे में 6 मोल की चाल से, और 5 
des घंटे में 8 मील की चाळ से Q को ओर चलता है। Q पर पहुँचने के वाद यदि 4 
वहाँ पर 15 मिनट आराम करके फिर गाड़ी पर 7 की ओर чё तो उसकी wal पर B 
से भेंट होगी? , [ कलकत्ता, 1882. ] 


чї करो कि जहाँ पर 4 व В मिलते हैं वह स्थान P से z मील की दूरी पर Ë! 
तो В जिस अवधि में x मोळ चलता है, उतनी अवधि में 4, Q तक चल कर, वहां 
15 मिनट आराम करने के बाद फिर (3३ —z मील) चलता है। स्पष्ट है कि 4 को ऐसा करने 


i =2) ыз 
ï (8 + i + сг) घंटे लगते हैं; और को & मील चलने में. Š घंटे लगते RI 
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अथवा 7+3+(7-१2) = 49 
627217; .'. ७००9४. i 
इसलिए P से 2६ मील की दूरी पर 5 और 4 की भेंट होगी! 


उदाहरण 8. एक ज़मीन्दार एक खेत को sm< 10 पा० व कुछ अनाज पर उठा 
देता है। जब अनाज प्रति वुशेळ 10 शि० के भाव से विकता था, तब ज़मीन्दार को फ्री 
एकड़ 10 शि० आमदनी होती थी, परन्तु यदि अनाज का भाव प्रति gae 13 Rro 6 Fo 
होता, तो ज़मीन्दार को फ्री एकड़ 13 fre आमदनो होतो। तो कितने बुशेछ अनाज 
लगान में शामिल Š 1 | , 

फज़े करो कि वह z йө अनाज लगान में पाता Š | 
चक्र чї айз अनाज 10 fire के भाव से विकता है, इसलिए उसका सालाना 


~ 


लगान Š 10 पार + 102 fre अर्थात्‌ (200+ 102) fate और चूँकि इस हालत सें वह 


900 + 102 
чї एकड़ 10 Rre के हिसाव से छगान वसूल करता है, इसलिए उसकी ज़मीन तठे 


अथवा “20 +z” एकड़ है। 
दूसरी शर्त के अनुसार (अर्थात्‌ जव कि अनाज को दर फ़ी एकड़ 18 शि० 6 He है) 
उसकी आमदनी साल में 10 पा० 1352 शि० अथात्‌ 400 2272 शिर और आमदनी चूँकि 
लिए s जमीन 400+ 91 uic 
रो एकड़ 18 शि है ; इसलिए इस हालत Lo it 


इसलिए 20+ = осе ; `: अथवा 520+ 262400 + 372. 
7: 0-190. 


абет वह 120 999 अनाज लगान में पाता Š । 


उदाहरण 4, एक खरगोश 80 बार कूदने से जितनी दूर जा सकता है, उतनी 
दूर्‌ се + > उसको पकड़ने के लिए दौड़ना आरम्भ किया। कुत्ता जितने समय में दो 
चार कूदता है खरगोश उतने समय में तीन मर्तवा कूदता है। परन्तु खरगोश दो मतेबा कूदने 
से जितनी दूर जा सकता है कुत्ता एक मर्तबा कूद कर उतना जाता है। पकड जाने के पूव 
खरगोश कितनी वार कूदा था 2 : 
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फज़े करो कि खरगोश के कूदने की संख्या = 32 

तो इस समय में कुत्ते के कूदने 1 संख्या = 92 

अब कुत्ते के प्रथम स्थान से खरगोश जिस स्थान पर पकड़ गया, वह उतनी ही दूर 
है, जिनना ख़रगोरा (80+32) Adal कूद कर ,जा सकता है, और यह कुत्ते के 9७ jur 
कूदने की दूरी के बरावर है 

= ats कुत्ते के एक मतंबा कूदने की दूरी खरगोश के दो मतंबा कूदने की दूरी के 
बराबर 

इसलिए कुत्त की 92 सतंबा कूदने की दूरी = खरगोश की 4८ मतवा कूदने की दूरी 

<. 8082242; . 2=80 

इसलिए पकड़ जाने के पूर्व खरगोश 8 x 80 अर्थात्‌ 240 मतंबा कूदा था। 

उदाहरण 5. किसी सरिफ़ के पास केवल कुछ सोने और कुछ चाँदी के सिक्के थे। 
अब य॒दि संख्या में ८ चाँदी के К, या संख्या में b सोने के सिक्के दोनों का मूल्य s 
को रक्कम हो, तो यदि कोई व्यक्ति सोना और चाँदी की संख्या में से ० सिक्के निकाळ कर $ की 
रक्कम लेना चाहे, तो उसे कितने चाँदी के सिक्के और कितने सोने के सिक्के देना होगा ? 

फज़ करो कि चाँदी के सिक्कों की संख्या = 2. 

तो सोने के सिक्कों को संख्या = ०-८, ` 


: अब एक चाँदी के К का सूल्य = > 
और एक सोने के सिक्के का मूल्य = £ 


अश्र चकि हमारे मान छेने के अनुसार & चाँदी के सिक्के और ८ - >? सोने के 
सिक्कों का कट्ठा सूल्य s है : 


इसलिए .' а=: + (0-४) "हुए 


1= 2.49797; अथवा 1-1). А 
a < b a 1 


b КШ: 
m=) और ०-५=०-५०-४ _४०-०), 
š -b  a-b 
इसलिए पूछे हुए सोने और चांदो के सिक्कों की संख्या क्रमश: 02-0) और 
6(०- B), 
a—b t 
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उदाहरण 6. AB 990 मील we एक रेलवे लाइन है। तीन रेलगाड्या 
р, Q, R घंटे में कमश 95, 20 я 30 मील की चाल से उस रास्ते पर चलती ë! 
ра Q क्रमशः TAM q 8-15 A.M, पर 4 से B की ओर और Р, 10-30 Ам. 
पर 8 से 4 की ओर खाना होतो है । कहाँ और किस समय Q और E से P बराबर दूरी 
पर्‌ होगी ? : 


A Q P R 5 


oa करो क्रि ऊपर दिये हुए चित्र के अनुसार P रेलगाड़ी Q व 7४ से चराचर दूरी 
पर है; और R रेलगाड़ी के В से छूटने के (अर्थात्‌ 10-80 4.11. से) # घंटे के बाद ऊपर 
दिये हुए स्थान पर आती है । ; 

चूँकि 10-80 a.m. से 33 घंटे पहले Р Зета 4 से चली ©, इसलिए उसके 
छूटने के बाद (95 + z) घंटे चलकर वह उपरोक्त स्थान पर पहुँची 81 

इसलिए  AP-(91-2)95 मील, | 

और 4Q= (9३ + ).90 मील, 

और BR- 307 मील, [$8 

rin PQ= AP- AQ = (31 2).25 — (24 + 2).20] सील 

और PR= AB- AP- BE - (990 - (85 + 2).25 - 802} मोल 

Ru PQ=PR; E | 

Г (83 +2).95 - (2% + 2).20 = 220 — (32 +2).95 — 302 ; 

| 50.(9 + z) — (2३ + «).20 = 220 —.30z ; 

m 602 =920—175+45=90; -` 2-15 ; 

इसलिए 10-30 Ам. से 18 घंटे के बाद, अर्थात्‌ 19 वजे 7, Q और R से बराबर 
दूरी पर होगी। और चूँकि, Р, 7 बजे 4 से चली है ,इसलिए 19 बजे वह 4 से 
5x95 अर्थात्‌ 125 मोल की दूरी पर होगी। ids d TUER 

उदाहरण т. दो gu i के साथ कुछ 5 हंड्रेडवेट वज़न का माल था और प्रत्येक 
को वह जितना माल बिना भांडे ळे जा सकता था उसको छोड़ कर बाही माल के लिए, 
क्रमश: 5 Rio 9 do और 9 Re 10 Чо माल के भाडे के लिए देना чи! чең संब माल 
यदि एक ही मुसाफ़िर के साथ होता तो उसे अतिरिक्त माल के लिए 19 Rio 9 Чо देना पढ़ता। 
प्रत्येक के साथ कितना माल था? और see सुसाफ़िर कितना माल बिना भाडे ले जा 


सकता था १ 
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чу करो कि प्रत्येक सुसाफ़िर & हंड्रेडवेट माळ बिना we S जा सकता है। 
तो (5 शि० 9 do) + (9 शि० 10 Yo) = (5 — 92) इंड्रेडवेट का भाड़ा 


फेक х de एक हंड्रेड्वेट का भाड़ा 


और 19 fate 9 Чо = (5-०) हंड्रेडवेट का भाड़ा । 
230 q, = एक हंड्रेडवेट का भाड़ा 


३६६ 


5 

15x18 _ 930 : so an 
इसलिए 57585 Bag? © 185-2) = 285-22) ; 
अथवा 98z=115-90=95;  .. ०=§६. 


इसलिए विना भाडे जो माल एक सुसाफ्रिर ले जा सकता था उसका वज़न 
= 32 हंडरेडवेट = 35 x 4 x98 Чо = 100 Чо 


और एक eats का माड - 0. पें० 295. дь = 60083 to = 56 dei 

चूँकि पहले सुसाफ़िर के अतिरिक्त माळ का भाड़ा = 5 शि० 9 Ҹо = 69 de 

और दूसरे मुसाफिर के अतिरिक्त माळ का भाझ=9 शि० 10 Ҹә = 118 Чо 

इसलिए पहले मुसाफ़िर के अतिरिक्त माल का वज़न = १ हंड्रेडवेट 

= 98 x 4 x 98 Чо = 194 Te 
और दूसरे मुसाफ़िर के अतिरिक्त माल का वज़न = ६ हंड्रेडवेट 
= 3⁄8 x4x 98 Чо = 936 Tlo 

इसलिए पहले मुसाफ़िर के पास कुल वज़न = (100 + 124) Wo = 224 Tio 

और दूसरे मुसाफ़िर के पास कुल वज़न = (100 + 236) We = 886 Ҹо 

उदाहरण 8. कोई व्यक्ति प्रति पाउंड 3 शि० के, और प्रति पाउंड 5 शि० के भाव 
पर चाय खरीद के दोनों प्रकार की चाय इस प्रकार मिला देता है, कि मिली हुई चाय को 
sit पाउंड 3 शि० 8 Go के भाव से बेचने पर उसे सेकड़ा 10 का मुनाफ़ा होता है । एक पाउंड 
बढ़िया चाय के साथ उसने कितनी घटिया चाय मिलाई थी 2 

फज करो कि उसने एक पाउंड बढ़िया चाय के साथ. पाउंड घटिया चाय मिलाई थी । 

एक पाउंड बढ़िया चाय व 2 पाउंड घटिया चाय का खरीद का दाम = (32+ 5) शि० 

*. मिश्रित चाय के एक पाउंड का खरीद का दाम = E शिर 

परन्तु मिश्रित चाय को प्रति पाउंड 88 शि० के भाव से बेचने पर उसे सैकड़ा 10 का 
मुनाफ़ा होगा ; अर्थात्‌ प्रति 100 fre के लिए उसे 110 fro अथवा प्रति शिलिंग के लिए 
उसे +s fate मिलता है 1 | 
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इसलिए 88 Rare प्रति पाउंड मिश्रित चाय के कय-मूल्य का ३8 हिस्सा है । 


' « oa ll sats, 11 11,3z*5. 
ve 80 аът Ng TIO чат 
अथवा 10(z-1)23(9215); =. 6, j 


इसलिए प्रति पाउंड बढ़िया चाय के साथ उसने पाँच पाउंड घटिया चाय मिलाई थी 


उदाहरण 9. कोई फौजी अफसर अपने सिपाहियों को. 5-कतारवाळे (5 deep) 
एक अन्तःछून्य वसे (n hollow square) के रूप में सजा सकता है ; अथवा 6-कतारवाले 
(G deep) एक sra वर्ग के रूप में सजा सकता है; परन्तु दूसरे वर्ग की सबसे 
आगे की पंक्ति के सिपाहियों की संख्या पहले वग के सबसे आगे की पंक्ति के सिपाहियों की 
संख्या से 4 कम है; तो उस sae में कितने सिपाही थे ? 


[ यदि कुछ मनुष्य कई समानान्तर और एक ही भाँति रक्खी हुई भिन्न भिन्न कतारों 
इस प्रकार सजाये जाँ कि प्रत्येक कतार के मचुष्यों की संख्या कुछ कतारों की. संख्या के ATA 
हो तो उन मनुष्यों का एक अन्तःपूर्ण वर्ग में (10 a solid square) सजाया हुआ हृते ë! 
नीचे दिये हुये चित्र से इस प्रकार के वर्ग बनाने की रीति स्पष्ट विदित होगी । इस चित्र में 
A, Ba, 0. आदि एक एक मनुष्य सूचित करते हैं । 

i 70, Di 4H оен: 


As Ba C; Ds Es Fs Gs Hs 
As Bs Os D 3——Es—— Fs Gs Hs 


As Ba C, Ds E F. б, : H, 
As Bs Cs Ds Es Fs Gs Hs 


As Be 0,——D.——Bs——_F Gs He 
Ат B; Cs Dz Ez Fy G4 H4 
As Bs Cs Ds Es Fs Gs H, 


चित्र में दिखलाये हुए अन्तःपूर्ण яй में कुछ आठ чаң हैं, और प्रत्येक कतार में 
आठ आदमी हैं। इस वर्ग के अन्दर से यदि अन्तःपूर्ण बगे 03757760 को हटा लिया जाय 
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तो बाकी हिस्से को 2-कृतारवाला एक अन्तःशून्य चरा (hollow square 2 deep) कहा 
जाता है; स्पष्ट है इसके भो सामने की पंक्ति के सिपाहियों की संख्या 8 है ; परन्तु यदि 
057५७77६06 वर्ग के AS 70:४८ 7५६7): वर्ग हटाया जाता तो वाक्री हिस्से को 
3-कतारवाळा (3 deep) SARRA, 91 (hollow square) कहा जाता, इस हालत में भी 
सामने की पंक्ति के मनुष्यों की संख्या 8 ही होगी । 

इसलिए, जाना जाता है कि सामने की पंक्ति में & मनुष्य रहें, तो 2-कतारवाले किसी 
Ia वग के मनुष्यों को uen-z*-(z—4)5; इसी प्रकार 8-कतारवाले किसी 
AAA वय के मनुष्यों की संख्या =? - (z — 6)* आदि। 

इसलिए, जिस अन्तःशून्य वर्ग के सामने की पंक्ति के मनुष्यों की संख्या » है; और जा 
PATS है, ऐसे अन्तःझन्य वग के मनुष्यों की संख्या = ४: — (८ - In)? 81] 

чч करो कि उदाहरण में दिये gu que बग की अगली पंक्ति में मनुष्यों की संख्या 
== तो दूसरे वग के सामने की पंक्ति के मनुष्यों की संख्या स्पष्टतः = ८ - 4 Š । 


इसलिए पहले वग के सिपाहियों की संख्या = ०? - (८ - 10)  :--- - (1) 

और दूसरे वर्ग के सिपाहियों की संख्या = (2 - 4) - {(० - 4) - 192 ... (9) 

अब चकि उन्हीं КЧ से दोनों प्रकार के वर्ग बनाये जा सकते Ë ; इसलिए कुळ 
सिपाहियोँ की तादाद दोनों हालतों में एक हो है। 


` इसलिए z*—(z—10) = (८ - 4)? - ((s— 4) - 19}? 
अथवा 20z — 100 24(z — 4) - 144 
4c * 144 -- 96 — 100 — 140 
AiG 2= 35 
इसलिए (1) से पूछे हुए सिपादियों को संख्या = 35? - 952 = 60 x 10 = 600. 


TAM 95 


1. तीन व चार बजे के .अन्दर ठीक किस समय घड़ी की दो सूइग्रा एक दूसरे पर 
(coincide) मिलेगी ? 
= 2. पाँच व छ; बजे के अन्दर ठोक फिस समय घड़ी को दो чї एक साथ 
लेंगी १ [ क० Чо, 1886. ] 
8. सात व आठ बजे के अन्द्र ठीक किंस समय घड़ी की दो सूइयाँ G) परस्पर विरुद्ध, 
(ii) परस्पर लम्ब व (iii) एक साथ होंगी ? 
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4, छः बजे के बाद, सबसे पहले किस समय घड़ो की दोनों geal (i) परस्परः विरुद्ध 
और (ii) परस्पर exa होंगी ? 


5. दो मनुष्या में से एक 4 से p की ओर घंटे में मील की चाळ से और 
दूसरा p से 4 की ओर घंटे में त मील की चाल से चलता है; 8 एक ही समय चलना 
आरम्भ करते हैं, और यदि 4 से 5 की दूरी a मील हो, तो वे कहाँ मिलेंगे ? 


- 6. दो मनुष्यों आपस में деа करने के लिए 99 मील की दूरी पर दो स्थान से 
कमश: घंटे सें &मील च 6 मील की चाळ से चलना आरम्भ करते हैं; यदि वे पहली 
बार मिलने के वाद फिर इन्हीं दो स्थानों के वीच चलें तो वे कहाँ और किंस समग्र 
फिर मिलेंगे 2 


` 7. Um ача घोड़े पर संवार होकर 4 से D तक जाने के [eu तिहाई रास्ता 
घंटे में a मील की चाळ से और amy रास्ता घंटे में 99 मील की: चाळ से चलता है 
यदि वह आरम्भ ` से बरावर: 9० मील की . चाल से चलता, तो वह इसी समय में 2 में 
पहुँचकर फिर A को लौट आ सकता था, 


तो सिद्ध करो कि ^ = 2 + ड [ ®° Чо, 1889, ] 


8. एक दौड़ में 4, B को पाँच मिनट में 75 чя पीछे छोड़कर 900 тя दौड़ 
जाता है; परन्तु इस समय A एकाएक गिर पड़ता है, और पहली चाल से फ़ी मिनट 
90 गज़ कम दौड़कर भी B से केवळ आधे मिनट बाद अन्त पर पहुँचता है । कितनी देर दौड 
जारी रही ? 


9. एक व्यक्ति किसी शहर से सफ़र को रवाना होता है; परन्तु जब वह सफ़र का 
चौथाई हिस्सा चल चुकता है, तो उसे जान पड़ता है कि. यदि वह इसी चाल से चलता रहे, 
तो जिस समय उसे अपने सफ़ेर के अन्त पर पहुँचना चाहिए था तब तक वह केवल उस फ़ासरे 
का š हिस्सा ते कर सकेगा ; परन्तु फ़ो घंटे एक मील रफ़्तार बढ़ाने पर वह ठीक समय सफ़र के 
अन्त पर पहुँच जाता है ; तो उसकी रफ़्तार निकालो 1 


10. एक कारतकार सालाना 80 Чо की रक्कम और कुछ घान के लगान पर ज़मीन 
भाडे लेता है; जब कि धान फ़ी que 1 पा० 5 शि० के भाव बिकता है, तो ज़मीन का 
आहा. फ्री एकड़ 1 पा० 15 शि० के हिसाब पड़ता है । परन्तु जब घान फ़ी बशेल 1 To 
10 fae के भाव बिकता है तो उसका भाड़ा फ़ी एकड़ 9 ure के हिसाब पड़ता है। तो भाडे 
में कितने बेल घान का लगान Š ? 
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11. एक चापरासी सालाना 8 पा० और एक वर्दी पाने की शर्ते पर काम में Ger गया ; 
परन्तु 7 महीने के बाद 9 पा० 3 शि० 4 पें० व वर्दी देकर वह काम से निकाल दिया गया; 
तो उसकी वर्दी का मूल्य कितना होगा ? 

12. एक खरगोश 50 मतंत्रा कूदकर जितनी दूर जा सकता है, उतनी दूर से एक 
कुत्ता खरगोश को पकड़ने के लिए दौड़ने लगा; कुत्ता जितनी देर में तीन मर्तवा कूदता है 
खरगोश उस समय में चार मतेत्रा कूदता Ë ; परन्तु कुत्ता जितनी दूर दो मतंब्रा कूदकर जाता 
है, खरगोश तीन чач में उतनी दूर जाता है। कुत्ता कितनी बार कूदने के बाद खरगोश 
को पकड़ सकेगा ? . 

13. एक कुत्ता 60 मर्तबा कूदकर जितनी दूर जा सकता है, इतनी दूर पीछे से वह 
एक खरगोश को पकड़ने के लिए दौड़ पढ़ा। खरगोश. जिस मियाद्‌ में бақ कूदता है 
कुत्ता उतनी अवधि में 4 dar कूदता है; परन्तु खरगोश चार मतंबा कूदकर जितनी दूर्‌ 
जाता है कुत्ता उतनी दूर्‌ तीन ही मतंबा में जाता है; खरगोश की पकड़ तक उनमें से प्रत्येक 
कितनी बार कूदा होगा ? | . 

14. “सेन्ट जान” की नाव 30 मर्तबा St पर जितनी दूरी जा सकती है,'उतनी 
पीछे से “केअस” की नाव, “जान” को नाव से टकराने. के लिए चलती है। "Sen" 
जब तक तीन मतबा खेता है, तव. तक “जान” चार मतंवा खेता है; परन्तु दो аат 
खेनेः से “केअस” की नाव जितनी दूर जाती. है, तीन .मतंबा में “जान” की नाव उतनी ही 
दूर जाती है। “जान” की. नाव के. साथ. टकराने तक “'केअस”.की नांव को कितनी बार 
खेना पढ़ा होगा ? | 

15. 4 व 2 एक थळी पाते Š जिसमें कुछ शिलिंग हैं। 4 उसमें से fro और 
बाक़ी जो बचता है उसका छठा हिस्सा लेता है, और उसके बांद p 3 शिलिंग और 
उसके बाद जो बच रहता है, उसका өз हिस्सा निकालकर देखता है कि दोनों के 
शप я है। तो थैली में कितने शिलिंग थे और प्रत्येक ने Red शिलिंग 

| | 


16. फ्री मह्लाइ के लिए प्रतिदिन एक पाउंड के हिसाब से 60 दिन का खाने का 
सामान लेकर एक जहाज़ WAT को जाता है; परन्तु 20 दिन चलने के बाद तूफ़ान 
और out की बाढ़ से पांच आदमी वह जाते हैं, और जद्दाज़ को भी इतना चुक्रसान 
पहुँचता है कि उसे 24 दिन अधिक समय लग जाता है, और इसलिए प्रत्येक मछाह को 
प्रतिदिन खाने का सामान एक पाउंड का $ वां हिस्सा दिया जाता है ; तो Stata कितने मछाह 


लेकर चला था ? 
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17. पानी में वज़न करने प्र 19 पाउंड सोने का वज़न 18 पाउंड और 10 पाउंड 
चाँदी का वज़न 9 पाउंड हो और सोने और चाँदी से बने हुए एक सिल का वज़न साधारण 
रुप में (अर्थात्‌ वायु में) 106 पाउंड और पानी में 99 पाउंड हो, तो उस मिल. में कितने 
पाउंड सोना और कितने पाउंड चाँदी होगी ? 


18. एक व्यक्ति नाव खेकर 10 घंटे में केम्ब्रिज (Cambridge) से 20 मील की 
दूरी पर इली (Ely) शहर तक. जाकर फिर केम्त्रिज को लौट आता है।. नदी का बहाव इस 
बोच बरावर एक ही ओर रहता है ; वह देखता है कि बहाव के साथ खेने पर वह तीन मील की 
दूरी जितने समय में जाता है, ।बहाब के विरुद्ध उतने समय में वह केवल 9 मील की दूरी जा 
सकता है। केम्ब्रिज से,हली जाने में उसे कितना समय लगा और इली से लौटने , में - कितना 
समय लगा ? 


19. किसी आदमी ने अपने जीवन का छठा हिस्सा बचपन में, «Rei हिस्सा जवानी 
में और (१. हिस्सा+5 साल), विवाह के ақ व्यतीत Pear; उसके एक पुत्र हुआ जिसकी 
ag के वाद वह 4 साळ और ज़िन्दा रहा, और उसका पुत्र अपने पिता की आधी उम्र को, प्राप्त 
हुआ था.; З: के समय पुत्र की आयु कितनो थी ? 

20' धातुओं की दो gg हैं, उनमें से पहली में 14 आउंस चाँदी और 6 आउंस 
टीन है और दूसरी में 8 awa चाँदी और 19 आउंस टीन 81 90 आउंस वज़न 
की एक छड़ Wa के लिए दोनों set से कितना कितना वज़न लिया जाय कि sat 
चाँदी और टीन बरावर वज़न के हों ? 


. 91. 607 पा० 1 о 8पें० के ऐसे दो हिस्से वनाओ कि बढ़ी रक्कम का 
दो साल के लिए 83 सैकड़े का. ब्याज; छोटी रक्कम के 2३ साल के 33 सेकड़े के व्याज से 
18 We 16 Rio अधिक हो । ; 


99 - घर के सामान की चार चीजें हटवाने के लिए मुझे पहले सामान के लिए दो, दूसरे 
के लिए तीन, तोसरे के लिए चार और चौथे के लिए पाँच कुलियों की ज़रूरत हुई । पहला 
सामान Š जानेवाळे कुलियों को मेने dut की एक ढेरी और एक पैसा दिया; दूसरा 
सामान छे जानेवाले З को मैंने उतने ही पैसों की एक ढेरी और चार पैसे दिये, तीसरा , 
सामान Š जानेवाळे कुलियों को मैंने उतने ही 991 की us ढेरी और पाँच पेसे दिये, और 
चौथा सामान छे जानेवाले कुलियों को उतने हो पसो की एक ढेरी और नौ पेसे देकर, 
जैने देखा कि तीसरे और चौथे सामान छे जानेवाळे कुलियों में ,से प्रत्येक को बराबर पेसे 
मिळे हैं; तो यतळाओ कि प्रत्येक डेरी. में कितने पेसे थ, और प्रत्येक чей को कितने पैसे 
मिळे; ओर मैंने कुल कितने पेसे 99 किये । 
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28. 15ЇйВ का वज़न 4 आउंस होना चाहिए; परन्तु खोटे सिक्कों के एक 
पाळ का वज़न करके व गिनकरं атан हुआ कि वज़न के अनुसार गिजियों की वाजिब तादाद से 
नौ गिन्नियाँ अधिक हैं। और कुछ а का एक अंश जो कि and से साढ़े दस गिन्नियां 
अधिक का है उसका वज़न वाजिव वज़न से 12 :आउंस कम है; dade में कितनी 

` 24. एक कारोगर Ч 10 पा० मूल्य की खुदाई का काम किये हुए चाँदी के सामान 
के बेद्छे उसी वज़न को साधारण चांदी व 3 Ҹә 15'शि० पाया। फिर उसे पहले की 
भाँति 19 आउंस खुदाई का काम किये हुए चाँदी के सामान के बदले 8 आउंस साधारण चाँदी 
( जिसका मूल्य чч भाव से लिया аш है) और नक्र 2 पा०16 fate मिला । खुदाई 
का काम की हुई एक आउंस चाँदी का मूल्य कितना है; और पहली वार उसने कितने वज़न =l 
खुदाई का काम किया हुआ चाँदी का सामान बेचा था ? 


25. दो मुसाफ़िरों को उनके अतिरिक्त माल के लिए' क्रमश: 9 शि० 10 पें० व 
7 Rio 6 पॅ भाढ़ा देना чет; यदि कुछ माल एक ही झुसाफ़िर के साथ होता तो उसे 
अतिरिक्त माळ के लिए 14 о 6 पें० भाझा देना पढ़ता ; यदि कुछ भी साल बिना भाडे न 
जाने दिया जाता तो उनमें से प्रत्येक को कितना भाड़ा देना पड़ता ? ५ 


26. एक घसियारा 5 रुपया हज़ार के भाव के कितने чаҳ घास, ( 
, 6 रुपया हज़ार 
के भाव के 5600 TER के साथ मिलाय, कि मिलाई . हुईं घास के 100 गटठर 11 
आने में बेचकर उसे 90 सेकड़ा लाभ हो ? [ क० ए०, 1875 ] 


27. 'किसी लड़के ने 9 पें० में 8 के पु से. कुछ संतरे खरीदे, और ux Чо में 

. € B ° ` 2 
Um से, М संख्या के ३ संतरे खरीदे। कुछ संतरो को किस भाव से बेचने पर उसे 
Оет झुनाझा होगा ? उसका कुछ ты यदि 5 शि० 4 पेस हुआ हो, तो उसने 
कुल कितने संतरे खरीदे थे १ . _[क० чо, 1885.1 


28. एक मनुष्य ने विदेशी. सोने के कुछ fugi के प्रत्येक में से उसका पाँचवाँ Re 
- б 1 t 

⁄ रेतके निकालकर उन खोटे सिक्कों के $ हिस्सा चलाये और तब पकड़ गया ; और एक bis 

(al छोड़कर बाक़ी सिक्के छोन लिये गये । उस खोटे hak को शामिल करके उसने देखा 

पहले उसने जितना gam किया था उसे कुळ उसका आधा जुक़सान हुआ। तो पहले 


उसके पास कितने विदेशी सिकक्रे थे ? 

29. तीन अंकवाली ऐसी एक संख्या निकालो कि उसके तीन उदो प्रत्ये 
m j को में से sd 
अंक उसके बाद के अंक से एक अधिक हो, और पूछो हुई संख्या तथा उसको उलट के 
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लिखने पर जो संख्या प्राप्त हो उसके चौथाई का अन्तर संख्या के तीनों अंकों के योगफल का 
36 युना हो । 


80. कुछ पलटन के सिपाहियों को seat वग में सजाने पर 60 सिपाही अधिक पाये 
जाते हैं; और उसकी सबसे .आगे की पंक्ति में 5 सिपाही बढ़ाने पर और उसकी गभीरता में 
तीन सिपाही घटाने पर पलटन का जो आयत रूप वनता है, उसे पूरा करने में एक सिपाही 
कम पड़ता है। तो पलटन के सिपाहियों की संख्या निकाली 1 


81. एक फौजी अफ़सर अपने सिपादियों से 10-कतारवाला एक еа वर्ग बना 
सकता है, यदि पळटन में कुछ 2800 सिपाही हाँ तो उस वर्ग के सम्मुख की कतार के सिपाहियों 
को संख्या कितनी है ? 


32. FS मनुष्य 4-कतारवाले एक азр वर्ग में अथवा 8-कतारवाळे एक 
अन्तःशत्य वगे में सजाये जा सकते E. परन्तु पहले वर्ग के आगे की कतार के geli की 
संख्या दूसरे वर्ग के आगे की कतार के मनुष्यों को संख्या से 19 अधिक है ; तो उन मनुष्यों की 
संख्या निकाली । 

33. पलटन की एक. gael, जिसमें कि आगे की कतार के सिपाहियों की संख्या से 
गभीरता पाँच अधिक है, कूच कर रही थो ; परन्तु sa की सेना दिखाई पड़ने पर सामने की 
पंक्ति में 845 सिपाहो बढ़ाकर पलउन को. as तौर पर सजाया जाता है; और ऐसा करने पर 
कतार 5 हो जाती Sl तो टुकड़ी में कुछ कितने सिपाहो।थे-९ 
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सत्ताईसबाँ अध्याय 


कठिन युगपत समीकरण (Harder Simultaneous Equations) 
sx 


प्रश्‍नावली (Problems) 


180. दो अनजानो राशिवाडे सरळ युगपत समोकरण हल करने क्री रीति अठारहवे 
अध्याय में बतलाई गई है। अब इस विषय पर और अच्छी तरह विचार किया जायगा । 


-181. वज्राभ्यास नियम (Method of Cross-Multiplication) : 
यदि 6, # + biy +o:z=0, और G@ot+bey+coz=0 =. हो, तो सिद्ध करना 
होगा कि 
t PMT leu ШЕЕ 
: а 8103 — b;ci 0168 — 0261 5 815; — 68 01 У 
TES समीकरण. को Ca; और दूसरे को ८1 दारा गुणा करके, 
01022 t 01029 + 01022 70, 
और 6301€ + 02019 + 05042 70, 
अब घटाने प्र्‌ (0162 — ०207) + (b201 T. bica)y =0 о 


ॐ इस नियम में ८, ५ व & के गुणक रूप में जो अक्षर लिखे गये ü 
कुछ कहने की आवश्यकता है । स्पष्ट है कि ० जैसे ८ अथवा अन्य किसी TONY 
है, इसी भाँति यहां पर भी मान लिया गया है, कि Gx, ५2, वैसे हो भिन्न हे; D, 5. ; 
оу, бә ; आदि भी इसी भांति काम में लाये गये ë | इसका कारण यह है कि भिन्न समीकरणों 
के सजातीय पदों के गुणकों को भिन्न SWM अंक (different suffixes) वाळे एक ही 
अक्षर द्वारा सूचित करने से, उनको हल करके जो मूल्य प्राप्त होते हैं, उनको याद रखना — 
आसान होता है। इस उद्देश्य से पहळे समीकरण के ८ के गुणक को a, द्वारा और दूसरे "| 
समीकरण के x के qum को аз द्वारा सूचित किया गया है; और bi, 22 ; ० DW 
आदि का भी ऐसा ही अथे सममला चाहिए। कमी कमी अक्षर quit को अं | 
उत्तरस्थ न करके मात्रा (dash) द्वारा ऐसा ही अर्थ सूचित किया जाता है। जैसेय दि ! 
ey व z तीन अनजानी राशिवाळे युगपत समीकरण हों, तो पहले सें ८ ४, ४ के गुणको | 
को क्रमश: a, 0, с द्वारा, दूसरे में а", ४“, с" द्वारा और तीसरे में a" pU 
द्वारा सूचित किया आता हे 1 नार अल 
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(010s —c201)z = (9102 — 52с1)у i 


RR hs! D Us 4 e 
०162 ०20०३ C142 — 0901 zn (1) 


अब पहले समीकरण को a, द्वारा और दूसरे को a, द्वारा गुणा करके होता Š 
61629 t 01629 + 61622 = 0 
62619 + 02619 + 05012770. 
इसलिए घटाने पर (७५७2 —a2b,)y + (०३०1 – 01628 = 0 ; 
(७10३ — 6201)9 = (0162 — 02a1)2 5 


y maiore FN 3p 
C102 — 6201 6102 + 62013 M. (3) 


इसलिए (1) a (9) से 


bice—becy 0162 "70261. 6108 - ७2०७1 
दीका। समीकरणों को एक के नीचे दूसरे को लिखकर ऊपर दिये हुए सिद्धान्त को 
aga आसानी से याद GFS जा सकता Š | 
41% t 919 t 6018 0 ) 
Gat + bay + 628८0 
इससे माळूम होता है कि 
(i) » के नीचे जो व्यंजक है वह = (पहले समीकरण के у का गुणक x दूसरे समीकरण 
के z का गुणक) ऋण-चिह्द (दूसरे समीकरण के v का गुणक x पहले समीकरण के s का गुणक) ; 


(ü) y के नीचे का व्यंजक = (पहले TAT के z का :गुणक x दूसरे समीकरण के 
= का गुणक) ऋण-चिइ (दूसरे समीकरण के z का गुणक x पहले समीकरण के 2 का गुणक) ; 


(ii) # के नीचे का व्यंजक (WES समीकरण के & का गुणक х दूसरे समीकरण के 
y का गुणक) ऋण-चिह्द (दूसरे समीकरण के z का गुणक x पहले समीकरण के у का गुणक) 1 


उपसिद्धान्त । ऊपर दिये हुए समोकरणों में यदि z के बंदले 1 लिखा जाय तो 


xu oW cip gh Mt MR ear 
bic x” b201 6102 — бай @1 ba = Qabr til हुआ 
और इससे ८।०+४।५+०1 = 0 
और 629 "०2५1-62 EA 
दो युगपत समीकरणों के मूल अर्थात्‌ व ५ के मूल्य निकाळे जा सकते ë! 
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टीका। ऊपर दिये हुए सिद्धान्ता को 

; PiS से याद रखना चाहिए। इनके द्वारा C 

केवल दो अनजानी राशिवाळे युगपत समीकरण ही आसानो और सुन्दर रूप में नहीं ह à जा 

सकते बल्कि तीन अनजानी राशिवाले समघाती युगपत समीकरणों को हल करने में भी यही 
लागू होते हैं। अब कुछ gaa दिये जाते हैं | 


उदाहरण 1. हरु करोः 32-5у+9-0 | 


б2—8у—1=0 
यहाँ पर 818, b. - —5, €17 9; 
Gs = 5, b. = —8, 02 = --1, 
इसलिए, 
m IU AIR uii AP boast 
(-5(-1)-(-3)9 9x5-(-1).8 8(-8)-5(-5)' 
z ay E 1 2. y 1 
$190 4548 -9+5 अथवा 55-26 716: 
e 2218-9 और ४७३8-४8 
इसलिए 2-9 और =, 
उदाहरण 2. हृल करो: -72+8у= 9 21 
óz-4y--3  .. (2) 
(1) से —7+8у—9=() 
(2) से 82-49 + 9-0 


इसलिए, 
x 
8x8—(—-4(-9)-(-9)5-3(—7 ғ (07а) ву 5 -Бхе! 


असवा I 
34-36 ` -45+91 96—10: 


अथवा a 27% काकी Z 
-19 -94^- 19 ; 


1—18 ४3 
2=—15=1 और y= == o, 
इसलिए z-1 ओर yao, 
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उदाहरण 3. हल करो : (0+ Т)(у —3)+7=(y+3)e-1)+5 (1) 
oz —-11y-- 85-0. ae (2) | 
; [ £o Чо, 1888. ] 
(1) से zy + Ty- 3z — 14 = zy + 32 — + 9, 
6z—8y+16=0; 
ó 32-49+ 820 
और TEE SEM 


इसलिए, 


A up M MA шш ы Ды o 
(~4).85-(-11).8 8x5-85x3 3(-1i1)-5(- 2) 
1 


dep. 228 Yn YE UT RR 
ЫЕ -140+88 740 -168 7 —33+90' 


थवा Lis = . 
vi -52" 265" —18 

इसलिए ०=4 आर ५=5. 
उदाहरण 4. हल करो: 95—3у+4:= 0 ... (1) 


Tzt2y—62- 0 ... (9) 
4a+3y+ 2=87 ... (8) 


अब (1) और (2) से 
2 


z = y 
(-3(-6)-2x4 4xT7-(-6)3 2x2-7(-8) 


अथवा 1672025 अथवा यवर | 
чеп करो कि ऊपर दिया हुआ प्रत्येक rq k इस अनजानी राशि के वराबर है, 
©. @=9k, ४०8४, z=5k. e -.- (क) 
2, y, # के इन सूल्याँ को (3) में प्रयोग करने से प्राप्त होता है, 
H8 +24 +5)= 87, 
अथवा 37k-37; .'. k=l 


इसलिए (क) से ४०9, ४-8 और ४-5 
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उदाहरण 5. हल करो: 2+6/=४ड ... (1) 
72+ z-6y ... (9) 
562-- 69-44 94 ... (8) 
(1) से сто) 
(23  "z-6y* з=0 


2 
इसलिए = A a in >“... 
те 6х1—(—6)(—5) (-5)7-1x1 1(-6)-7x6 
अथवा =v „_#_, 
6-80 -35-1 -6-4i2' 
Tn я. 
-94 -36 -48' 
2 y 
3 = 3 = ‰ ` [ अत्येक भिन्न को —19 द्वारा गुणा करने से ] 


अव प्रत्येक भिन्न = £ w E के 

४२०2, Y= 3k, ४4८, ss el. (क) 
2, ४7 z के मूल्यों को (8) में प्रयोग करने पर 

K(10 -- 18 — 16) - 24, 

अथवा 19k-94; peg, 


इसलिए (क) से ४-5४, y=6 और ong, 


ЧАЧ 96 
हल करो : : 
1. 9z+3y-8 = 0 
2. 3 un = 
> 4y+5 = 0 } Hone te 0 } 
: Oy t8 = 
9z—3y4-6.— 0 } рен IM E D } 
5. Ty 4 19- 
Tat 4y +1] = } 2: cp = = } 
7.-62+6y+9 = š 
192-9/ = 109 } WAS 10 } 
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9. 


11, - 


13. 


[ दूसरे समीकरण से फज़ करो कि 2-४ = 7] 


1 5 LJ 


17. 


19. 


21. 


2 8 . t" 


25. 


26. 


28. 


80, 
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4e=1ly + 5 = 0 } 10. 
9a — 13у र = 10 
192 +170+16 = 0 | 12. 
9x — 18у = 11 ; 
172 — Чу = 59 | 14. 
3a = ду 


- Ba-y 


15a + १५ = 946 } 16. 
Sz = dy ; 
4७-37 = 2 18. 
Tz —11y4-99 = 0 
18g-19y*15 = 0 20. 
8z - 7५ - 0 
2+0) + 06-и) = 59 

5a — 33y = of 22. 
y(3 +2) -a(7 +y) 
42+9 EEA) - 24. 


(z + 5Yy +7) = (ж + 1(y — 9) + 112 ) 
9a +10 =3y 


4g —5yt+2s = 0 27. 
922—'1yt4s = 0 
क + у+ 5 = 6 


92—Tytllz= 0 29. 
6ж—8у+ 7s= 0 
372 + 49 + 52= 85 


e-Qyts2 = 0 91. 
9х —8y +35 = 0 


Mgt By tbs =36 


[ Fo Yo, 1887. ] 


Sa 
: 1024+ 23; — 287 = ` 


82-79 = | 
102 — 9y = 9 


14@-11у+18 = 0 
liz- y+ 1 = 0 
4 
y 


9a: + 5y = 19 
42 = 3 


Yy 
0 
42-77 = 0 
102-9y-102 = 0 
0 

0 


llz—10yT82 = 
ix- 9y - 


d ane 


3 + 2y = 20 


3х +4y+6z= 0 
etbSyt+lés= 8 


Yo+3y—8s= 0 | 


Ба + бу+8г= 0 | 


§2—Tyt+8s= 0 
32 + Бу + 12 * 64 


9(4ж+9у) =7(2y +2) 
T(z-2y) =8(у +2 
87 + 4y + 627 88 
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32. 4(z4y) = (2s — y) 
5(z — ду) = 8(2y — 82) 
6(z — 2) + 7(у – 3) + 8(z — 4) =67 | 
88. бт=9у, 7४68 } 94. 15ж= 10у = 65 } 
4z + бу + 627150 ‘ Ta + 8y + 95 = 389 
85. 42-138y+8s=0 
fz+ 6y—92—0 
z у z 
182. 64-0+849+ ८42० d4, 
62-४+ bo + C22 — ८५, 
63-४+ Dsy-- C32 — ds. 


ऊपर दिये हुए रूप के युगपत समीकरणों को हल करना : 

पहले समीकरण को o, द्वारा और दूसरे को ०, द्वारा गुणा करके पहले में. से दूसरे 
को घटाने पर (a102 - ८५०.)० + (b102 — ०2०५)४ = 6,1०४ — ०2०5. xp (1) 

इसी प्रकार पहले समीकरण को о, द्वारा और तीसरे को ८, द्वारा गुणा करके पहले 
में से तीसरा घटाने पर 

(arcs = @зсу)ш + (bics = bscx)y т: dics = 63०05: АА. (д) 

अत्र (1) और (9) से वज्ञाभ्यास-प्रणाली के अनुसार & व ४ के qe निकाले जा 
सकते Rl उसके बाद दिये हुए तीन समीकरणों से किसी में » व y के इस रुप से प्राप्त 
सूल्य प्रयोग करके z का मूल्य निकाला जा सकता है | 


विकल्प विधि (Alternative Method) : 


पहले समीकरण को ८५ .द्वारा और दूसरे को ८, द्वारा “गुणा करके पहले से दूसरे 
को घटाने पर Ld 
(८५१2 3 asd;)z + (bids = bods )y + (c, d, = Cad4)z =0. (क) 
इसो प्रकार पहले समीकरण को g द्वारा और तीसरे को а, कर 
में से तीसरे को घटाने पर | aad 
ae @343)0+(b,2.--bsd,)y + (0143 — C3d;)z=0, (ख) 
SW अ S (क) व (a) द्वारा सूचित दो समीकरणों को और दिये हुए तीन 
समोकरणों में से किसी एक को युगपत समीकरण मानकर ल 
अनुसार वे हळ दिये जा सकते हैं । ग EUR 
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1. हल करोः 40230+9:=40: 2... (2) 
bz+9y-7z=47_ ... ००० (9) 
9r-8y—-32-97 ... .. (3) 


(1) को 7 द्वारा और (9) को 9 द्वारा गुणा करने पर 


` 88r-91y- LOCO 
और 102+189- 142= 94 


इसलिए जोडने प ` ' 96० - 3५=874. ... ШОЧ) 
अव (1) को 3 द्वारा और (8) को 9 द्वारां गुणा करने पर * 


‚ 192— 9y+6z=120 
और 1827-161- 6z= 194 


इसलिए जोड़ने पर , 805 +7у = 314. ... .. (5) 
अब (4) और (5) Š क्रमश 982 — 3y - 374 =0 
: और . Mec p mil AE ES 
वज़ाभ्यास-प्रणाली के अनुसार 
а зше иш оро e ivo LN 
3x814—7.(-—374) (—387480-(-314)88 38x7-—30.4- 3) 
ES ERO AMT = ५2177: 2251 йк NES = р 2. P 
अथवा 512-2618 * - 11220 + 11998 2664-90 
UU d boli 
अथवा 567 = 719 .356 
इसलिए . . 2=10 और ४=१. 
2 और y के इन सूत्यां को (1) में प्रयोग करने पर 


40—6+92=40; 2. 02-8. 
इसलिए 210, ४०9 और 2-3 


उदाहरण 2. .. हल करो :. 9z—. 4y+9z "598 ... S) 

Yat 8y-5z = 8... ड i) 
tay 9z--10y-1llz- 4... VE S8) 
(1) को 3 द्वारा और (2) को 4 द्वारा गुणा करने पर 


: 67 —19y +97z=84 
और 982+ 199 - 20219 


इमलिए जोड़ने प्र्‌ A. 84a + Tz — 96. eee ००० (4) 
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फिर (9) को 10 द्वारा और (8) को 3 द्वारा गुणा करने पर 


702 + 30y — 502 = 80 
और 97z--30y - 83z= शि 


इसलिएघटानेपर ५2-175=18. ... «« (5) 


em (4) और (5) से 
342+ 72-96=0 
और 432 -172-18-0 } 


इसलिए 7.(=18)=(=17).(—96) - (-96)48 (9848 (-18)84 (—18).34 


1 р 
` 84(—17)—48х1' 


ИЧП —136-1633 ~ — 4198+ 613 = 578-801 ' 
Nom u.c d. АЫ 
wal S118" = ere 20 7 
— 1758 6 
a= Se 9 और z вто 74 
» और z के इन मूल्यों को (2) में प्रयोग करने पर 14+ 89 20-8, 
इसलिए 3y-9; ^ y y 78. 
इसलिए 259, y-g और z=4 
उदाहरण 3. हलकरो 192. 9y- 79-9 . `` ` PRO 
i 8z—96y+ 9z=1 ... (2) 
232+ 91॥/ - 152-4 .. (8) 


(2) को 9 द्वारा गुणा करने पर 16 59у + 18259 
और 192+ 9y- 7४०७9, ... 
इसलिए чїч _ bo 6ly +25z=0. -.. 
अब (1) को 9 द्वारा गुणा करने पर. 1 С... 
242 + 18y - 1425 4 
और 2854-91 - 1584. ... 
इसलिए घटाने पर --- ^ £-8y4t2-20 
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अब चू कि 4z — Gly -- 952 — 0, et a 
g~ 9y + z=0. ` ... (5) 
इसलिए वञ्जाभ्यास-प्रणाली के अनुसार 


Ке ышкын E a ГС, 
-61+75 25-4 -19+61 


14 21749 278 

प्रत्येक भिन्न को k के बरावर मानकर 
22% - y=3k, “s=Tk. 

इसलिए (1) से k(24 +27 — 49) - 9, 


अथवा 252; .. kel. 
इसलिए 2-2, ४-8 और ४557. 


TAMA 97 
हल करो 
1. 92-3у+ 52= 9. 8%+ 90 + 885 32 
bn +ау- ;--H) 95 + by + 88 5 E 
—4gpTt8yt z= 5a + 89-28 


85--3y— 62= 92 +- 90 + 88 +* 32 


8. cf y- 27 | 4. %etByt4e= eal 
3885-49“ y= 42+ 8у + 9в= 26! 


5. 9%+ 89 + s = 
bois -62+ byt 185 —1 


| Sa—4yt+5s= 6 
6 
1. . 88-10४- 0४९८ 1 8. ७४-42 5 
i 

2 


6. 40—8y+2s= | 5 


- =- 37: 2४025 14 
SL -102+8у+ s= 6) 


[ Re Чо, 1867. 


= ` 10, 2+3у+ 52 = 10 

x зах = = 32+ öy + 18 =. n 
E = 65 bet 19 + 8855 16 
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11. 19¢+ 8y-1lls— -3 * 12. бх-4у+ 9s= 19 
i a} ; Tæ +8y—12z= 16 


11z-13y- s=: 
8z +17у – 122= - 2 — 92 +8y +152= - 13 
i3. 2- y- z=- 15 14. Ac-y)=32 -2 
yt tls 40 ४ — 82=8у —1 
4s—5z—6y-7 —150/. 92 +32=4(1 —y) 
[ कलकत्ता, 1886. ] 
15. 8т+9у-— 2590 516. 4(y—-2)-52—99 
22 + 3y + 62= 70 3z+4z=6y+ 9 | 
$— yt6s=41 '४०४१४14-105 
17. 5z+9y+ z-.30 . 18..4ш+$у ` २८19-22 
Ё + у туз | ty +32—ta = 8 
2z + by + 102= 129 tu + ३2 =10 
! i [ же ए०,'1868. ] 
ЕБ 4 1 20. 8 4 
zy s 19 z byte डि 
8 4,5 19 1,1,2 
2 y ta т 35 “99 7 z 708 
4 1 4 
Loma En Ci 
2 y s 9 82 ay T 8 16% 
21. б=+3у= 65 32. 9 1 8| 
2y— s= 11 sy 9 
85+ 43= 57 15558 619 
Te PES 
lol. 
| Р x s 8 
28. aytbz=c 24, 8r t4y-11- 0 
ez-tas-b 5y-62 =-8 
bs-+ oy =a 7s—8%-13= 0 
es [ Фо Wo, 1877. 
2 5) Yo, 1877. ] 
82-49 = ат) [ कलकत्ता 099, 1883. ] 
22+18 = 7 
183. विविध उदाहरणमाला : 


उदाहरण 1. हल करो: ०३.९. Lx CI 
2 ०028-2८ 52080: kc 
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तोनों समीकरणों को जोड़ने पर 
9 ( a,b + 2) = 
2 у 2 


8 
अथवा а 5.0 8, AM 
У ш y s 9 
(क) से दूसरे समीकरण क्रो घटाने पर 
&_171 


z = 2 Ч `. 29a. 


इसी FER y = 95 और z = 9. 
उदाहरण 2. इल करो: 


(4), (5) और (6) को एक साथ जोड़ने पर 
1.1 


- 1 1 = - ELI 11 ; 
a( 2 te) 14545 ae 

1 1 1 = 11 . 

v T y + 2 19 


(7) में से (6) को घटाने पर 


1 Jl 1 7 : 
: ш 19 8 7191 ^ 2-44, 
(7) में से (в) को घटाने पर 

i या णा Б + 

y "12 9 =g St yw». 
(7) में से (4) को घटाने पर 

1 11 1 


s 19 17739) ^. 2७-19, 
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0 87.1; (цу 9. Cus 
(i) "ps 1; (ii) "E 9; (iii) "ES 8. 
' अब () से २ ४-1, अथवा lala, 
cy y 2 
ie z+z 1) ह 13-1 
Gi) ;, "as “8' अथवा б 
2. ytz 1l. 217. ТЯ 
(i) » т) अथवा mds 23 
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उदाहरण 3. इल करो: ८४2 =०(५३ ¬ 2 ¬ gy) = b(zz — xy — yz) 
= [z — ys — 22). 


9% туг —a(ys — sz — zy), 


1 = Lee 1 _ 1 Н eve oL (1) 
a xz у 8 E 
[ दोनों पदों को ах zyz द्वारा भाग करने पर ] 
1 1 — 1 == 1 eve ees 
इसी प्रकार D D e (2) 
1 1 1 1, ees eos 
और न न sP (8) 
(2) और (3) को एक साथ जोड़ने पर 
: 9 1 1 b+o EET 200, 
T 2 Ба во! a pto 
9 1.1 ato. ० = 20a 
इसी प्रकार = त a a LX 
a 1 latu. « ५०, + 200, 
ОКШ sma ат 
उदाहरण 4, हल करोः xtytz = () 
(Ь+ о) + (c + а)у + (a + Ь)в=0 
бол + cay + 608 =] 
129 (6+ с)х + (0+ a)y + la+ рио) 
; m+ + z= 0 
इसलिए वञ्राभ्यास-प्रणाली के अनुसार 


(о+а)—(а+Ь) (a+b)-(b+c) (bc)-(c a). 


अथवा =-=. 
2 0-5 a-c b-a 
प्रत्येक मिज्ञ को के वरावर मान कर 
. w= k(o — b), y = k(a — c), s = ЦЬ а). 
८, y, 2 के मूल्यों को तीसरे समीकरण में प्रयोग करने पर 
ьо — b) + cala- 0) + ab(b — а)} - 1. 
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किन्तु bolo — b) + cala — c) + ab(b — a) 
= ४०(० — b) + a* (c — b) - alo? — 5?) 
= (c —b)Íbo + a? — alo + 5) 
= (e— b)(a — ०) (७ — b). 


इसलिए Mo-Da-o(a-2)-1; SO ere 
(०८७५-०५-०7; t= (e- ta - oa - 8) 


इसलिए a= Ko- = ; 
LO 
2=Kb-a)= CS CED) 
TAG 98 
निम्नलिखित समीकरणों को हल करो 
1. = f =], = + E =, #4 z ZU 
2 +=, 2 +26, कट्टर 
ouo тт CEE 


8. .Szy-4(z- y), 922—3(z-2), буз  19(y + z). 
„б. yts=4, ztz-6, vcty-8. 
7. у+з-д=6, sta-y=10, z*y—2-14. 


8. z—4y t 2— —10 9. у+2-72+16=0 
у—4в+ш= -15 ztæ—Ty+24=0 
x: g—4g+ty= — 85 2+1-9/-- 72+ 405७ 0 


10. 62:%+ 5? = 9ab(a + b) \ 
ह + Маал Ds t ala + 2b)y =a +a*b+ab? +b? j 
П. v + yt 28 =A 12. atyts 0 
az + by + cz =0 (2+ 0) + (a + ०४ + (b + ०)४ 5 0 
a ztby + с°з =0 abz + acy + bos al 
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13. s+ у +z =0 14. z-ay-tao?z-a*y 
ан he g —by + b?g- b? 
= +5 +220 ४- oy +o? g = 05 
a b c 
z X 
a i 

15. 628 + 09 + 68 =0 
(b+ ०४ + (c + a)y + (a + b)z =0 
a*a t b*y + оз = a? (b — о) + b? (c — a) + o? (a — 5) 


16. किस शाते पर नीचे दिये gu तीन समीकरण ० और y के एक ही मूल्य के 
लिए सिद्ध होंगे : : 
Git bbiytoi—0, aexztbeyte2=0,  688+ 0889 сз 50, 
17. यदि नीचे दिये हुए चार समीकरण 2, у, z के एक ही че के लिए Re 
हों तो a का मूल्य क्या है ः 
2% — 3y t 62 55 18, 32 — y t 48 = 90, 4c t 2y — g= 8, 
(a +1)z + (a + 2)y + (a + 8)s = 76. 


18. 3w-2y= 9 19. 92-92+% =41 
52 - 72171 Ту -5z-i =19 
92 + Зу = 89 4у – 85 +9ш = 5 


4у+32=41 Sy—4w+3i = पृ 
| Ts-ő5w — -11 
20. ztyts =ab + bc-- ca 
2 wv а = 
abt bo V 3 | 
(2- 52+ (a— b)y + (o — a)s = 9abo — ab? —b2c + ao? —a?c 


‚1. एक से अधिक अनजाना राशिवाळे युगपत समीकरण की 
प्रश्षात्रळी 
(Problems producing Simultaneous Equations involving 


more than one unknown quantity) 


184. अउारदवे अध्याय में बतलाये हुए प्रश्नों की अपेक्षा कठिन प्रश्नो पर अब 
“विचार किया जायगा i 
| निम्नलिखित उदाहरण द्वान्त रूप से दिये जा रहे हैं । 
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उद्धाइरण 1. एक di? P में 19 dex शराब व 18 еч पानी, और दूसरे 
पीपे Q में 9 गैलन शराव व 3 गेळन पानी Eg प्रत्येक ЧЧ से कितना लेकर मिलाने 
पर T गैलन पानी और 7 Seq शराव का मिश्रण होगा ? 
P d में 30 गैलन में 19 ग्रेलन शराब है, इसलिए इसका 32 अर्थात्‌ 2 अंश 
शराव है; s. ॐ हिस्सा पानी है। 
इसी प्रकार Q से प्राप्त प्रति गैलन में १ हिस्सा शराव और 2 हिस्सा: पानी है । 
әт मान लो कि 2 से प्राप्त गेलनों को संख्या = z, 
और Q से प्राप्त गेलनों की संख्या y. 
अब Sf P से प्राप्त & गैलन में $० गेलन शराब व 2 गेलन पानी है; और 
Q से प्राप्त ४ गैलन में 29 गेलन पानी है; 
इसलिए दोनों को मिलाने पर (३०+) गेलन शराब और (Sethy) Чәч 
पानी होगा । 


इसलिए दी gi दात के अनुसार 
iztiy-7; xo fH 
i और ёл Tiy-27. ED (9) 
(9) को 3 द्वारा गुणा करने पर प्राप्त समीकरण में से (1) को घटाने पर 
|iz-14; С. ४510. 


इसलिए (2) से ५ = 4(7 - 2x 10) = 4. 
इसलिए P से 10 गैलन और Q से « गैलन लिया गया है । 


उदाहरण 2. 190 गज़ जाने में एक गाड़ी के सामने का पहिया पीछे के чїй 
से 6 बार अधिक घूमता है; यदि सामने के पहिये को परिधि के माप में उसकी 
वर्तमान माप के चौथाई हिस्से की बृद्धि कर दी जाय, और उसके पीछे के पहिये की 
परिधि के माप में sah वर्तमान माप का पाँचवाँ हिस्सा बढ़ा दिया जाय, तो सामने 
का पहिया पीछे के पिये से केवल 4 वार अधिक чаті प्रत्येक पहिये की परिधि 
निकालो 1 a 
मान लो कि सामने के पहिये की परिधि & गज़ और पीछे के पहिये की परिधि 
"LIES 


.तो पहिये 120 गज़ जाने में 120 और 120 बार घमेंगे S: 
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सामने और पीछे के पहियों को परिधियों को ३ अंश और z अंश क्रमशः अधिक करने 
से उनको नई परिधियां क्रमशः s + ) और v + | गज़ अर्थाच 97 Sy тя 
होंगी। इसलिए 190 गज़ जाने में पहिये 190+ वार अर्थात्‌ 22 और 190-2! 
अर्थात्‌ == War чй, 


इसलिए दी हुईं शर्ते के अनुसार 
190 _ 190 
€ y 
और 96100 
% y 


+6; °° © (1) 


+4, see ००० (9) 


(1) को 5 द्वारा और (9) को 6 द्वारा गुणा करने पर 
600 _ 600 


+80; 
और 576 _ 600, 94 
3 
` घटाने से —=6; ©. $-4. 
इसलिए, (1) से ग en ; SS y=5. | 


इसलिए, सामने व पीछे के पहियों की परिधियां mast: 4 व 5 गज़ है । ` 


उदाहरण 3. एक पाउंड चाय और तीन पाउंड चीनी का मूल्य कुछ 6 शि० है । 
परन्तु चीनी और चाय का मूल्य क्रमशः QEFI 50 शि० व 10 о अधिक होने पर उनका 
सूल्याकुळ т Rie होगा। चाय व चीनी प्रत्येक का मूल्य निकाली । 
"| करो कि एक पाउंड चाय का मूल्य & शि» और एक पाउंड चीनी का मूल्य + 
y शि० है। तो स्पष्ट है कि z-3y-6 - - sued) 
चाय का सूल्य सकड़ा 10 शि० अधिक होने पर एक पाउंड चाय का मूल्य 


= (2+2), अर्थात्‌ Tos शि० होता ë ; और चीनी का सूल्य ч 50 fre अधिक होने 


पर एक पाउंड चीनी का मूल्य = [v+ Al अर्थात 2४ Rro & | 


11 3y 
2+8 T 25 
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ç ३६१ 
(2) से WetQysl4; ° .-. (8) 
और (1) सेः ^ 82+9у=18; < © (4) 
*, (4) से (3) को घटाने प  (3-X)-4; 


अथवा Fs j SJ. $5. 


इसलिए (1) से y= 6-5. i . 


इसलिए एक पाउंड चाय का सूल्य 5 शि० है और एक पाउंड चीनी का मूल्य 
{тө अर्थात्‌ 4 पॅन है 1 


उदाहरण 4. एक रक्कम कई लोगों में बाँटनी है; यदि तीन आदमी कम होते ता 
प्रत्येक को 150 पाउंड अधिक मिलता, परन्तु यदि 6 आदमी अधिक होते तो प्रत्येक को 
190 पा० कम मिलता ; तो निकालो कि कितनी रक्कम और कितने आदमी हैं । 


ч करो कि रक्कम z पा० है; और जिन लोगों में बांटी जायगी उनकी संख्या y हे । 
इसलिए प्रयेक को 2 чо मिलेंगे; यदि तीन आदमी कम होते तो प्रत्येक को 


ESSI सिल्ते ; और 6 आदमी अधिक होते तो प्रत्येक को = 
इसलिए दी हुई शते के अनुसार, 


s me मिलते 1 


g 2 E b 
gc Sa , S00 axi! 
senem 150 (1) 


और св = 5 7 120 पि .. ` (2) 


| (1) से 150 = -+ - : ) = ate ; .. 2=50(y? – 3у). 
(9) से 190 «| : vu z) nr ; .. %=90(2 + Gy). 
इसलिए 50(y? — 8y) = 20(y* + бу), | 
अथवा 30४0 = (150+ 120)y = 70у ; 2S. y=9 
[ क्योंकि, y का मूल्य 0 नहीं हो सकता ] 
g = 90(81-r 54) =20 x 185 = 2700. 


इसलिए а йр нето और SE, E9100. 


Digitized by Arya Samaj el Chennai and eGangotri 
३६२ 


उदाहरण 5. कोई मनुष्य 40 मील सफ़र करने पर, अपनी चाळ घंटे में 9 सील 
बढ़ाता है। परन्तु यदि वह पहले से ही इस तेज़ चाल से चलता, तो वह जहाँ जाना 
चाहता है वहाँ 40 मिनट पहले पहुँचता ; और यदि पहले की चाळ से कुळ रास्ता चलता 
` तो qg 20 मिनट वाद पहुँचता। तो वह कितने मील रास्ता चला था ? 


oH करो कि वह झुसाफ्रिर घंटे में y मील की चाळ से 40 मील रास्ता चळ 
चुका है, और कुल ८ मील का सफ़र करना है। 


इसलिए सफ़र का वास्तविक समय = (20 + Ё, 
: y y+2 es y(y +2) 
2 ау эл э, 
. परन्तु तेज़ चाल से चलने से, वह pag et में जा सकता था, और यदि पहली 
चाल से चलता तो y ddl में जा सकता था । 


इसलिए दी हुई शर्ते के अनुसार 
Z _ 80+ay_ 2 
yt9 yly+9) з à" pup) 
g _80+2y, 1 
और y yy +3)" (perse poc 
9 [s 
(2) से (1) को घटाने पर «(1 7») 1, 
* अथवा 95=7(у+9). aer (3) 
फिर (2) से 82(9 + 9) = 8(80 + xy) + y(y +2) ; 
अथवा 62—940=у(у+9).  .. वक :((4) 


फिर (8) व (4) से 6०-940 = 9८ ; 
: अथवा 4z=940, .", ४७-00, 
इसलिए वह 60 मील रास्ता चला था । र 


उदाहरण 6. 4 से 7 तक Ўт पर जाने में जितना समय लगता है ; रेल 
पर, यदि कोई विपदू न हो तो ठीक उसका आधा समय छगेगा ; रेलगाड़ी रास्ते में अचानक 
घटनाओं के कारण 8 घंटे तकं wea भी पूरी यात्रा के लिए जो समय लेती है, उतने 
समय में घोड़ायाड़ी 15 मील पीछे रह जाती है। परन्तु यदि कुल रास्ता, वर्तमान रास्ते 
5 S S UR 2 चलकर विपदू के लिए 3 घंटा शामिल करने पर 
= е व र 
En घोड़ेगाड़ी पर एक ही समय छगता। तो 4 से 5 
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wi करो कि 4 से 5 की दूरी —л मोल ; और घोडागाडी घंटे Hyde 
की चाळ से चलती है ; तो स्पष्ट है कि रेख्गाड़ी की चाळ घन्टे में oy मील है | 


अब, (रेलगाड़ी पर 4 से 7 तक जाने का समय) 4-3 घन्टा = घोड़ागाडी पर 
(z — 15) मील जाने का समय ; 


सलि 2 уо 0-15. 
z т ay T3 à Н eae ७०५ (1) 
और še +3= iz, अथवा I2 = 22 
| 2y 3 7 अथवा 3y +3 By (2) 
HH 

(2) से 3g" 3; अथवा m= 917. (3) 
(1) से £-6y—-2:—-30; अथवा бу=лх—30. (4) 

इसलिए (3) व (4) से 6y-9y—30; अथवा y710; 


2—9x10-90. 

तो उसका सफ़र = 90 ÑS । 
उदाहरण 7. एक नाव 10 घन्टे में बहाव के विरुद्ध 30 मील व बहाव की 
ओर 44 सील रास्ता जा सकती है; और 18 घन्टे में बहाव के विरुद्ध 40 मील और 


बहाव को ओर 55 मोल जा सक्ती है। तो बहाव व नाव की चाल निकालो L 
[ कल० 099, 1880. ] 


फज़े करा कि जब बहाव नहीं है, और पानी स्थिर है तो नाव घन्टे में & मील जा 
सकती है ; और बहाव की चाळ घन्टे में ५ मील है । 1 

तो एक घन्टे में नाव बहाव की ओर zy मील और वहाव के विरुद्ध ८-५ 
मील जाती है। इसलिए बहाव के विरुद्ध 30 मील जाने में नाव को नता घन्टे और 


बहाव की ओर 44 मील जाने में उसे = घन्टे wit! इसलिए प्रश्न में दी हुई 
पहली राते के अनुसार 


азо IC pe es 
न O (1) 
'इसो प्रकार दूसरी ча के अनुसार 0 + 55 21g, + (9) 


CC -— =Y tty C я 
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(1) को 4 द्वारा और (2) को 9 द्वारा गुणा करने पर प्राप्त होता Š 
SE I 


2—y wry 
190 , 168 _.0. 
और oy 20 
.. घटाने पर 1 अथवा +४ = 11. + (8) 
इसलिए (1) से AD cei न्य = 6 
Em, : 9 ८७-४6. (4) 
इस प्रकार प्राप्त हुआ pul 
और - z-y- 5 
अव जोड़ने प 9७16; .. zn) 
और घटानेप 2y-6; .. y-3 


इसलिए बहाव व नाव की चाल घन्टे में क्रमशः 3 और 8 मील है । 


उदाहरण 8. साइकळ पर 1040 गज़ की दूरी जाने की प्रतियोगिता हुई ; p के 
120 गज़ रास्ता जाने के बाद А चलता है, और B से केवल 5 सेकेंड के वाद 
पथ के अंत पर पहुँचता है; दूसरी वार 4, B से पाँच सेकेंड बाद चलकर D को 190 
फुट की दूरी से हलता है। उनमें से प्रत्येक कितने समय में पथ के अंत पर पहुँचता है ? 


मान लो कि पथ के अंत पर पहुँचने में 4 को z सेकेंड और 2 को y सेकेंड 
жї तो एक गज़ जाने में 4 को -£ - सेकेंड और 5 को -/ - सेकेंड लगे थे। 


1040 1040 
Б R S 
Pa Torr D DENT. Q 


फर्ज़ करो कि ऊपर दिखलाये हुए चित्र में ро दौड़ के कुछ पथ को और DR 
च SQ कमानुसार 120 राज़ व 120 फुट (अर्थात्‌ 40 गज़) की दूरी सूचित करते हैं । 

पहली वार दौड़ में 3 के R तक पहुँचने के बाद 4, 7 से चलकर 7 से 5 सेकेंड 
चाद Q पर पहुँचा, इसलिए B को RQ रास्ता चलने में (८-5) सेकेंड लो । 


. इसलिए z-5- (1040 ~ 120) x т =(1~su)y= $y. se (1) 
CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 
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दूसरी वार 4, В से 5 सेकेंड वाद चलकर जब Q R पहुँचा, तब 5, PÈ 
चलकर केवल S तक पहुँच wur! इसलिए PS की दूरी जाने में 9 को कुल (2+ 5) 
सेकेंड लगे | 

इसलिए +5 = (1040 - 40 хтб” 17 sey = Hy Ec o 


अव (2) से (1) को घटाने पर %у=10; J. ५=130. 

इसलिए (1) से z=5+38 x180=5+115=190. 

इसलिए 4 व B के पथ के अंत पर पहुँचने का समय क्रमश: 190 व 190 सेकेंड है । 
इसलिए 4 9 मिनट में व p 2 मिनट 10 से० में पथ के अंत पर जाता है। 


.. उदाहरण 9. यदि करिसी संख्या के अंकों का योगफल 9 द्वारा विभाज्य हो, तो 
अंक भी 9 द्वारा विभाज्य होगा। [ वी. सी. एस. 1929. ] 
यदि संख्या एक अंकवाली है, तो स्पष्ट है कि वह 9 ही है, इसलिए ऊपर दिया हुआ नियम 
एक अंकवाली संख्या के लिए सिद्ध है। sees 
अब दो अंकवाली एक संख्या लो ; और फज़े करो कि उसकी qu का अंक y द्वारा 
और इकाई का & द्वारा सूचित होता है। तो संख्या अवश्य 10y + 2. 


अब 107+ ४ ytte + 2. 


इसलिए ८+ (अर्थात्‌ अंकों का योगफल) यदि 9 द्वारा विभाज्य हो तो संख्या 
(अर्थात्‌ 10/--&) भी 9 द्वारा विभाज्य होगी । ` 
` इसी प्रकार दो से अधिक अंकवाली संख्याओं के लिए भी दिखलाया जा सकता है कि 
ऊपर दिया हुआ नियम सिद्ध होगा। : : * m 


FAAS! 99 


1. तीन अंकवाली एक ऐसी संख्या निकालो जो कि उसके तीनों अंकों के योगफल 
का 25 गुना होगी ; और जिसके साथ 198 जोड़ने पर प्राप्त योगफल दी हुई संख्या के तीन 
अंकों को उलटे क्रम से लिखने पर जो संख्या प्राप्त होती है, उसके बराबर होगा; और जिसके 
बीच का' अंक उसके दोनों ओर के अंकों के योगफल से 1 अधिक होगा । | 

2. एक दुकानदार वहीखाता अच्छी तरह न रखने के कारण एक वस्तु के खरीदने का 


मूल्य और वज़न नहीं ачи कर सकता था। उसे उस वस्तु के विषय में केवल इतना 
CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 
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दी аен था कि वह यदि उसे प्रति पाउंड 80 शि० के भाव से बेचता तो उसे 5 पा० नफ़ा 
होता, परन्तु यदि प्रति पाउंड 99 शि० के माव से वेचता, तो उसे 15 पाउंड का guum 
होता। उस वस्तु का वज़न व क्रय-मूल्य निकालो | 

‚8. 4 व 2 दो व्यक्ति ताश खेलते हैं। कई वार खेलने के वाद 4 देखता है कि 
उसने जितनी र्रम लेकर खेळ आरम्भ किग्रा था, उसकी आधी रक़म वह जीता है ; और - 
यदि зна पास और 15 शि० होते तो उसके पास B के रक्कम की В रक्कम होती, 
परन्तु В उसके बार 10 Rre जीतता है, और 5 की रक्रम 4 की रक्कम की दूनी हो जाती 
š! उनमें से पेक ने कितनी र्रम लेकर खेल आरम्भ किया था ? 

4. 4 य 3 एक साथ किसी काम को 19 दिन में कर सकते हैं, जो कि р अकेला 
15 दिन तक, और उसके वाद 0 अक्रेला 30 दिन तक काम करने से खतम कर सकते हें; 
ये तीनों एक साथ काम करने से 10 दिन में कर सकते हैं ; कितने दिन में इन तीनों में से 
प्रत्येक इस काम को अलग अलग कर सकता है ? 

` 5. 4 के पास जितने शिलिंग Ë उसके at पेन्स हैं, और B के पास 4 से 8 पें० 
अधिक हैं, और 5 के पास जितने पेन्स हैं, उसके दूने Re È | 4 व B के पास कुल जितनी 
रकम है उसमें शिलिंग की संख्या से पेन्स को संख्या एक अधिक Ë | तो प्रत्येक के पास कितनी 
रक्कम है निक्रालो। . 

6. किसी काम को 4 व 5 दोनों मिलकर m दिन में समाप्त करते Ë ; दोनों के 
एक साथ n दिन तक काम करने के बाद 4 काम छोड़ देता है और B उस काम के वाक़ी 
RÈ को p दिन में करता है। उनमें से प्रत्येक अर्ग अळग उस काम को कितने दिन में 
समाप्त कर सकेगा ? 

1. 4, 8 व O अपनी अपनी पूँजी की तुलना करते हैं। AÌ 5 से कहा “सुके 
अपनी रकम से 700 xo दे दो, तो तुम्हारे पास जितनी रक्कम वच रहेगी उसका दूना मेरे 
पास होगा।” B, 0 से कहता है, “मुझे 1400 २० दे दो, तो तुम्हारे पास जो रक्कम वच 
रहेंगी उसका तियुना मेरे पास होगा 12 0, 4 से कहता है, “मुके 420 २० दे दो तो तुम्हारे 
पास ie रक्कम बच रहेगी उसका पचगुना मेरे पास होगा।” प्रत्येक के पास कितनी 
रक्रम है ? 


रास्ता s= में 5 मील की चाल से जाता है। जितनी दूरी वह घन्टे में 4 मील की चाळ 
से गया था, यदि वह रास्ता 5 सील की चाल से, और वाकली रास्ता 4 मील की चाल से जाता 
तो उत्रने ही समय में वह दो मीठ अधिक जा सकता | तो निकालो कि इस यात्रा में उसे कितना 


समय लगा था। 
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9. एक रेलगाड़ी एक ही चाल से कुछ दूर तक जाती है । यदि उसकी चाळ घन्टे मे 
6 मोळ अधिक होती, तो उसे उतनी दूरी तक जाने में ८ घन्टे कम समय लगता ; और यदि - 
उसकी चाळ घन्टे में 6 मील कम होती, तो उतना हो रास्ता जाने में उपे 6 घन्टे अधिक समय 
लगता । तो रेलगाड़ी कितनी दूर गई थी ? 


10. दो आंडों में प्रत्येक में पानी व शराब मिली हैं; एक में जितना पानी है, उसकी 
तियुनी शरात्र है; और दूसरे में जितनी शराब है उसका पांचगुना पानी है। 7 गेलन 
समा सके ऐसा एक भांडा भरने के लिए इन दोनों भांडो में से, प्रत्येक से कितना पानी और 
कितनी शराब निकालनी होगी कि उसमें पानी व शराब वरावर हो ? 


11. तीन अंकत्राली किसी संख्या के तीनों अंकों का जोड़ 10 है; बीचवाला 
अंक उसके दोनों ओर के अंकों के जोड़ के वरावर है; और तीनों अंकों को se 
कम से लिखने पर जो संख्या बनती है वह दी हुई संख्या से 99 अधिक है। तो संख्या 
निकाली 1 


12. एक मनुष्य के पास आधे-क्राउन, शिलिंग ब Uu, इन da प्रकार के कुल 
90 सिक्कों में एक पाउंड की रक्रम है। यदि वह सब 6ч के सिक्कों को पेन्सों के सिक्कों 
में ओर सव शिलिंग के सिक्कों को 6पेंस के सिक्कों में भुना लेता, तो उसके पास कुल 
73 सिक्के होते । तो प्रत्येक प्रकार के कितने सिक्के उसके पास थे ? 

18. एक रक्कम कडे लोगों में बराबर हिस्सों में वाँट दो गईं। यदि छोगाँ की 
संख्या 4 अधिक होती, तो प्रत्येक को एक शिलिंग कम मिलता और यदि उनकी संख्या 
5 कम होती, तो प्रत्येक को 9 शि० अधिक मिलता। तो निकालो प्रत्येक ने कितने 
रुपये पाये । 

14. किसी होज़ में पानी के लिए तीन नल लगे हैं, और उनमें से दो नल 
बिलकुछ ate) यदि तीनों नल एक साथ खोले जाये, तो 4 घन्टे में de ary, 
हिस्सा भर जाता है। दो समान नलों में से एक को वन्द करने से 10 घन्टे 40 
मिनट में ёч का 5 हिस्सा भर जाता है। तो प्रत्येक नल अलग अलग कितने समय में 
हौज़ को भर सकेगा ? 

15. एक मनुष्य 19 वुशेल गेहूँ के बदले 8 बुशेल जौ और 9 чо 16 शिर 
Әт है; और कुछ गेहूँ उतने ही वज़न के जौ C 3 To 15 Rio के बदले 
में, अथवा कुल 10 पा० नकद लेकर बेचने को राज़ी होता है। तो फ्री sus गेहूँ 
भर जौ की कीमत निकालो । 
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16. एक शाराब्र वेचनेबाले के पास दो तरह की शराव है; एक 2 fre प्रति 
काटे (quart) के भाव की और दूसरी 8 शि० 4 पें० प्रति छाट के भात्र की है। इनको 
मिलाकर यदि उसे 2 Вто 4 Чо प्रति क्वाट को 100 m$ शराब बनानी हो, तो प्रत्येक 
प्रकार की शराब में से कितने कितने कार्ट उसे लेना होगा ? 

17. ज़मीन के एक टुकड़े के लगान में कुछ विशेष परिमाण गेहूँ, व कुछ विशेष परि- 
माण जौ देना पढ़ता है, जत्र कि गेहूँ का भाव फ्री क्वाटर 55 शि० और जौ का साव फ़ी 
ате 38 शि० हो तब लगान के गेहूँ और जौ का मूल्य वराबर है; परन्तु यदि गेहूँ व जौ 
का सूव्य क्रमश: 65 Ҹә व 41 {йө फ्री क्वाटर हो तो लगान सूल्यकी दृष्टि रो 7 
чо अधिक होता है । तो लगान में कितना її व कितना जौ शामिल है ? 


18. 60 गज्ञ लम्बी एक चलती हुई रेलगाड़ी समानान्तर रेल की पटरी पर एक ही 
ओर चलती हुई 79 गज़ की लम्बी एक दूसरी रेलगाड़ी को 19 सेकेंड में पार करती है। 
धीरे चलनेवाली रेलगाड़ी की चाळ यदि उसकी चाळ की आधी और अधिक हो जाय तो तेज़ 
чет! गाड़ी उससे 94 सेकेंड में गुज़र जायगी । प्रत्येक गाड़ी की चाल निकालो । 


19. एक किसान फ़ी que 3 शि० 4 पें० भाव के 100 बुशेल की मिलावट बनाने 
के लिए 9 शि० 4 Ue भाव के 98 बुशेल जौ के साथ कितने que 3 fe फ़ी 
बुद्ेळ भाव की राई और कितने que 4 शि० फ्री बुशेल भाव का गेहूँ मिलायगा ? 


20. एक मनुष्य के पास 27 Te 6 शि० गिन्नी और क्राउन Ret में हैं, 
जिसमें से वह 14 पा० 17 शि० का कर्जा अदा करता है; और उसके बाद देखता है 
किं उसके पास ठीक उतनो ही गिन्नियाँ बच रहती हैं, जितने कराउन वह दे चुका है, और 
उतने ही काउन बच रहते हैं, जितनी गिन्चियाँ वह दे चुका. है। तो emp कि 
E ध्के | कितने सिक्के उसके पास थे, और प्रत्येक प्रकार के कितने सिक्के उसके पास बच 

21. एक नाववाला देखता है कि बहाव के साथ 4 से 5 तक, 
at जाने में उसे डेढ़ घंटे लगते हैं, और p से 4 को उसी बहाव See 
में, जब कि वह किनारे किनारे जाता है, जहाँ पर बहाव को चाल बीच के बहाव की चाल 
का 2 हिस्सा है, उपे 9 घंटे लाते Ë ; तो बीच के аша की चाल निकालो । 


22. дав एक मील दौड़ते Fi पहलो वार 7 के 
A Sy š о vod से हरा देता है ў दूसरी वार в а а : x 
lüde बाद A दाड़ता है, ओर 83 गज़ से EK जाता | 
па मील कितने समय में दौड़ते Ë | ee NEUE 
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28. दो सील की दौड़ में पहली बार B ने 4 को दो मिनट से हरा दिया; 
दूसरी वार 4 की चाल घंटे में दो मील बड़ाने और 7 की चाल घंटे में दो मील 
घटाने के कारण 4, B को दो मिनट से हरा देता है। .4 व 2 की पहली बार दौड़ने 
को चाल निकाले 1 


21. एक रेलगाड़ी लंदन से केम्त्रिज जाते समय रास्ते में एक बिपदू हो जाने 
से पहली चाळ के L हिस्से की चाळ से चलती है; और इस कारण वह ८ घन्टे देर में 
पहुँचती है। यदि वह विपदू केम्त्रिज से छ मील और नज़दीक होती, तो गाड़ी ow 
देर में पहुँचती । तो विपदू होने के पूर्व गाड़ी की चाल निकाले । 

25. एक घंटा चलने के वाद एक विपदू होने के कारण, एक रेलगाड़ी को 1 घंटा 
रुकना पड़ता है, जिसके वाद वह पूरी चाल के 2 हिस्से की चाळ से चलती. है, और 
तीन घंटे देर से पहुँचती है; यदि वह विपदू 50 मीळ और आगे होती तो गाड़ी 
1 घंटे 20 मिं० और पहले पहुँचती। तो निक्रालो रेलगाड़ी को कितनी दूरी की यात्रा 
करनी थी । 


20. यदि किसी संख्या के सम स्थान के अंकों के योगफल, और विषम स्थान के 
अंकों के योगफल का अन्तर शून्य हो अथवा 11 से विभाज्य हो तो संख्या भी 11 से 


विभाज्य होगी [ बंगाल सिविल afia, 1993. ] 
27. यदि किसी संख्या के अंकों का योगफल 3 द्वारा विभाज्य हो, तो संख्या भी 


3 द्वारा विभाज्य होगी । a 
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अट्ठाईसवाँ अध्याय 


रेखाचित्र और उसका प्रयोग 
(Graphs and their Applications) 


185. बिन्दु व रेखाओं द्वारा किस प्रकार बीजीय व्यंजक सूचित किये जा सकते 
हैं, वह सातवें व उन्नीसवें अध्यायों में बताया गया है। “bells 
अब रेखाचित्र के प्रयोग द्वारा किस प्रकार समीकरण और उनकी प्रश्नावली 

; 2 हलकी 
जा सकती है, उसी पर विचार किया SIT! रेखाचित्र द्वारा प्रनों से जो फल प्राप्त 
Be E चह ae फल A з होते हैं, परन्तु पहले बतलाई हुईं बीजीय पद्धति से 

झुद्ध फल पाये जाते ©, उससे अवसर हालतो में न द्वारा अधिक 
आसानी से फल प्राप्त होता है। : B a 


186. रैखाचित्र-द्वारा समीकरणो' को हल करना : 
उदाहरण 1. रेखाचित्र-द्वारा हल करो : 27 - Ty+12= 0 
8z + 2y = 39 } 
पहले इन दो समीकरणों को रेखाचित्र खींचना चाहिए । 
अब AGH होता है कि 


८-6 = : 
y= 0 } s = Š } पहले समीकरण के रेखाचित्र पर के बिन्दु हैँ । 


और s= 0 = 
ce. 229) दूसरे समीकरण के रेखाचित्र पर के बिन्दु हैं। 


इसलिए वर्गाकित कायज़ के छोटे а 
दो समीकरणों के रेखाचित्र आगे दिये गये &i ® чє ч को mei को кый नखर 
अब WW होता है कि P बिन्दु पर दोनों रेखाचित्र काटते हैं ; और च s 
रेखाचित्र पर है, अत; इसके भुजकोटि दोनों समीकरणों को सिद्ध करते हं E EU P दोनों 
अत्र माळूम होता है कि P के भुजकोटि 8 और 4 Ë! 


Мы 222) पूछा हुआ जवाब है | 
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तरफ रख कर और z=8 और ४०४ प्रयोग करके मालूम होता है कि, 
पहले समीकरण में बायीं तरफ = 22 - 7५+ 192 ५8-7 4+ 12 = 0 = दायीं 
तरफ ; 
और दूसरे समीकरण में वायां तरफ = 32+ 9५-92 = 38+ 2%4 - 99 = 0 
र दायी तरफ | | 
इसलिए दोनों समीकरण z = 8, और у =4 द्वारा सिद्ध होते К! 


उदाहरण 2. रेखाचित्र-दारा हल करोः 29 mun 19 _ 39 зава 32, 


इस मन्न में 25 और 95—55 का रेखाचित्र खींचकर उनके छेदन बिन्दु 


का भुज (abscissa) निकालना है 1 
B—26 


| 
| 
| 
जवाब की जांच : दिये हुए समोकरणों में सब पदों को बराबरी के चिह की बायीं | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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अच 22113 का रेखाचित्र और у= =Š (अर्थात्‌ ४७-॥४--19-0) 
का रेखाचित्र दोनों एक ही हैं i 


और исе का रेखाचित्र और y= 327 32 (अर्थात्‌ 32 + 9/=89) का 


9 

रेखाचित्र दोनों एक ही हैं । 

अब 92- Ty + 1950 और 82+ Oy - 89 इन दो समीकरणों के रेखाचित्रो को 
खींचकर (पहले उदाहरण का चित्र देखो) जाना जाता है कि उसके छेदन बिन्दु 
(अर्थात्‌ P) का भुज = 8. ^. ०=8 ही दिये हुए समीकरण का सूल है । 

उदाहरण 3. रेखाचित्रद्वारा हळ करो: 2-553, 

इस 3H में ०-5 और 3 इन दो राशियों का रेखाचित्र खींचकर उनके छेदन 
बिन्दु का सुज निकालना होगा। : 

अत्र साफ है कि ७-5 का रेखाचित्र और y=z-5 का रेखाचित्र दोनों एक 
ही हैं और y ==— 5 के रेखाचित्र के ऊपर 


2-0 | और 269 दो विन्दु हैं : 


у= ¬ y-0 


HAEA 
EE E 


Sane 
a 
न| ि्िििि्शिर्शरि। 
тшшш иши шш ши шш iT 
шш EH v F 

аш 
m m 


और З का रेखाचित्र और y=3 का रेखाचित्र दोनों एक ही हैं ; और स्पष्ट है 
f& ४०४ का रेखाचित्र >-अक्षरेखा के समानान्तर और मूल विन्दु से तीन इकाई की दूरी पर | 
एक सरळ रेखा हवै । | 
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_ айва काराज़ के छोटे वर्गों के एक बाहु की लम्बाई को इकाई मानकर दो रेखाचित्र 
पीछे दिये गये हें। दोनों रेखाचित्र के छेदन विन्दु को यदि P बिन्दु द्वारा सूचित किया जाय 
तो स्पष्ट है कि 7 का भुज =8 Š 1 

इसलिए ० =8 ही दिये हुए समीकरण का मूल है i 

उदाहरण 4. z-—9y+19=0,z+y+8=0, और 5z-g-91-0, इन 
तीन सरल रेखाओं द्वारा जो त्रिभुज बनता है उसके तीनों शीर्ष बिन्दुओं के सुजकोटि व 
त्रिभुज का क्षेत्रफल निकाली । 


HERNA 
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VAM] 
Vili! 
Ett 
BH 
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CEANN । | | | । | | 


अब माळूम होता है कि 

eh और | yo 0) मे दो बिन्दु &-99+19-0 के 

CO SUME MEC Loos 

ат और  - ०7-१ दो विन्इ०+४+३=0के ` 
रेखाचित्र पर: हैँ । 
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और EE t और Жа येदो बिन्दु 52-५-91=0 के 
रेखाचित्र पर E । 
वर्याकित कायज़ के छोटे वर्गों के एक वाहु की लम्बाई को इकाई मानकर पहले, दूसरे व 


तीसरे समीकरण के रेखाचित्र पीछे दिये हुए चित्र में क्रमशः РО, QR और RP सरल रेखा 
दवारा सूचित किये गये EI 


चित्र से area होता Š 


7 के भुज-कोटि क्रम से om ठी; 
y= 9) 


0 के भुज-कोटि क्रम से s=- ү 


और RU भुज-कोटि कम से ¿= n 
y-7-6 


अब P, Q, 2 से दो अक्षों के समानान्तर खींची gi रेखाएं खींचकर मालूम 
होता है कि 


APQR= आयत ABDP- AQAP- AQBR- ARDP 


2 2 
= 15x 12- 1ax6 9x9 18х15 
2 2 2: 


= 180 — 36 - F - 4 = 81 वर्ग guid । 


उदाहरण 5. ०+9-10=0, z-y-10-0, z+y+10=0 और 
#—у—10=0, इन चार सरल रेखाओं द्वारा जो चतुभुज बनता है, उसके йй के 


: омы Re, और दिखाओ कि यह चतुभुज एक वग है; इसका क्षेत्रफल 
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अब मालूम होता है कि | 
220) नीर 2 0] ये दो Roy - 10708 
Зара हैँ । 
= 0 और ४७४5-10 Sue 2 
S V 0) मै दो बिन्दु ७ ' UT 
४०-10 on 770] ये दो बिन्दु ##9+10 =0 के 
a wo रेखाचित्र पर हैँ। 
भर. ०० Op और. ०-1] दो बिल ७-४-10-0 के 
: zb रेखाचित्र पर हैं । 


अव а काग्रज्ञ के छोटे वर्गों के एक बाहु की लम्बाई को इकाई मानकर रेखाचित्र 
खींचने से जाना जाता है कि. पीछे दिखलाये हुए चित्र में दिये हुए समीकरण। क्रमशः 
PQ, QR; RS व 57 सरल रेखाओं द्वारा सूचित होते E [ चित्र देखो ]। 
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स्पष्ट है कि P. Q, B, S के भुजकोटि कमश; निम्नांकित हैं 1 
z-10) w= 0) ५२-10]. और z= 0 
y= б) seul y= of PE Sel 
चित्र से बहुत आसानी से माळम होता है कि op=og= OR = OS, (fs इनमें से 
प्रत्येक की लम्बाई 10 इकाई है) और PR विकणे QS विकरणे पर wea है | 


| इसलिए PORS चतुभुज एक वर्गक्षेत्र Š । 
इसका क्षेत्रफल = APQR-- APSR 


-PRx0Q, 28» 08 
2 2 


20x10 20х10 


9 g3 7 200 वग इकाई 1 


TAWI 100 
रेखाचित्र-दारा निम्नलिखित समीकरणों को हल करो : 


x 1. 2+9=9, 3z— 92 =7, 2. 42+3y=13, 30 t 29y — 11, 


: ó 
+ =4, 42—5y=9, 4 у-2=9, 80-9५ — 5. 


[OS ETT 


$—9 —5e+4 
зеб" 


2a+7 32-7 4z—8 


| 5. 52—-8y-11, 2y-8z4-0. 6. 


r^ 


9, ® -19- ES 9. 10. 5a 18 =7, 


11. -2+39=18, z+ 7y=99 और у+8ж=96 तीन 
E सरळ रेखाओं 
uda fat वनता है उसके तीन शीषी के भुजकोटि और त्रिभुज का क्षेत्रफल 


` 12. दिखाओ कि 47 — y — 16. 92 2y-7 और 2+ = 
सरल Хай एक बिन्दुगामी (concurrent) है महे. = Mig: 
और aya C 
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13, नीचे दिये हुए समीकरणों के रेखाचित्र-द्वारा जो चतुर्भुज बनते E उनके शीष बिन्दु 
और aah क्षेत्रफल निकालो 


(i) 24-४३, = -Y oy, Y-I और z-y-3-70; 


-3 8 
(i) z=1, ४७5, z=19 और y=10; 


(iii =0, = z V y». 
iii) ४७0, у=0, s teal और 8 7577 


14. -निम्नलिखित रेखाचित्र-द्वारा जो त्रिभुज बनते हैं, उनके शीषे बिन्दु और क्षेत्रफल 
कालो 


i = = z vie . 
(i) 2-0, ४30, ह КЖ 


(ii) 2-9=0, y- 1-0, z*y-6; 
(iii) z—2y--8—0, o+y+2=0, 52—-y — 14-0. 
निन्नलिखिस युगपत. समीकरणों का साधारण qe निकालकर दिखाओ कि उनमें से 
प्रत्येक z व % के उसी मूल्य द्वारा सिद्ध होता है। < व у के इन साधारण मूल्यों को निकाली 
और रेखाचित्र की सहायता से उनको जाँचो कि z व ५ के मूल्य ठीक हैं : 
15. ety=2, z-1, у=1. 
16. 7=+5у=94, aty=2, 97 ५9. 
117. Qe¢-y=7, ४-9 lla =9y. 


187. समीकरण-सम्बन्धी प्रश्‍नो' को हल करने d रेखाचित्र का 
प्रयोग | д 

उदाहरण 1. एक सेर चावल का मूल्य यदि 3 आने हो तो दिखाओ कि वर्गोंकित 
कायज़ पर एक ऐसी सरल रेखा खींची जा सकती है जिसके ऊपर के किसी बिन्दु का भुज 
चावळ का वज़न बतलायगा, और उस बिन्दु का कोटि उतने वज़न चावल का मूल्य सूचित 
करेगा । 

और इस सरल रेखा की सहायता से () 12 सेर चावल का दाम और (ü) 27 आने 
मूल्य के चावल का वज़न निकालो। C 
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इस चित्र में मान लो किं OX aga पर छोटे वर्गों के एक बाहु की wend 


m= 
ШШШ 


ш 

B 

= 

E 

ш 

ишш TH m В ह 

d m Ë m 
шиш [| 
ишш 
[ITI 


ш 
m 
m 
m 
m 
zq 
LI 
š 
= 


m 

[1 

Е 

SHE 

№ 
LT [1-7 

m 

m 

ш 


HERS SES 
PEE 
SEERS ‚ * 
बतलाता है और जिसका कोटि उतने वज़न चावल का 
के भुजकोटि में ऐसा ही परस्पर सम्बन्ध है, आदि । 


इसलिए OP ही पूछी हुईं सरळ रेखा है। 


& 


“एक av और ОУ अक्षरेखा पर एक 
वाहु at लम्याई “एक आना” सूचित 
करती है। तो ox और or के पास- 
पास जो अंक लिखे गए Š उनका अर्थ 
स्पष्ट है। 

चकि एक सेर का मूल्य 3 आना है, 
इसलिए 8 सेर का सूल्य 94 आना होगा । 
इसलिए P एक ऐसा बिन्दु है जिसका शुज 
OM चावल का वज़न (अर्थात्‌ 8 सेर) 
यतता है, और उसका कोटि PAL зай 
वज़न चावल का मूल्य (अर्थात्‌ 24 आना) 
सूचित करता है। 

02 सरल रेखा «Її और उसको 
दोनों ओर बढ़ाओ। तो OP ही एक 
ऐसी सरळ रेखा है जिसके ऊपर के 
किसी विन्दु के भुजकोटि p के भुजक्रोटि 
की भांति परस्पर सम्बन्ध रखते हैं । 
इसलिए उसके ऊपर Q (10, 30) एक ऐसा 
बिन्दु है, जिसका सुज चावळ का वज़न 
मूल्य सूचित करता है। 7 (3, 9) बिन्दु 


इ सरळ रेखा की सहायता से चावल के किसी वज़न का सूल्य आसानी से निकाला जा 
सकता है । जैसे जिस विन्दु का भुज 19 है, उसका कोटि स्मतः 36 Ë ; इसलिए 19 सेर 


चावल का मूल्य 36 आने Š 
इम चित्र (अर्थात्‌ OP सरळ रेखा) से किसी 
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यह भी आसानी से माळम किया जा सकता हे । जैसे जिस विन्दु का कोटि 97 है, उसका भुज 
29:9 है ; इसलिए ат आने में 9 सेर चावल मिलेगा। 


टीका | OP सरळ रेखा को चावल का मूल्य वतलानेवाला रेखाचित्र (price- 
graph) कहते Ë I 


STRUD. B नाम का एक व्यक्ति घन्टे में पाँच मील को चाल से किसो स्थान से 
चलता &, तो दिखाओ कि सरळ रेखा के रूप में एक ऐसा रेखाचित्र खींचा जा सकता है जिसके 
उपर के किसी बिन्दु का सुज बतलायगा कि p कितने मोळ चला है, और उसने जो समग्र लिया है 
बह उस बिन्दु के कोटि द्वारा सूचित होगा। 


इस रेखाचित्र से निकालो कि (i) 3 घण्टे 24 मिनट में p कितने मील चल सकः 
और (ii) 13 मील जाने में p को कितना समय लगेगा। ग 


° 6 10 15 20 


wi करो कि OX के ऊपर छोटे वर्गों के एक बाहु की लम्बाई wade और 
0४ के ऊपर एक छोटे वर्ग के वाहु को लम्बाई '19 मिनट” समय सूचित करती है; और 
उसके अनुसार ऊपर दिखलाया gat रेखाचित्र खींचा गया है। तो 0: ब OY के पास- 
पास जो अंक लिखे गए हैं उनका अर्थं स्पष्ट है। 


चूँकि B एक घन्टे में 5 मील रास्ता चलता है, इसलिए बह ачай 10 मील रास्ता 
चल सकेगा। इसलिए रेखाचित्र से иан होता है, कि 7 ऐसा एक बिन्दु है जिसका सुज 
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जितने मील ( यहां पर 10 मील ) सूचित करता है, उस बिन्दु का कोटि उस दूरी तक चलने में 
В का लगा हुआ समय (यहाँ 9 घन्टे) सूचित करता Ë । 

OP सरळ रेखा खींचो और उसे दोनों ओर बढ़ाओ। तो 07 ही एक ऐसी 
सरल रेखा है, जिसके ऊपर के किसी विन्दु के भुजकोटि 7 के भुजकोटि की भांति परस्पर 
सम्बन्ध रखते हैं । 

इस सरल रेखा पर एक दूसरा बिन्दु Q लेकर भो देखा जाता है कि उसका भुज 
бе और कोटि 1 घन्टा 19 मिनट समय सूचित करता है; परन्तु यह स्पष्ट है कि 
यह व्यक्ति 1 घंटा 19 मिनट में 6 मील रास्ता जाता है। इसलिए Q बिन्दु भी ऊपर 
दो हुई शर्तों को पूरो करता है । | 

इसो प्रकार इस सरळ रेखा पर एक और बिन्दु R लेकर देखा जाता है कि उसका 
सुज 20 #5 और कोटि 4 घंटे का समय सूचित करता है । परन्तु हम जानते हैं कि 

यह व्यक्ति 4 घंटे में 90 मील rer चलता है। इसलिए 7 विन्दु भी ऊपर दी हुईं शर्तों 
को पूरी करता है । 

इस रेखा पर दूसरे बिन्दुओं के लिए भो ऐसा ही सिद्धान्त लागू होता है। 

इसलिए 07 सरल रेखा ही पूछा हुआ रेखाचित्र है। 


इस रेखाचित्र से p कोई विशेष दूरी कितने समय में जायगा यह आसानी से जाना जाता 
है। जैसे यदि किसी बिन्दु का भुज 13 मील की दूरी सूचित करता है, तो चित्र से шен 
होता है कि उस विन्दु का कोटि 9 घंटे 96 मिनट का समय सूचित करता है ; इसलिए аен 
होता है कि В 9 Чё 96 मिनट में 18 मील की दूरी जाता है । 


और B किसी दिये हुए समय में कितने मील की दूरी जा सकेगा वह भी इस चित्र से 
निकाला जा सकता है। जैसे यदि उस रेखाचित्र पर किसी बिन्दु का कोटि 8 घंटा 24 मिनट 
समय सूचित करता है, तो स्पष्ट है. कि उस बिन्दु का भुज 17 मील को दूरी सूचित करेगा। 
इसलिए जाना जाता है कि B 3 घंटे 24 मिनट में 17 मील रास्ता चळेगा | 


टीका। OP सरल रेखा को 5 की भाति बतला नेवाळा रेखाचित्र' (motion- 
graph) कहते हैं | 


À उदाहरण 8. यदि एक इंच की ल्मबाई 95 सेंटीमीटर को लम्बाई के बराबर है, 
तो दिखाओ कि एक ऐसी सरळ रेखा खींची जा सकती है जिसके ऊपर के किसी बिन्दु का 
भुज जितने इंच सूचित करेगा उस बिन्दु का कोटि लम्बाई में उसके बराबर सेंटीमीटर की नाप 
सूचित करेगा। Te 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


r: 
Digitized by лгу SONG FBÜR StFSICHSHDI and eGangotri ४११ 


इस चित्र से निकालो कि G) 10 इंच कितने सेन्टीमीटरों के बराबर Ë और (ii) 15 
सेन्टीमीटर कितने इंचो के वरावर E 
. अब чї करो कि OX के ऊपर छोटे वर्ग के एक वाहु की लम्बाई “एक इंच” है, 
ऑर OY के ऊपर छोटे वर्ग के एक बाहु की लम्बाई 'एक सेन्टीमीटर (से० मी०)? सूचित 
करती है ; अब इसके अनुसार नीचे दिखाया हुआ चित्र खींचा गया A OX व OY के 
पास-पास जो अंक लिखे गए हैं उनका अर्थ स्पष्ट है। . 


चूँकि 1 इंच = 2 सेन्टीमीटर है, इसलिए 8 इंच = 20 सेन्टीमीटर है। इसलिए नीचे 
दिये हुए चित्र में P एक ऐसा बिन्दु है, जिसका भुज जितनी इंच की लम्बाई सूचित करता है, 
उस बिन्दु का कोटि वतळाता है कि उस लम्बाई के अन्दर कितने सेन्टीमीरर हैं । 
खींचकर 0 व P को मिलाओ, 
भौर उसको दोनों ओर वढ़ाओ। तो यह 
एक ऐसी सरल रेखा होगी जिसके ऊपर के 
किसी बिन्दु के भुजकोटि P के भुजक्रोटि 
की भांति परस्पर सम्बन्ध रखते हैं । 
इस सरल रेखा पर एक दूसरा बिन्दु 
Q लेकर देखा जाता है कि उसका भुज . 
19 इंच और उसका कोटि 30 सेन्टीमीटर 
की लम्वाई सूचित -करता है। किन्तु 
19 इंच = 30 सेन्टीसीटर। इसलिए Q 
विन्दु ऊपर दी हुई शर्त को पूरी करता है। 
इस सरळ रेखा पर एक और बिन्दु 
2 लो। यह देखा जाता है कि इसका 
सुज 9 इंच और कोटिं 5 से० о सूचित 
करता है । किन्तु चकि 9 इंच = 5 To मी० 
है; इसलिए 7 बिन्दु भी ऊपर दी हुई 
शते को पूरी करता है। 
_ इसो प्रकार दिखाया जा सकता है कि इस सरळ रेखा पर कोई Reg ऊपर दी हुई 
शते को सिद्ध करेगा । इसलिए 07 ही पूछो हुईं सरळ रेखा है । 
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ऊपर दिये हुए रेखाचित्र ( अर्थात OP सरल रेखा) से कुछ दिये हुए इंच कितने 
सेन्टीमीटर के बराबर Š वह आसानी से निकाला जा सकता Ea जैसे रेखाचित्र से देखा 
जाता है कि जिस बिन्दु का भुज 10 इंच सूचित करता है उसका कोटि 95 सेन्टीमीटर 
सूचित करता है। और यह ठीक है कि 10 इंच की लम्बाई 95 Fo о की ею के 
बराबर है l 

और ऊपर दिये हुए रेखाचित्र से कुछ विशेष सेन्टीमीटर की लम्वाई कितने इंच की 
लम्बाई के बरावर है वह भी निकाला जा सकता है। जैसे इस सरळ रेखा पर जिस बिन्दु का 
कोटि 15 से० मी० सूचित करता है, उसका भुज स्पष्टत: 6 इंच सूचित करता है। इसलिए 
जाना जाता है कि 15 से० मी० की लम्वाई 6 इंच की लम्बाई के RR Š | 


टीका। चूँकि 07 सरल रेखा से कितने इंच कितने से० मी० के ugar हैं, अथवा 
किनने We मी० कितने इंच के बराबर Ё, यह जाना जाता है, इस कारण ऊपर दी हुई सरल रेखा 
oe रेखाचित्र' (inch-centimetre conversion graph) 
कहते हँ । 


उदाहरण 4. 4 और 7 80 मील की दूरी पर दो स्थान हैं । 7, 4 से 9 को 
ओर घंटे में 5 मील की चाल से चलकर 9 घंटे के वाद रास्ते में 1 घंटा आराम करता 
है और वाकी रास्ता घंटे में 8 मील की चाल से चलता है। 2 के 4 से चलने के 9 घंटे 
40 मिनट वार 0, B से 49 ओर घंटे में बराबर 4 मील की चाल से चलने लगा। 
Pa Q कव और कहाँ एक दूसरे से मिलेंगे ? 

फ करों कि 45 रेखा पर छोटे वगो के एक चाहु की लम्वाई एक मील? की दूरी, 
और BF रेखा पर छोटे वर्गों के एक बाहु की wn “10 मिनट” का समय सूचित 
करती Š! तो अगले पेज में दिये हुए चित्र में 49 व BF दो रेखाओं के पास-पास जो 
अंक लिखे गए हैं उनका अथे स्पष्ट है। 

( 7, 4 से चलकर घंटे में 5 मील की चाल से ४ घंटे में 10 मील गया। 
e di а ш ऐसा बिन्दु हो जिसके भुज व कोटि क्रमशः 10 मील व ० घंटा 
सचत करते हाँ तो 40 सरळ रेखा ही 7 की पहले 9 घंटे का गति 
SEE ह्‌ का गति वतलानेवाला 

तीसरे घंटे š P का गति बतलानेवाला रेखाचित्र ऐसा होगा कि उसके ऊपर के किसी 
aa CPUS Шет सूचित करेगा ; वयोंकि इस घंटे में р एक ही स्थान पर रहा, | 

ऊपर दिये हुए चित्र में CD सरळ रेखा ही P के तीसरे घंटे का आराम... 
करने का) रेखाचित्र हांगा । on क a 
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तीसरे घंटे के बाद 2 घंटे में 8 मील को चाल से чый लगा। 98 रेखाचित्र में] 
` DM 6 मीळ का रास्ता और ME 9 घंटे का समय सूचित करता है, इसलिए DE सरळ 
रेखा ही 2 के तीसरे घंटे के वाद की गति-बतळानेवाला रेखाचित्र होगा । 


LLELEEEEELEELEEHNCEEHEETITITITO 
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इसलिए 407, यह उटी रेखा ही P की “गति बतलानेवाळा संपूर्ण रेखाचित्र होगा। 

(1) P के 4 से चलने के 2 घ० 40 मि० वाद ( B से चला। इसलिए रेखाचित्र 
में BF सरळ रेखा को Q का B पर 2 чо 40 {йө तक आराम करने फा रेखाचित्र माना जा 
सकता है । उसके बाद 0, 9 से 4 की ओर 4 मील दी चाळ से चलने लगा । इसलिए 
रेखाचित्र पर यदि 6 एक ऐसा बिन्दु है कि FN व NG दो रेखाएँ क्रमशः 8 मील का 
पथ व 9 घंटे का समय सूचित करती हैं, तो स्पष्ट है कि FG सरळ रेखा ही Q कि गति 
बतलानेवाला रेखाचित्र होगा । 
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(ii) फज़े करो कि ये दो रेखाचित्र (अर्थात्‌ DP की गति वतलानेवाला सम्पूर्ण 
रेखाचिल्ष और Q की गति-उतलानेबाला रेखाचित्र) 5 बिन्दु पर काटते हैं; स से AB 
के ऊपर HK =ч ҸҸ और FN को बढ़ाकर HK रेखा के साथ V बिन्दु पर 
मिलाओ। 

इसलिए स्पष्ट जाना जाता है कि НК द्वारा सूचित समय में P, B की ओर AK द्वारा 
सूचित दूरी तक और Q, 4 को ओर 57 (अर्थात्‌ FV) द्वारा सूचित दुरी तक चले हैं; और 
इस कारण इस समय एक दूसरे से ВаЁ 

इसलिए उनके मिलने का समम > HK द्वारा सूचित समय >? के चलने के 5 घंटे 
40 Rite बाद; और 4 से मिलने के स्थान की ай = 47 द्वारा सूचित दूरी 18 मील । 


| रीका 1. चूंकि Ey रेखा 3 घंटे का समय सूचित करती है, इसलिए p से Q के 
चलने के 8 घंटे बाद 7 और Q मिळते हैं। 


टीका 2. 7 Ве से खींची हुई रेखा दोनों रेखाचित्रों को saz बिन्दु पर 
‚ काटती है (चित्र देखो)। चूँकि AL 4 घंटे 10 मिनट का समय और ST, 105 मील की 
दूरी सूचित करता है, इसलिए स्पष्ट है कि P के चलने का बाद 4 घंटे 10 fe के समय 
P q Q में 103 मील का फ़ासला है i 


TENUTI 101 


1. यदि एक सेर दूध का मूल्य 4 आना हो, तो 5 सेर तक दूध का सूल्य निकाला जा 
सके एक ऐसा मूल्य निकालनेवाला रेखाचित्र खींचो । चिन्न से 8 सेर 5 छडाँक दूध का मूल्य 
और 10 आना 9 पाई में कितना दूध मिल सकता है निकालो। 


2. यदि फ़जली आम का मूल्य प्रति दर्जन 1 रुपया 9 आना हो, तो 30 end तक 
का मूल्य निकाला जा सके एक ऐसा मूल्य निकालनेवाला. रेखाचित्र खींचो । चित्र से निकाली 
कि 17 आमों का मूल्य कितना होगा और 1 e 19 आ० 6 पा० में कितने आम मिळू । 


8. यदि कोई व्यक्ति घंटे में 4 मील की चाल से चळे तो गति निकालनेवाला रेखाचित्र 
खीचो। रेखाचित्र से निकालो कि 18 मील जाने में कितना समय लगेगा और 43. घंटों में वह 
कितने मील चल सकेगा । nes | 


4. यदि एक हाथ 15 फुट के समान हो तो एक 'हाथ-फुट परिवर्तक? रेखाचित्र 


खींचो। रेखाचित्र से निकालो कि 52 हाथ कितने mz के समान हैं, और 3 फ़ुट कितने 
हाथों के समान हँ І eg E : ев D 
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5. 4 किसी स्थान से किसी खास ओर को घंटे में 3 मील की चाल से चला, और 
4 के चलने के 1 घंटे वाद л उसी स्थान से उसी ओर घंटे में 5 मील की चाल से चला। 


A और B का गति निकालनेवाला रेखाचित्र खोचो और उससे निकालो कि D, 4 से कहाँ 
और कव fer । 


6. 4 व 5 20 मील की दूरी पर दो स्थान हैं। 7, 4 से B की ओर घंटे में 
3 सील की चाल से और Q, B से 4 की ओर घंटे में 9 मील की चाल से एक ही समय 
-चळते EI P व Q का गति निकाळनेवाला रेखाचित्र खाँचो | और उससे निकालो कि वह 
कहाँ और कतर एक दूसरे से मिळेंगे । 


: 7. एक ही प्रकार की 60 वस्तुओं का मूल्य यदि 3 Ge 9 आ० हो, तो 50 वस्तुओं 
तक का मूल्य निकाला जा सके एक ऐसा सूल्य निकालनेवाला रेखाचित्र खींचो । इससे निकालो 
कि 19 वस्तुओं का मूल्य कितना है, और 9 qo 7 आ० में। कितनी वस्तुएँ मिलेंगी i 


= 8. यदि 1 किलोग्राम 2'2 पाउंड के बराबर हो तो एक ऐसा 'किलोग्राम-पाउंड 
परिवतङ रेखाचित्र खींचो जिसके द्वारा 15 पाउंड तक का वज़न किळआम में निकाला 
जासक्रे। इस रेखाचित्र से निकालो कि 11 पाउंड कितने किलोग्राम के बराबर Š | 


Я 


9. एक व्यक्ति घंटे भें 9 मोळ की चाल से 3 घंटा चलने के बाद, डेढ़ घंटा 
आराम करके फिर घंटे में oi मील की चाल से चलने әт तो उसका गति बतलानेवाला 
रेखाचित्र खोंचो । 

10. एक व्यक्ति B से 6 की ओर घंटे में 4 मीछ की चाळ से चलने ल्गा। 
3 घंटे वाद वह अपनो राय बदलकर फिर 2 को ओर घंटे में 8 मोल की चाल से लौटने 
लगा। इस प्रकार 9 घंटे चलने के बाद फिर उसने अपनी राय बदली, और वह C को ओर 
घंटे में 7 मील की चाल से दौड़ने लगा। उसका गति निकाळनेवाळा रेखाचित्र खींचो । 


11. किसी रास्ते पर 4, 2 व 0 एक के बाद।एक तीन स्थान हैं, और 4 से B की 
दूरी 6 मील है। Q ठीक दोपहर के समय से 0 की ओर घंटे में 3 मील की चाल से 
चलने लगा । और P डेढ़ बजे 4 से 0 की ओर घंटे में 63 मोल की चाळ से दौड़ने 
लगा। उनकी गति बतलानेवाळे दो रेखाचित्र खींचो और fewer कि P कब और किस 
समय QW मिलेगा । 


19. कोई व्यक्ति 40 दिन में 620 xe wb करता है। एक ऐसा रेखाचित्र खींचो, 
जिसके द्वारा यह निकाला जा 9% कि कितने दिन में वह कितने रुपये खचे करता है। 
इस चित्र से निकालो किं 28 दिन में वह कितना खच करता है । 
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18. S4 बजे के बोच में किस समय घड़ी की दोनों «gat एक साथ होंगी ; 
रेखाचित्र द्वारा निकाली 1 

14. आमदनी पर फ़ी रुपये में 5 पाई 299 (income-tax) लगता है। एक ऐसा 
रेखाचित्र खींचो जिस पर 3000 से 5000 383 तफे की आमदनो का टेक्स निकाला जा 
सके। और इस रेखाचित्र से निक्रालो कि कितना आमदनी पर 85 रुपये टेक्स लगेगा, और 
4850 रुपये पर कितना रेक्स पड़ेगा । 


15. फ़तेहपुर से इलाहाबाद जानेवाली एक एकसप्रेस रेलगाड़ी (express train) 
और इलाहाबाद से फ़तेहपुर जानेवाली एक Wes रेलगाड़ी के भिन्न-भिन्न स्टेशनों पर 
पहुँचने और छोड़ने का समय यहाँ दिया गया है। दोनों में से प्रत्येक रेलगाड़ी यदि अपनी 
‚ अपनी चाळ से बरावर चलती रहे और इलाहाबाद से फ़तेहपुर तक जाने में हर स्टेशन पर यदि 


पसेच्जर गाड़ी 1 मिनट रुके, तो Ка कि कहाँ व कच वे एक दूसरे से मिलेंगी । 


इलाहाबाद से दूरी ` छूरने का समय 
इलाहाबाद 18-3. 90-90 
6 मीळ चमरौली i 18-16 | 
11 „ 910 Е, 18-97 

14 ,, सेयद सरावान 1 18-34 

19 ,, मनोहरगंज ; 18-45 T 
94 , भरवारी 18-56 

80 з: शुजातपुर - 19-9 

36 , Rag | 19-29 

4l ,, आठपराई { : _ 19-83 

47 „ AA . 1946 : 

59 , खागा 19-57 

61 a3 < 

«ia रसूलाबाद i 20-16 

ji n" ae 90-97 - 

„ RERO 20-11 18-18 
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उनतीसर्वा अध्याय 
घातांक नियस (Laws of Indices) 


188. परिभाषा: यदि % गुणनखंडों में से प्रत्येक गुणनखंड а हो तो उन 
गुणनखंडों के गुणनफल को a” द्वारा सूचित किया जाता है। [ नियम 15 ] 
इसलिए यदि m एंक धनात्मक अभिन्न राशि हो तो а" का अथ आसानी से ан 
होता है। 
i 189. घातांक नियम व “उससे जो सिद्धान्त निकलते È 
यदि m व % दो धनात्मक अभिन्न राशियाँ हों तो सिद्ध करो कि 
amy qn = omn होया | 


चूँकि am q'aq q. А ys Sai -गुणनखंड तक 
आर्‌ Gu ढ.७.०.७ ................ १-गुणनखंड तक 
` arx al m CAP pe т-та तक ) 
X (a.a.a.a.......... ४"गुणनखंड qm) 
=а,а.а.а.а.а.а@.......(%+ »)-गुणनखंड तक 
= дп, 


इसी को घातांक नियम (Index Law) कहते हैं । 


उपसिद्धान्त 1. атха" > ०० ०१४२४०, यह सिद्ध करना है, जब कि m, n, p 
— में से प्रत्येक धनात्मक राशि हो i : 
चूँकि दा" x g^ = "+" ; ©. a" хаха? =a"? x Q? = gmt 
=gminty C 
इसलिए 67" x ८०" x a? x ad x «००००० gmintpstat ७००७७७ 
इसलिए जाना जाता है कि किसी संख्या के भिन्न-भिन्न घाता का शुणनफल, उस 
संख्या का एक ऐसा घात है, जिसका घातांक दिये हुए घातों के योगफल के बराबर है । 


उपसिद्धान्त 2. . यदि m व ५ दो धनात्मक अभिन्न संख्यायें हों, तो 


(a™)" = gn होगा | 
चँकि ^ (a")'—a" 3८ 6१ xa" x +--+ nas तक 
=+” तक [ उपसिद्धान्त 1 से] 
= anm. А 


B—27 
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8. ат+ап=ат-п यह सिद्ध करना है, जब कि man दो 
घनात्मक अभिन्न राशियाँ हों और m > n. 
q am x =a“ [ क्योंकि m-n एक धनात्मक अभिन्न है] 
9? 4- g^ = gn. 
190. यदि मान लिया जाय कि m व # के किसी प्रकार के खूल्य के 
लिण 2” ५ an= ат+п सिद्ध होगा, तो किसी संख्या के भिन्न या ऋणात्मक 
घातांकवाले घातो' का अर्थ निकालना : , 


Р 
@ यदि व ८ कोई दो धनात्मक अभिन्न राशियाँ हों, तो ०१ का अर्थ निकारा : 
3 ath m л के किसी भी मूल्य के लिए 6" x an = amtn होगा, 


इसलिए m और s प्रत्येक के लिए Г प्रयोग करने पर 


2 2 7 2 р 5 
इसी प्रकार a9 xa? ха =qq xal д9 आदि ; 


इसलिए atx an xg x. CEST तक मत्त БЕЧ 
2 
इसलिए ८०, a? का At मूल (५५५ root) सूचित करता है । 
इसलिए. ४० - ढे, 


उपस्तिद्धान्त । इसलिए स्पष्ट है कि ०२ = Ja, ८१ = 5/0, at= १/८ आदि; 


साधारण रूप से लिखने पर, ८ = na. 
टीका 1. घातांक नियम से आसानी से जाना जाता है कि 


$ 1 i 1 = 2 
al хасха serves р-Ч गुणनखंड तक aq, 


इसलिए ат as का »-वाँ घात अर्थात्‌ (Ya)? भी माना जा सकता है । 
इसलिए, ८० का '७ के рЫ घात का 4-वाँ मूल” अथवा ८ के qd मूल का раї 
घात? इन दोनों में से किसी रूप में अर्थ किया जा सकता है। 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection 


Pe ohtra se e ¿T U 


Digitized by Arya 5ай Ви оп Chennai and eGangotri ४१६ 
GD a° का अथ निकालना : 
चूँकि m व n के सव प्रकार के मूल्यों के लिए а" » ०" = ८” है, 
इसलिए m के. लिए 0 रखने पर 
а9 х at= 
इसलिए, किसी संख्या को 0 घात में लाने पर उसका सूल्य 1 (unity) होगा । 
(їн) यदि n कोई धनात्मक अभिन्न राशि हो, तो ८-7 का अर्थ प्रकट करना : 
चूँकि man के सव प्रकार के मूल्यों के लिए a” x 6" = ८ है, 
इसलिए m के वदले -% लिखने पर 


Orn a": . af =a"+a"=1,. 


"6३८ न छ eg]; 


उर्पासद्धान्त । इसलिए m व n के सव प्रकार के सूल्यों के लिए ००-+०१ =am-n 
होगा । 


m 
क्योंकि a = 
j a + gn = p =g” xa बल दि, 


उदाहरण 1. 8४ का मृत्य निकालो । 
8® =(3/8)" = 95 = 89. 


_5 
उदाहरण 2. 4 का मूल्य निकाली । 
"n tob Жүнү 


| gi (Os st ar 
उदाहरण 8. गुणा करो: 
маз, аё, tac और 1, dn 
पूछा हुआ गुणनफल = दा xa? xa Š xa* 
EA i: 
= qi tt? ait 


35 a5. 
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प्रक्षताला 102 
भिन्न अथवा ऋणात्मक घातांक प्रयोग न करके निम्नलिखित व्यंजकों को प्रकट करो : 
1. of, 2. zŠ, 8. y 4, z Š x 3a है: 
g’ 
5. Sm хт. 6. z +8 *, 7. w+, 
8. 5/х*-+_5/ш-°, 9, 2т/а-8 x "Jat. 10. giro, 


करणीचिह अथवा ऋणात्मक घातांक विना प्रयोग किये निम्नलिखित राशियों को 
प्रकट करो : 


11, (5/०), 12. (Ja, 13. Ds 

14. oat 15. १७--(१/) १. 16, ५/--(१/१. 
मूल्य निकालो : 

17, 4%, 18. 8%, 19, 9%, 20. 16, 
21. हाई, 22. qo 28, (90), 24. (क) ॐ. 


25. (Gh) ^ 26, सरळ करो sd [жә Yo, 1874. ] 


191. सिद्ध करना होगा कि व ८ के wet मूल्य के लिए 
(ату. ат" होगा l 


9 чт करो कि n एक धनात्मक अभिन्न राशि है। तो # कोई भी राशि हो हर 
हालत 


(a")* = а" x a" x a" X ०००००००००००७८ #-गुणनखंड तक 
= g mem १७०७०८००७७ ७००००७० /पद्‌ तक 
=, ar”. 
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(i) फज़ करो कि एक vas भिन्न है, जो करि? के बराबर है, pug 
प्रत्येक एक धनात्मकाअमिन्न राशि है, तो 


(a) - (ar) Е = (a) ड [ नियम 190, (i) Š ] 
= (Jam [03] 
Tr [ नियम 190, (i) से ] 


(Hi) फज्ञ करो कि тв ऋणात्मकऋ राशि है,'जो कि — p के बरावर है, और p एक 
घनात्मक राशि है, तो 


(am) =(а®) = ay [ नियम 190, (iii) से ] 
= лз LG) और (9) से ] 
eg [ नियम 190, (iii) से] 
= mc» mn 


इसलिए यह नियम सिद्ध हुआ। š 
192. सिद्ध करना होगा कि азр (ab) जब कि ८ कोई राशि ET I 
0) फज़ करो कि о एक धनात्मक अभिन्न राशि है। तो 


a" b^ = (a.a.a.......... ४-युणनखंड तक ) 
x (0.5.0.७..........-युणनखंड तक ) 
= (८७.०७.०७.....-....7-युणनखंड तक ) 
= (ab)^. 


(i) फज़ करो कि एक чакае भिन्न है, जो कि के बराबर है, और pug 
प्रत्येक धनात्मक अभिन्न राशि है । तो ako" के बदले ८ रखने पर 
2 उ. 2 2१८ 
т=а©% bt; .. ate (a ६७०९) 


(ai) (sR) [® से ] 
=a? x b? [ नियम 189 से ] 
= (ab)? [03] 


PEL (av) ०; अर्थात्‌ ать" = (ab)" 
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GH) फे करो कि एक ऋणात्मक राशि है, जो कि -» के au है ; और 
p एक धनात्मक राशि है। तो 
а"ь" — ००७2 
= 35 [नियम 190, (i) से ] 
З, EX [ G) और Gi) से] 
= (ab)? [ नियम 190, (iii) से ] 
= (68), 
इसलिए यह नियम सिद्ध हुआ 1 
उपसिद्धान्त 1. p = ab" = (5 Ji = [ ab^ y - | 5 y 
उपसिद्धान्त 2. ८०७५८०० (ab)"c" = (abc)? : 
साधारण रूप से a" ph engn...... = (aod өө eee 
193. ऊपर जो दो नियम दिये गये हे उनका प्रयोग : 
उदाहरण 1. सरल करो: (८०७४) ३. 
G 8६४) ड = (as) रै x (8-3 
- CD ЫР а 
उदाहरण 2. सरल करो: Ja bx Mab-?*. 
Ja- = (aD) = (ढा at х= ढा ; 


और 3/ap-s- lab- 3) =a? x (४7१४ = a i 


इसलिए Rar हुआ व्यंजक gi at x as, -1 


=a Фрі 282% 
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उदाहरण 8, सरख करो : ५/८१३ ॐ E +/४ ४-० 
WATE (шул) 
= (S) (७) (७४) NET 
sik з/ акъа = (nd! 


5 ® Б $ 4 1 5 
Е (а^) (»- 1) (st =аЗу 2675, 


इसलिए दिया हुआ व्यंजक | 
вз 117217 4 1 5 28.1.35 -4 EN 1 
Gb Sa t2+a%h Beli = ab So "xg $58, тя 
8.4 1.1. _ 5 
mq) Sp डे 3g ТҮ Y5 


l1 
= ब 1g, 


अश्षसाला 103 
सरल करो : 
1 (eyo a (aor th (add (°) *. 
ह. Qe. «(शफे ^ Mese 
в. Ja छः Varo 9. ENTE J «АД, 


10. (8zš +97 28 11. (642° 970-7) $. 


12. ‘Jac to t x Ya bo. 18. д/а toto Š + aatom : 


-172 37- 5 
14. „/а5 205+ (१५७०७१०) . 15. A ( ar) Š 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


WR 
s Digitized by Arya Samaj Р НЕЬ пат and eGangotri 
194. विविध प्रश्नमाला : 


करो । 
भाज्य व भाजक प्रत्येक को ८ के घाता के em leu से लिखकर भाग किया 


जाता है। 
i 
a? + (s + diy + 86767 + 3435 t (b4- 0) | T a (9७7 _ К, 


भाग 


at दाह t 23) + (5 - AN +c #) 
PC - ot) +3 ab um (b 4- c) 
८ (an? 8) ८053 + 2,3 4) 
axo - 8४५४ T c?) + (b-- c) 
abot atts 8) + ७+०) 
4 पूछा हुआ भजनफल = aŠ + да = ас? + 5% - p + of, 
| टीका | शुणन अथवा भाग करने के समय व्यंजको को उनमें दिये हुए किंसी साधारण 
| pa के чї के आरोह अथवा अवरोहकम से सजाने की पद्धति को कभी ध्यान से न हटाना 
| %! इस मकार हर प्र में पदों को सजाने की आवश्यक्रता न होने पर भी 
भाग अथवा शुणन क्रिया बहुत सुन्दरता और आसानी से की जा सकती है । gei) 


उदाहरण 2. c +у*+ 2% - 3८१४४ को at +Š + कैसे भाग करो । 


» के लिए a, ४7 के लिए ४, और «४ के लिए ८ रख करके 
E ‚* "m 3258,5 
=a" +b? +05 — Sabe 
= (а+6+ 0) (02 +b? + ०१ - a5 — bo- са) ` 
» (3 n J? " ४0) 4)? + (गं + (५४) rm श्र i yh $ se) 


= Gi + ‚* + so + yt + z = zty? = DS _ 2913). 


CC-0.Panini Капуа Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Sarpan aon Chennai and eGangotri vey 


इसलिए पूछा हुआ भजनफल = gi + y + E) - ey’ _ 4555 = EX 
zi A) x sh 4 27) " (५४ 23 yes? + 27), 
उदाहरण 8. भाग करो : 
АУА а Soi +a? Wa? ue ЕЛҮ + ag I 


TA करो कि पपा और ॥=८१ . 
ч QAM m= (८१५ १९ 2 paxa"? = Ч 
और mi= (m2) £ (irae): ахат ; mts 


n-i 2 п 
इसी प्रकार п? =a? और a*-a*. 
^" nl n-i ^ 
2 2 2 
s“ +a x +a 
इसलिए n-i n-2 ,n-2 2९ 1 

2 = а? g? +a 

— m° +min® tnt (т? +r’) - т?п" 
m? -mn t n? т -mn + nš 


(m? +n? man? +n? — mn) 
m? -mr +n’ 


=m? FMR +n 
=g" + Pe + at 
उदाहरण 4, a? + 252 + (a+ 2b) Jab और ८४-०१ +(6- b) Jab का 
We qo Ao ВӘТ | : 
पहला व्यंजक = а? +८,/८७+ 2b Jab+ 25 = +a bt + 967 + 987 
= M h +54) + a + 6) - Ga 0а + эь), 
दूसरा sisi = a? +a Jab - b Jab— ४१ =a? ай – hi _ ६४ 
alat + ४) M R +8) (द 00008 - ६7), 
अब चैंकि ० +96 और ८१-४४ का कोई सावे गुणनखंड नहीं है, 
इसलिए पूछा हुआ Ae To ае=ай +8 = Jat Nb. 
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उदाहरण 5, सरल करो 2+ ०8%) - (2१४) 
ary 
feat हुआ अंरा etry -gy =a (ç +у?—ж°у ) 
दिया हुआ हर =e) + (७) -б®+,®{(4)° 6969.27] 
= (CF) HP E ) 


i 
इसलिए दिया हुआ eism = + T 
s“ ty 

उदाहरण 6. सिद्ध करो कि 

— = निळ НЕ ИНН 1 

lcg" gm» Legims gna J o myyn 
भिन्न का DILE ee р ЕВ 

पश पदे = PR Egon os) z m ne gD | 


gn = 
c n 


ара “== 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक 
= : š 
Tamra sssi 


दूसरा पद्‌ = 


उदाहरण 7. यदि ८०००5० हो, तो सिद्ध करो कि "ge और यदि 
a = 9b हो, तो सिद्ध करो कि p=9 | | 1 
चूंकि 4००४१, cacb [ दोनों पक्षों का pal मूल निकालने पर ] 
इसलिए aod D | UE 
есе 
अब यदि ८2७ हो, तो 9% а = b° है 
इसलिए (22)"०(७)१०० (७१० ; - арра ; «४ b=, 
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करो कि 2 + 8४25 — 9a = 0 


इसलिए = = (5 + E) (л) + ( 8) +8т°.» тё mo 


करो कि a+ atto = # और n=a— Jae +b ë 


=m+%+ S(ma)* (x + лї) =mtnat 3(mn)* 


бең жт + 492a, 


और (mn)! ={a? - (a? +b)? ०(- ७१) = - ७; 


25 299, — 8ш. ,", g? +982- а= 0, 


Sew 104 


गुणा ай: 


1. 


a 
£s. 


को +9० + 8० +9८२ + 1 को ० - 9०४ +1 से । 
a+ gate + 9८१ को @ -80र से। 

ltab +427 को 1-०४: +०१७१ से। 
"TP +३5 को 2-99१ + 82 से। 


weh у; 
g Tz t 5+, २ को 27: Ey 1से। 


I +1-& +a $ को ८ +1+ 8 \ 
FI ME $À की PER EPET 
ат + 3७१-9०? को ८०-3४० १०१ से। 


va 


a + 860 + m T 90? pa 3905 +16 छ को ८१-98१ से। 


at taig * ma kas + ३५४५०४४ है को 


italo रे -ate * से 


भाग करो 
11. 09-625 Зай +68-% а?а TEI 


12 


8+1% +95 3 +907* को छ १-92 14431 
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18. ay i+ gly б +3+ ад र +m 19 को& + ~ +9! से। 
5 
14, ६7-८78+८67 - 9८१४१ + 6४ को agp +०४ - ह से । 
15. 827" - 82° +6०१? — 82-११ को Ba" - 8? से। 
s 8 -i = 
16, 822 +y -s+ балу 5d को ant +y USA से। 
17. सिद्ध करो कि ४९ + ८३ + ळण, zi Roh ०४८४ से विभाज्य š! 
18. युणा करो: ८४ š नी : को a = a? i से। 
fi-1 


19. भाग करो: ७०-४२ को ०१" ` +४२" ` से। [ue ए०, 1879. ] 
20. सरल करो: (а) hak : 


21. भाग WI: 99 5 + gui. 7 Eta- 9० को at * 91 
22, वर्ग निकालो at ath i Pub 
28, भाग करो: #5 ८5 को zŠ as से। . 
24, वर्ग निकालो : at - D + EJ 
25. भाग करो: ८157८59 को ats ё š s 191 
सरल करो : 
s s^! a 2 
26. | at B _ aš =; | 27. gi ay? 2 — 929° + 99? P 9y? 
а -5ї ५ wo? gy? 25 + 82797 + oy? 


Ej 


DR a — az! ate 2" 
as – ОБ प Т +34 Заа? + E = 
2422 
29. a“ rb -- 672 ... 612 la- ०१५७-७7 
बबा emm | 


_a-y _ gt ECT i 


+2 y w y+ ay 
31. (a +b+ ०6६7 14.8“ +c 1) &7 1b 10 1(5 + ele + aa + b) 
glob —1)2 Blakes) иар 
b (५८०७) 66४7-६5 ७ ToT 
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- "EP а? Ad wana at ene 
८-० | 3548 ota | (४ 3 


сә 
сә 


si =, = == 9 ai т 99:9 az, 
85. सिद्ध करो = +у?)(ш* + y*) ( y "e 
86. असल भाग न देकर मूल्य निकालो 
Es 695 | +@ ty) 
(2+3) (2०5) (7) (2-3) 
(९४४) (९-४) (2-3) (४४४) 
[9 Чо, 1889. ] [ ब° Vo, 1891. ] 


89. (Sr x EE (E PH RSS гут 
40. यदि == ai ero हो, तो सिद्ध करो कि 2! + 3 = ० - : . 


195. चल घातवाळे समीकरण (Exponential Equations) : 

परिभाषा : जिन समीकरण सें एक या अनेक चल घात (indices or exponents) 
हाँ उसे चल घातवाळे समीकरण (Exponential equation)) कहते € | 

जैसे, 97०97, 81"-9*** आदि चल MAS समीकरण ÈI इसी प्रकार 
87१४ =9 और 8°, 16" = 198, दोनों चल घातवाळे युगपत समीकरण हैं | 

चल घातवाले समीकरणों को हल करने की रीति नीचे दी हुईं स्वयं-सिद्धि के अनुसार है: 

चाहे а का कोई मूल्य हो यदि ax = am हो, तो x= m EAT | 

इसलिए चळ чае समीकरण को हल करने की दो बातें हैं — 

(i) समीकरण के दोनों तरफों को एक ही रूपमें लाना, 
` (1) और, उनके चल घातों का समीकरण करना | 
नीचे दिए उदाहरणो से यह रीति साफ हो जायगी। 
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उदाहरण 1. हल करो; 8.27 «9४74, 


बायीं qun-3.27* = 3.(8°)* = 3.83% = 


Sz+1 , 
3 ; 


और दायीं तरफ = 9०४५ = (92014 = 320०१४) = ३2०१३, 
यह समीकरण वन जाता है 33-9275, 


9zT 129208; 


उदाहरण 2. हल करो; a ("tb 7)- 


समीकरण के दोनों पक्षों को सरळ करने पर 


z-. 


ab +1. 
a^ bš 


а (a tb *)-a-".a* ta "57" =1+ (95) ; 


अथवा Lt(ab)*-14- 
इसलिए | (ab)-* = (ab)? ; 


उदाहरण 8, युगपत समीकरणों को हल करो : 


a.a * 12g 


GV, 375 = д20 
पहले समोकरण से qe Da gt 
etyt1l=7. 
दूसरे समोकरण से i Тазунза+в =q?’ 
2y +32+5=20. 


अब (3) और (4)F ८+४-6= o) 
82+ 2y- 15-0 


इसलिए वज्राभ्यास रीति द्वारा . 


SHB बक कि Буў o 07, 
—15+19 -184-16 3-83 


=a"2b ? =] + (ab) 2, 


(1) 
(2) 


D 


७-9. 


} [% Чо, 1879. ] 
(3) 
` (4) 


अथवा - =-= -1; इसलिए ong और ४०४ 
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Taq 105 


नीचे दिए हुए समोकरणों को हल करो : 


і. 
8 . 


B. 


19. 


26. 


21 


gat gets 9. ( /g3)#*5 = (8/8)2%*s, 
(JCD, а. (any -(/I95)**. 


9"-*-4a"-* (6550)... 6. ( а pus - | aye 


3°*—‹ g 29-5 
929-5 44-2 ~= 98-2 941—8, 8. कुन c p? 9-65 £ 


a (girl + 41-8) д7 2(6९ +०१). 

2° -9*-8=0. 11. 8"*5-—9**' 4 j. 
६९४१०92०११ + 14, 18, ४५-४० और ४०१99. 

gett gu+2 2 और g19*1 9395 „д. 

ह gut? =a? और gig t1 21, 

9973 git? = д.д" और аа = q, 

a2@*1 gl = gs matt gt! 48. 987४ ५92४-४० Jg 
99.87-18 और 2'*3"—936. 20. ७१७१० ८9४० और ४४५०1, 
gy tha ыууй+пф और ८° = 47, 

यदि a" =(а") , m को n के पदों में निकाले । [ पटना, 1918. ] 
यदि а =b, ४% = c और c* =a हो, तो सिद्ध करो कि ०५४ = 1. 


यदि а =m, a” =n और a? = (m"n*)* हो, तो सिद्ध करो कि ८५2 = 1 
[ पटना, 1919, 1991. ] 


यदि z = 3 87 हो तो सिद्ध करो कि 323 - 9० - 10= 0. 


यदि ०+ 2= 4-8 Š हो, तो सिद्ध करो कि 3०3 + 9० = 8 


यदि ०४१1८, ८४९ t=), ८४"! =८, तो दिखाओ f 
७९०१, 57692 0959-1 [ पटना, 1990. ] 
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हल करो: 
28, geris तिलक 29, (Nap  -(3ayte ү ९ 
5 ३४४2 = g5ets (१/७)४४४ 2x ( s / ууз 
3 2zt2s5ty = 9 Saty ( 2 =+ (oye 


а — (zt y + z), 
और a'-(rrycz. 


30. a? =(a+y+z)", | 


तीखवाँ अध्याय 
घातसूर क्रिया (Evolution): 


वर्गमूल और घनमूल (Square and Cube Roots) निकालना 


196. घातसूल क्रिया (Evolution): किसी संख्या के मूल निकालने की 
रीति को “घातमूल क्रिया” कहते हैं । 

इसलिए यह “घातक्रिया” (Involution) (का अर्थात्‌ जिस क्रिया द्वारा किसी संख्या 
को किसी विशेष घात में छाया जाता है) ठोक उल्टा है । [ नियम 197 ] 


197. बीजीय व्यंजको' के सूळ निकालने का साधारण नियम: 
पहले वतळाये हुए सूत्रों से बहुत आसानी से नीचे दिये हुए सिद्धान्त प्राप्त होते हैं। जैसे, 
(a+b)? =a? + (96+ b)b ; | 
(a b c)* =a? + (96 + b)b + (да+ 9b + c)o ; 
(a+b+o+d)? =a? + (96 + b)b + (96 + 95+ с)с+ (да + 9b +9c + 0) ; 
आदि, enfa 1 
इसलिए साफ मालूम होता है कि 
(627 + bz +0)? = a?z* + (Qaz? + bz)bz + (дах® + 9bz + c)c 
' G^ z* t 9abz* + (b? + 9ac)%2 + 9boz +c. 
[ z के अवरोहकम घाता के अनुसार सजाकर ] 
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अव इस अन्त की राशि का वगेसूळ निकालना हो तो किस प्रकार से पूछे हुए वगमूल के 
भिन्न भिन्न पद प्राप्त होंगे, उस पर विचार किया जायया 1 


€ 
ы Ni का पहला पद, अर्थातू ८०१, wed: दिये gu व्यंजक के पहले पद ८२८५ का 
( l 


दिये हुए व्यंजक से a's* घटाने पर (дар? + ४०)४० + (१००१ + Ibm + o)e} 
वाक़ी बचेगा इसमें ४ का सवसे अधिक घातवाळा पद्‌ = 922? x be है; अर्थात्‌ = (वर्गमूल के 
पहले पद का दूना) x (वर्गेमूल का दूसरा पद) । इसलिए यह जाना जाता है, कि वर्गसूल का 
पहला पद्‌ निकालने के वाद उसका दूसरा पद भी निकाला जा सकता है 1 


अब ऊपर दिये हुए अन्तरफल से (१०.१२ + bz) x bz घटाने पर IRES WIEN: 

, 262*+282+०)० है; इसमें ० का सब से अधिक धातवाला पद्‌ = 22४ ०; अर्थात्‌ 

= (9199 के पहले पद का दूना) x (वगसूळ का तीसरा पद) । इसलिए माछम होता है कि 

pita पहला व दूसरा पद निकालने के बाद उसका तीसरा पद भी निकाला जा 
सकता है । 


š इसलिए माळूम होता है कि यदि as? betonat दिया हो, तो इस व्यंजक 
के Rra Raadt को उस वर्ग के पदों से निकालने की रीति माझम हुई । 


इस क्रिया को नीचे दिखलाई हुई रीति से प्रयोग कर सकते हैं : 


कण + 968%7 + (b? + 9ac)z* + 90८४8 + ०१1 ax? + bz+o 
az 
— Saz'-bw | даба + (b? + 2ac)s! + bon 4 o7 (b? + 2ac)z? + 9bcz + с? 
2abz! + ७२2 
2az* + 9bz + c \Заст? + 9boz + с? 
2acz? + 9062 + c? 


x (1) दिये हुए व्यंजक का पहला पद अर्थात्‌ ८*८* का वर्गमूल निकालकर उसको 
पूछे हुए वर्गमूळ के पहले पद्‌ की जगह लिखो ; 


(2) दिये gu व्यंजक से «१४५९ घटाकर अन्तरफल 9८529 + (52 : 
+ 98०४ +०? को नीचे लिखो; abz° + (b? + 9ac)z 


(3) ae के पहले पद का दूना, अर्थात्‌ 2० को इस अन्तरफल की ae 
ओर उसके भाजक के एक पद के स्थान पर लिखो। | र 
B—98 
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(4) अत्न दिये हुए अन्तरफल का पहला पद अर्थात्‌ 9०४०१ UI वगसूळ के पहले 
ча अर्थात्‌ ००१ के दूने (१०८१) द्वारा भाग करके प्राप्त भजनफल ८2 को पूछे हुए वयसूल 
के दूसरे पद के स्थान पर और ऊपर दिये हुए भाजक के दूसरे पद के स्थान पर लिखो d 


(5) वर्गमूल के दूसरे पद (अर्थात्‌ bz) द्वारा भाजक अर्थात्‌ 222 + bz को गुणा 
करके गुणनफल को पूरव प्राप्त अन्तरफल (अर्थात्‌ ऊपर दिये हुए अन्तरफल) से घटाओ i 


(6) इस दूसरे अन्तरफल को नीचे लिखकर उसको वाई ओर वगसूळ को जो पद 
निकल चुके हैं (अर्थात्‌ ००१ +४2) इनके दूते को एक भाजक के अंश के झप में 
छिखो | 

(7) इस दूसरे अन्तरफल के पहले पद अर्थात्‌ 2८०2 को ऊपर दिये हुए नये 
भाजक के पहले पद अर्थात्‌ 2622 द्वारा भाग करके प्राप्त भजनफल о को इस वर्गेमूल के 
तीसरे पद के स्थान पर और नये भाजक के तीसरे पद के स्थान पर लिखो d 


(8) अत्र इस सम्पूर्ण नये भाजक को (अर्थात्‌ 2८22 + 2४८+ ० को) वर्गसूल के 
तीसरे पद c द्वारा गुणा करके गुणनफल से чата ! 


अब कुछ शेष न वचा, इसलिए az + bz + c ही पूछा gen ams है । 
Әт ऊपर दी हुई रीति में व्यंजक को & के अवरोह घाता के अनुसार लिखा 
गया है। इसी प्रकार यदि किसी व्यंजक का वर्गमूल निकालना हो, तो क्रिया आरम्भ 


करने के पहले उसके पदों को उसमें दिये हुए किसी अक्षर के घाता के आरोह अथवा 
अवरोह कमसे लिखना होता है । 


उदाहरण 1. वर्गमूल निकाले : 
2° --8z* — 97? + 1672 — 88 +1, 
^ + 82* — 95? + 162° — 8g + 1( 27 +451 


Ф 
22 Fie oo, प 1621 - किक 


+162? 
92° + 8a —1 | — 22S —8z+1 
—8a+1 


इसलिए पूछा हुआ वर्गमूल = 2१ + 42 - 1, 


उदाहरण 2. वर्गमूल निकाले: ८५ +2(y+2)o.+ (8y°+9y2+32°)z 
* 9(y* + y! 2 t ys! Fenty + 9022१ + ४६ [ कलकत्ता 09, 1888. ] 
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चूँकि व्यंजक x के घातों के aad Fray eate (teat 3 
२% व्यजक z के घातों के अवरोह क्रमसे लिखा गया है इसलिए T 
आरम्भ की जा सकती है; अते, .. mies 


27 4-(y 4- z)z 


* (y + 2)(y? +z? m. ह] 
mi Tyta" tlan rayata P. [ 


Е T(y? +z?) 
2४५७० 90у Fao + (37 -9yz 37875 lay +z)z + (8y* „дул + 8 जे 
А Uy 202 +( y^ + Oye +( y?--2yz-- ४00 
Dat + Hy ale Ay tae Aytay ta aty a 
t (y? + 22)/2(y? + 29) + Oly + z (2 y zy" s? )m t (y? +22)? 
इसलिए पूछा हुआ वर्गसूल = ८१ + cy न- 2४ + ४२ +- 22, 
उदाहरण 3. वर्गसूल निकाली : 
2° pyg 92° ра? ќат x 
q 04 87 6722 з `5 ' [ कलकत्ता GFE, 1889, ] 
दिये हुए व्यंजक को 2 के घातों के अवरोह्रम से सजाकर वर्गसूळ निकालना आरम्भ किया 
जा सकता है ; जैसे, ; 
PC з 02° dag a?/ д? a 
n 92" + 4z" + 3 3 +5[5-%+ 
at 
У ; 


g? — 92 Brice су, € 955 + 4% 
- 923 + Az? 


2“ Ay‘ ш? dy? 
उदाहरण 4. iy ght ya шт + 3 का वरमू Рае | 


दिये हुए व्यंजक को ० के घातों के अवरोहकम से सजाकर उसको नीचे दिये हुए 
रूप सें लिखो : 


g 4 m 2 4y 2 4y 4 
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क्योंकि इसके भिन्न भिन्न पदों में दिये हुए z के घाता के घातांक कमराः 4, 2, 0,-9.4 
-4 हैं; और यह स्पष्ट है कि ये संख्यायें घटती जाती हैं; इसलिए वर्गमूळ निकालना 
आर्म किया जा सकता है। 


इसलिए यह वगसूल = ड + 1 + 20; 


उदाहरण 5. ae – 94. LS + LA] ta LL - заба? + až का वर्गमूल 
निकाळो 1 [ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1889. ] 


ar को z के घातों के अवरोहकम में लिखकर वर्गमूल निकालना आरम्भ किया जा 
सकता है। 


a ee -9a ty? + I + atla ol of — ढी 
ag 
96 Eagt) Qa Sr कळ 
2a +o 
Qa “oë — 955 — ८६ ) Naz + alge + a 
-96 ० + Dalz + aë 
इसलिए पूछा हुआ qi= ८ 5:5 - ८ аб, 
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अश्षगाला 106 
निम्नलिखित व्यंजकों का वर्गमूल निकालो : 
428° + 12215 + 99%, 2. 24—45° +102 - 19४ + 9. 


६0-88 + 220 +02 -Isti 4. ६७९ - 1925 + 2527 — 94m +16, 
4% + Baz? + 4432° +16b262 + 160b°% + 1656, [ ame užd, 1870, J 


927 — 20% +258022 — 20y? + 9y [ कल० एन्द्रेंस, 1874. ] 
26-207 +88. z +6 8. 10518" li +4904 +9. 
०+ -8+ 40-0907, 10. 255, а gam 
Sot as m вш eue 
426 - Boy? -- ६204-७९. 14, = tac у पपर, 
S++ 1g, 16. 95} – 02+ 90, WI 


8 
x? — 9:3 +39 - 953 +1 18. 25—425 + 9x + 4 +a, 
aa? 9az +a nl +3 + 9q” lg; 
š 


Em 2 is Qnty * E 9:3“ Fo +y. 


8 A 
92 S£ b, 1792) _ 42092 my? 
4 “72 атг sip ‘96 


a am 4q™tn + 46 2 n 


Од?" + Gam? + 95o*"- 4. 80a"c™- E] + 7 — lü0g?m*ign- а E 


198. a%+2ab+ b? = (a+b), इन दो सूत्रो' के प्रयोग द्वारा aS 


निकालना : 


b 2 


उदाहरण 1. 4-40+9b+०२ - bo + FB वर्गेमूल निकालो । 


[ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1876. ] 
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b के घाता के अवरोहक्रम में सजाकर 
दिया हुआ व्यंजक = amn b(o — 2) + (७१ — 4c + 4) 
= (2 ) - 3 2-9) Жолау 
Ë —(c 2] Ë -6 +2) 
इसलिए वसूल = - ०+. 
उदाहरण १. (iy -4(«+1)` +19 का वगेसूळ निकाली । 
दिया हुआ व्यंजक = ( 2? «iJ - afa? + = + 2) +12 
E +3) -४(०* ) +4 c*-9-4 1) 
इसलिए वर्गसूल = 2 —2+ Ds 
212 
उदाहरण 3 win 4255 * gay का वर्गमूळ निकालो । 
uM [ कलकत्ता сеч, 1886. J 
. 99 
दिया हुआ व्यंजक- (“8315133003 (at EU) бара" — 8०) E =) 
अब इसका अंश = (4° — 5*)* + 4८२४१} + Aabla? — b?) 
= (a? — 2) + 4ab(a? — b?) + 46259 
= (0° — b?) + 295)? 
i 2 
,', दिया हुआ व्यंजक Co 
а 1960-2८? 
pw So 
उदाहरण 4. AMG М1: (ab + ao bo)? — 4abo(a + ८) 


[ कलकत्ता एन्द्रेस, 1888 

fear SN व्यजक = {bla + о) + ac}? — 4abela + c) Pe 
=b? (a +c)? +0767 —Qabcla+ c) 

={0(a + c) — ac}? =(ab—ac+ be)? 


इसलिए वर्गमूल ne 66 @Qiyalaya Collection 
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‚ उदाहरण 5. д4 +64 +00 6 — 9a? +0°)(b? +d?) +2070? + 28२७१ 
का वगंमूळ निकाली 1 


दिये हुए व्यंजक को a के अवरोह чы के अनुसार सजाकर, 
दिया हुआ व्यंजक = a* — 942062 + 6१ — ०१) + 94 + ot + ०५ 
— 9c* (D? + d?) + 90262]: 
AFATE के अन्दर के व्यंजक को 7 के अवरोह घातो के अनुसार सजाकर, 
यह = bt - 95? (c? — d?) + (७९ + 6४ - 2०१८१) 
= 5“ —9b*(c* — d?) + (c? — q2)2 = 15? - (c? – 22)}°, 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक = 6९ — १८२(३ — ०१ +d?) + (b? — ०२ + 2)? 
—Ía? — (b? — ८१ +a?) = (७१ - b° + ०१ — d2)*, 
इसलिए PAG =a? - ४२ + ०२ — 6१, 
उदाहरण 6. айа निकाली : 
41७१ — b*)ed + able? — 2) + {(a? — b?)(c? — d?) - даед". 
दिया हुआ व्यंजक 
= 4l(a* — b*)*c*d* + 2abca(a? — b*(c* - d?) + a*b* (o? - 32)? 
+ {(a? — b2)2(a2 - d°)? — Sabed(a? — b?)(c? — 39) + 16a? bc? Gr} 
= {4(a? — ४९)१०२८९ + 4925? (c* — d?)?}+ ((a? —52)2(c? — d? 
+ 164७८२१} 
= (a? — ४२)१{(०२ — 32)? + 4०१०१ + 40230002 — ००१ + 40242} 
= {(a? — 5*Y* + 4a? 5? W(c? - a?) + 40242} 
= (6 + 2a7b? + b*)(c* + 207d? + 6५) = (a? +°)? (0? + 52), 


इसलिए айне = (a? + 82)(०१ + а), 


 ग्रश्नसाला 107 
निम्नलिखित व्यंजकों का वर्गमूल निकाली : 
1. 95z*y* on 40zy +16. 2. 49a? gt = 490p? 73 + 954 š 
8. 49a*5*--196a'5' -81a*b'. 4. ३०१४५ da ' y! dat y 10, 
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273 4 2 
ea + E - Es 6. a? +b? +c? + 969 + 966 + 956, 
7. a° +b? +o? —2ab + 9ac — Abe. 
8. 4a? +b? + 9c? + 6с — 1960 — ६60. 
9. a*-4b* + 9c* + 4a? 5? — Ga? c? — 195269, 
10. 4а“ +9b* + 25c* — 19a? b? + 20262 — 80b?c?, 


2 2 12 
11. 1+9 - ba +È- 6302, 12. (z+ i| -4(в- 1) 
el ( 2 E at ‚5° 26 9b. 
13. z tx +9[2 t +3. 14. bš RUE + b 4 8 
2 2 z 
45. 2 5 - (2 +®) a _ ८ _ 25 
у? m y x J 9 T 91. 16. a ५८४ 5 @ 32 +8 
17. arti talat 1) +6. 18. NR Fo 


19. a? +b? +02 +42 —9a(b—0 +d) - 9b(c — d) - 9००. 

20. (6-४) —2(a* -- b?)(a — b)? + 9(a* + bŠ), 

21. aí-Fb*-ro* +d* — 9a? (७१ +d?) - (0° — d?) + 95? (a* — 6१), 
22. a*-9a!-a41. 

28. 267 (७ +6)7+ 25? (c +a)? + 9c? (a +b)? + 4abc(a + 9 + c). 


ma 199. बीज्ञीय वहुपद व्यंजको' के घनपूछ निकालने का साधारण 
H: 9 


साफ है कि, 


(az + bz: + c)! = (az? + be)? + 3(az + bz)*c + Slas? + bac? + c? 
= а + 3(a*z*)(bz) + B(az? (bz) + (bg)? 
+ S(az? + bz)*c + S(az? + bz)o3 + 0°. 


इसलिए ऊपर दिये हुए व्यंजक से seer घनमूळ (अर्थात्‌ ал? +- 2 +८) निकालना 
हो तो निम्न प्रकार से उस घनमूल के पद प्राप्त होंगे। अब उस पर विचार किया जायगा । 

स्पष्ट है, कि घनसूळ का पहला पद, अर्थात्‌ ar? दिये gu व्यंजक के पहले पद 
(अर्थात्‌ ८१०१) का घनमूळ है । दिये हुए व्यंजक से ०२८० घटाने पर अन्तरफल में z का 
सबसे अधिक घातवाला पद 3(aze)(be) : अर्थात्‌ 3 > (घनमूल के पहले qz का वर्ग) 
X (TES का दूसरा पद) 5 इसलिए घनमूल का दूसरा पद निकालने का नियम माठूम हुआ। 
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ऊपर दिये हुए अन्तरफल' से! [9(८१८१) + 9(४८*)(८) + (Ьа) КЬ) को घटाने 
पर (८2१ + bz)°c + 8(аш® + 55)८२-- ०१ व्यंजक प्राप्त होता Èl यह दूसरा अन्तर- 
फल कहा जायगा। अब इस दूसरे अन्तरफल में & का सबसे अधिक घातवाला पद्‌ 
Sa'z*c अर्थात्‌ = х (घनसूल के पहले पद का वर्ग) х (घनमूल का तीसरा पद्‌)। 
इस प्रकार से घनसूल का तीसरा पद निकालने का नियम जाना जाता Š । 

दूसरे अन्तरफल से {3(ax2 + 02) + 3(०22 + ४८)०+८०१}० घटाने पर कुछ 
а नहीं बचता । 

इसलिए az? + bz + ८ घनमूल प्राप्त हुआ 1 

नीचे दिये हुए उदाहरण द्वारा घनमूछ निकालने का नियम और अच्छी qur 
साळूम होया । 

उदाहरण | ४९ - 62%) + 94242 — 5623 + 962? ५* — 962° + 64४° का 
घनमूल निकालो 1 

चूँकि दिये हुए व्यंजक के vq & के घातों के अवरोहकम से लिखे गये हैं, इसलिए 
उन पदों का कम बदलने की कोई आवश्यकता नहीं है । 

घनमूल का पहला पदर दिये हुए व्यंजक के पहले qq का घनमूल=८ का 
घनमूळ = x2, 

उसके बाद दिये हुए व्यंजक का दूसरा पद,- 625५ को 804 (अर्थात्‌ घनवूल के 
पहले पद के वर्ग के तिगुने) से भाग करके घनसूल का दूसरा पद्‌ निकला (आगे दिखलाई 
हुईं रीति देखो) | 

आगे दिखलाई हुईं रीति के अनुसार अब 326 - 62१+ 42१४ भाजक बना। 
इस भाजक को -92 से गुणा करके, प्राप्त शुणनफल अर्थात्‌ - 6८४४ + 1226४2 
8८११ को इसके ऊपर के व्यंजक से घटाया गया है (क्रिया देखो) ; और अन्तरफल 
रेखा के नीचे लिखा गया है। 

अग्र घनमूल का जो अंश निकल चुका है उसके वर्ग का तिगुना अर्थात्‌ 
824 - 192१५ + 192५ को एक नये भाजक का अंश मानकर ऊपर दिये हुए अन्तर- 
फल के बायीं ओर लिखो । 

इस अन्तरफल के. पहले पद (अर्थात्‌ 192*¦) को नये भाजक के पहले पद 32“ 
द्वारा भाग करके प्राप्त भजनफल 4५% को घनमूळ के तीसरे पद के स्थान पर लिखो । 

अब आगे के पेज में чае हुए Вая के अनुसार सम्पूर्ण भाजक बन गया; और इस. 
सम्पूणे भाजक फो घनमूळ के तीसरे पद 4४° द्वारा गुणा करके प्राप्त गुणनफल को उसके 
ऊपर लिखे हुए व्यंजक से घराने के बाद कुछ वाकी नहीं वचता । 

इसलिए पूछा हुआ घनमूल = ०? - 9208 + 4४१. 
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0179+ 51298 — 096 + „7,287 — „1,951 | MOL + 9296-9276 + GT — ,z8 
----:----->_---- Нн ee 


„бәт + = (50) 
7276 — „0,961 + = (४7१) x (a6 - ६०) x g 
0079 + 12०96 — ,/5,296 + „0,287 — „1,251 &®%®б1 + 2,967 — ,99 = ,(ñz6 - ७०) xg 
४0828 — isc + 0,29 — | shit? +4,29— 328 
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hug — = ('ag—-)x,oxe 


१28 (०) x 8 
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E 0779 + ५८८८96 — ,6६296 + ८28299 — 11,276 + Лтд — 
+ ; 9० 
hag = st 979 + 4296 ae yh 2°96 + 22.299 Ty 22,26 + h29 — 9% 


S ० 
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TAM 108 
निम्नलिखित व्यंजकों का घनमूळ निकालो : 
1. 97 +972%* +9435 + 799. 
2. 972? - 21622 + 076r —519. 
9. 8867 — 144075 + 108ab5* — 9755. 
4 380‘ -362+0° — 632° +8- 925 + 662%, 
5. 80° +1945 – 302% — 8522 + 4822 + 972 — 97, 
6. 1—92" + 3326 - 63:2९ + 662९ — 86219 +8%7 2, 
7, 0° — 68627 + 880 — 907% + 666256 — 86607 + 986१20, 


इकतीखसा अध्याय 


निष्पत्ति q अनुपात (Ratio and Proportion) 


200. परिभाषा : दो सजातीय राशियों में से एक दूसरे का कितना गुणा, 
अथवा कौन सा हिस्सा है, यह जिस अभिन्न अथवा भिन्न संख्या द्वारा प्रकट किया जाता 
है, उस विशुद्ध संख्या (abstract number) को पहली व दूसरी राशि की निष्पत्ति 
(ratio) कहते Zl 

She 2 घंटा व 40 मिनट दोनों समय बतलानेवाली राशियाँ हैँ; और पहली राशि 
दूसरी राशि द्वारा सूचित समय का तिगुना समय सूचित करती है, इसलिए 9 घंटा व 
40 मिनट की निष्पत्ति=3 है। 

और चेँकि 9 इंच की लम्बाई 3 फुट की लम्वाई की चौथाई है, इसलिए 9 इंच व 8 
फूट की निष्पत्ति=३ 

फिर चौकि 18 то की रक्कम के तिहाई हिस्से का चौगुना लेने से 1 पा० 4 о की 
रक्कम प्राप्त होती है, इसलिए 1 Te 4 о व 18 fire की निष्पत्ति=ई है, आदि। 

इसलिए स्पष्ट है कि दो सजातीय अन्वित राशियाँ (concrete quantity) की 
निष्पत्ति एक ऐसा भिन्न है, जिसका अंश व हर मसे (एक दी इकाई मानकर) sqa. 
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राशियों की माप है, और दो ga राशियों की निष्पत्ति एक ऐसा भिन्न Š जिसके अंश और 
हर कमसे पहली व दूमरो राशियों द्वारा सूचित होते E 


दो संख्यायें ८ व 8 की निष्पत्ति : ७ इस प्रकार लिखकर प्रकट की जाती है, इसलिए 
a: b और E दोनों एक ही sm में प्रयोग किये जाते हैं ८ व की निष्पति में अर्थात्‌ 
a: b में, a को (अर्थात्‌ पहले पद का) पूर्वपद्‌ (antecedent), और b को (अर्थात्‌ दूसरे पद्‌ 
को) WIE (consequent) कहते Ë । 

यदि किसी निष्पत्ति का पूवेपद परपद से वड़ा, वरावर अथवा छोटा हो तो उस निष्पत्ति 
को कमसे गुरु निष्पत्ति (ratio of greater inequality), सम निष्पत्ति (६६० of 
equality) अथवा लघु निष्पत्ति (ratio of less inequality) कहते & | 


टीका । चूंकि कोई निष्पत्ति केवळ एक भिन्न है, इसलिए frit के नियमाइुसार 
स्पष्ट माळूम होता है, कि यदि निष्पत्ति के दोनों पदों को एक ही संख्या द्वारा गुणा अथवा भाग करें 
तो निष्पत्ति के मूल्यों में कोई परिवतेन नहीं होता है। जैसे, 3 : 4; 6:8; 15:90; 
Sn : 4७5 आदि निष्पत्तियाँ बरावर हैं 1 


इसलिए दो निष्पत्तियों में से कौन सी बड़ी या कौन सो छोटी है यह निकालना कठिन 
नहों है। जैसे, 2: 3; 4:5; और 7 : 10 ये तीन чаї चूँकि कमसे 20 : 30; 
94 : 30; और 91 : 30 इन तीन निष्पत्तियों के बराबर हैं, इसलिए स्पष्ट जाना जाता है, 
कि वोच की निष्पत्ति सबसे बड़ी और че निष्पत्ति सत से छोटी है। 


201. किसी निष्पत्ति के दो पदों में से प्रत्येक के साथ यदि एक ही 
घनात्मक राशि जोड़ी जाय तो लघु निष्पत्ति ag जाती है, और शुरू 
निष्पत्ति घट जाती है। 


फज करो कि दी हुई निष्पत्ति 5 द्वारा सूचित होती है ; और उसके दोनों पदों के साथ 2 


जोड़ने पर eI यह एक नह निष्पत्ति वन जाती है | i 


तो 2*2_ a _alb-a), 
bte b bb+a)’ 
इसलिए मालूम होता है कि 5 से a छोटा हो तो अन्तरफल чакае और यदि बढ़ा 
- हो तो अन्तरफल ऋणात्मक होगा | 


š CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya fet व, अनुपात... and eGangotri ४४५ 
इसलिए यदि a < 5 हो, तो “7४ > G होगा। 
और atg a 
X यदि ७&> हो, तो КЫ SS Pi होगा । 


इसलिए यह सिद्धान्त सिद्ध हुआ i 


दीका। इसी प्रकार दिखलाया जा सकता है कि ऐसी एक धनात्मक रारि जो कि 
निष्पत्ति के प्रत्येक पद्‌ से छोटी है, इन दो पदों में से घटाई जाय तो लघु निष्पत्ति घट जायगो 
और गुरु निष्पत्ति बढ़ जायगी । 


202. निष्पत्ति-संयोजन (Composition of Ratios): एक से अधिक 
निष्पत्तियों के Чача के गुणनफल को नया पूर्वपद और परपदों के शुणनफल को नया परपद भान- 
कर जो नई निष्पत्ति बनती है, उसको दी हुई निष्पत्तियो को संयुक्त निष्पत्ति (compound 
ratio) कहते Š | जैसे, 

8 : 4, 8 : 9 और 22 : 3y तीन निष्पत्तियों की “संयुक्त निष्पत्तिः 

3x8x9z : 4५9 By, अर्थात्‌ 42 : 9 होगी । 


७ : ४ निष्पत्ति को उसी के (अर्थात्‌ ८ : b ही के) साथ संयुक्त करने पर प्राप्त निष्पत्ति 
a3 : ४४ को a:b की वर्गित निष्पत्ति (duplicate ratio) कहते हैं। इसी 
प्रकार a? : 52 को a:b की fem निध्पत्ति; (triplicate ratio), 2:00 को 
a: b Sl वर्गमूलित निष्पत्ति . (sub-duplicate ratio), o? ë रै Фа: ४ की 
घनमूलित निष्पत्ति (sub-triplicate ratio) कहते हैं । 


203. निष्पत्ति का सन्निकर Wet: (Approximate values of 
Ratios): यदि a की तुलना में & का सूल्य बहुत छोटा हो, तो सिद्ध करना होगा कि 
(८+2)* : a? का सन्निकट मूल्य (approximate value) ८+ 22 : a 919 होगा । 


142249; 


lata) а? +9am+m 

अब — z a? Me ne म 

Qa SEI де E z 2 z 2a 

इसलिए यह =1 + 2 (सन्तिकट मूल्य लेकर) ; क्योंकि 2, [जो कि = 2 x ॐ है ) 2 


की तुलना Š अत्यन्त छोटा है इसलिए 1 के साथ तुलना में और भी छोटा है, इसलिए 
उपेक्षणीय है t 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


х वीजगणित 
< Digitized by Arya за oundation Chennai and eGangotri 


इसलिए «че qeq लेने से ota)" =1+ zi - 2220 e (D) 


उपखिद्धात्त 1 (1) से स्पष्ट जाना जाता है NS 5 ate 


इसलिए a की तुलना में यदि z बहुत छोटा हो, तो समझा जाता है कि 
Nata: Ja-a-32 : a. 

टीका। यदि ७ की तुलना में ० अत्यन्त छोटा हो, तो ऊपर वतलाई हुई रीति से 
दिखलाया जा सकता है कि 
(az) : a'-at8z : a; (atz)! :at=atde: a; (a +z) : as 
=a+3z : ८; आदि । š 

204, अनियमित राशि (Incommensurable Quantities): दो 

` राशियों को निष्पत्ति यदि दो अभिन्न राशियों की निष्पत्ति के रूप में प्रकट न की जा 

सके तो उन दो राशियों को беч को अनियमित राशि (incommensurable 
quantities) कहते ë | जैसे, ,/8 और 9 इन दो राशियों की निष्पत्ति एक अनियमित राशि है ; 
क्योंकि ऐसी- दो अभिन्न संख्याये नही: मिल सकती हैं जिनक्री निष्पत्ति ७४8 : 9 के 
बरावर हो । 

यरि दो राशियों की तित्ति अनियमित हो तो इसको किसी हालत में दो अभिन्न संख्याओं 
की RUN S के रूप š ява न किये जा सकने पर भी, हर हालत में ऐसी दो अभिन्न 
संख्यायें निकाछी जा सकती हें जिनकी निष्पत्ति से दी हुईं दो राशियों की अनियमित uf 
द्वारा सूचित निष्पत्ति का अन्तरफल इच्छानुयायी कम से कम हो । 


जैसे УЗ = 19005. — 86603... ; 


»/3... 86602 86608 . 
इसलिए “> 100000 और < 100000 ' 


इसलिए чен. होता है कि /3 : 9 से 86609 : 100000, अथवा 
86608 : 100000 का अन्तरफल 100000 से भी छोटा है । यह स्पष्ट है कि ,/3 : 9 के 
ऊपर दिये हुए मूल्यों से और भी सन्निकट मूल्य निकाले जा सकते हैं | 


टीका | यदि किसी संख्या. को दो अभिन्न संख्याओं की निष्पत्ति के रूप में प्रकट 
न किया जा सक्ते तो इस संख्या को अक्सर अनियमित संख्या (incommensurable 
number) कहते हैँ । 
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उदाहरणमाला 
_ उदाहरण 1. दो संख्याओं की Ач 2: 3 के बराबर है; और उन दो 
संख्याओं में से प्रत्येक के साथ 9 जोड़ने पर निष्पत्ति.8 :4 के बराघर है। तो दोनों 
संख्याओं को निकालो । 
A "à संख्याओं की निष्पत्ति 9 : 8 के बराबर है, इसलिए उनको 92 और 3z 
हारा सूचित क्रिया जा सकता हे । इसलिए प्रश्न को दूसरी शतं के अनुसार 


इसलिए ;82+ 3692+ 97 ; SS ८१9. 
इसलिए संख्याएँ कमसे 18 व 27 होंगो। 


उदाहरण 2, यदि 102+ 3:5० + 9५=9: 5 हो, तो ० : ४ का मूल्य निकाली । 


c 
а 9 =102+3у_ mais y ipd 
5 
5 z + 2y 5.2 +9 


y 
इसलिए 45.7 + 18= 50-2 +15; 
у EH 
пара - z. 5. 
5-5 =8; dE ; 
उदाहरण 3. यदि व ४ दो धनात्मक राशियाँ हों तो निम्नलिखित निष्पत्तियों में कौन 
सी वड़ी है: 2 
m +g 1:ш°%°+у%°, अथवा 2१+ : ety? 
os a ty" -2 ty? Heyy шуш-у*_. 
zy sty (at xy (ety) (ууа), 
अब z, y से बढ़ा हो, या छोटा हो, (z — у)? हर हालत में धनात्मक होगा, इसलिए sm 
अन्तरफल धनात्मक होगा | 22У 
इसलिए x° +w: 2+? >g? ty? 1 gty, 
उदाहरण 4. दो पलटनों में कमरा: 11000 और 7000 सिपाही हैं; युद्ध के 


पहले प्रत्येक पलटन में और भी 1000 सिपाही आकर मिलते हैं ; निष्पत्ति को दृष्टि से किस 
qaq के सिपाहियों की संख्या अधिक बढ़ी है? | [ कल० usi, 1879. ] 
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पहले पलटन की बढ़ी हुई संख्या : पूर्वे संख्या = 12000 : 1100019 : 11; 

दूसरे पल्टन की बढ़ी हुई संख्या : पूर्व संख्या 8000 : 7000=8 : 7. | 

em चूंकि 19 : 11-84 : 77 और 8 : 7788 : 77; 

इसलिए 8:7 12:11. 

इसलिए ча संख्या के साथ तुलना करने से दूसरे पलटन के सिपाहियों की संख्या अधिक 
बढ़ी है । 


ग्रक्षमाला 109 
निम्नलिखित निष्पत्तियों में से कौन सी बड़ी 8: 
1. 4:5या7:8? 2. 7:109 11 : 14? 
8. 9:57: 18:8? : 4. 99 : 97 या 88 : 45? 
5. 28: 39 या 49 : 65? | 
निम्नलिखित निष्पत्तियों को संयोजित निष्पत्ति निकालो;: 
6. a:b 2:०और ०: d. 7. 8 : 5, 7 : 9 और 15 : 98, 


8. &6+० ६ 6-9, а? tz? : (ata)? और (a? - ७१)१ : at - ७१. 

9. 16 : 5, 5 : 4 की त्रिक निष्पत्ति और 9 : 4 की वगंसूलित निव्पत्ति। 

10. 95 : 18, 81 : 49 को айа निष्पत्ति; और 2:39 त्रिक निष्पत्ति 
और 7 : 5 की वर्गीय निष्पत्ति। 

11. यदि 22+5 : 2+5=9 : 10 हो, तो ० : का मूल्य निकालो । 

12. यदि 2: y=3 : 4 हो, तो 55+ 9४ : 162+ का सूल्य निकाली 1 


18. दो संख्याओं की निष्पत्ति 7 : 8 है और उनका योगफल 1958; तो दोनों 
संख्याओं को निक्रालो। . 


14. दो संख्याओं को निष्पत्ति 5 : 3 और अन्तरफल 84 है, तो संख्याओं को निकालो | 


E दो संख्याओं की निष्पत्ति 4 : 5 है, और उनमें से प्रत्येक के साथ 7 जोड़ने पर 
दोनों योगफर्लों को निष्पत्ति 5 : 6 होतो हो, तो संख्याओं को निकाली । 


16. दो संख्याओं को निष्पत्ति 7: 9 हे और उनमें से प्रत्येक में से 10 घटाने पर 
अन्तरफलों की निष्पत्ति 8 : 11 Š ; तो संख्याओं को निकालो । 


17. 93-z : 19+, के बराबर है, तो z का मूल्य निकालो । 
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18. 95: 87 निष्पत्ति के दोनों पदों के साथ कौन सी संख्या जोड़ने पर वह 5 : 6 
चन जायगी ? ` 


19, 29 : 38 निष्पत्ति के दोनों पदों के साथ कौन सी संख्या जोड़ने पर वह 4: 7 बन 
जायगी 2 
`. 20. ८: b निणत्ति के दोनों पदों के साथ कोन सी संख्या जोड़ने पर वह ० : & वन 
जायगी ? 


21. यदि ०>० हो, तो सिद्ध करो कि 67-७१ : аЗ taaa tate. 
22. सिद्ध करो कि ८२+ : at+b<a2—-b? : 6-8. 

निम्नलिखित ReRe का afars qeq निकाली : 
28. (926)? : (295)*. 24. (3546) : „/(3549).. 


2. तीन विद्यार्थी 4, В व 0 माहवारी क्रमश: 15 we, 20 xe और 95 २० quiu 
पाते हैं; और उनमें से क्रमशः 8% ve, 11 we और 155 we खर्च करते Ea उनमें 
कौन सबसे कम खर्च करता है ? 


agua (Proportion) d 

205. यदि चार राशियों परस्पर ऐसा सम्बन्ध रखती हां कि पहले व दूसरे की 
निष्पत्ति .तीसरे व चौथे की निष्पत्ति कें बराबर हो, तो उन चार राशियों को अनुपाती 
(proportionals) कहते &! जैसे यदि a: ४5० : d हो, d ७, b, c; à चार राशियों 
को ЭЧ कहा जायया । इस सम्बन्ध को अकसर ८ : ७ :: ०: d? इस प्रकार लिखते 
हैं; और aab की निष्पत्ति जो है ca की निष्पत्ति भी वही है; इस प्रकार पढ़ा 
जाता है । 

ऊपर दिये हुए अनुपात में ० व ८ को (अर्थात्‌ पहले व चौथे पद को) दो बाह्य पद्‌ 
(extremes) और b व ० को (अर्थात्‌ दूसरे व तीसरे पद को) साध्यमिक uq 
(means) कहते है। चौथे ча (अर्थात्‌ 2) को a, ४, ० का चतुर्थानुपाती (fourth 
proportional) भी कहा जाता है। 


दि तीन या तीन से अधिक राशियाँ परस्पर इस प्रकार सम्बन्ध रखती हों कि पहले 
च दूसरे की निष्पत्ति, दूसरे व तीसरे की निष्पत्ति, dat व चौथे की निष्पत्ति, आदि निप्पत्तियाँ 


परस्पर बराबर हों तो उन राशियों को उत्तरोत्तर अनुपाती (in continued proportion) 
B—29 
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कहते हैं। जैसे, यदि a, 7, ०, 6 ये चार राशियाँ ऐसी हों Ба: 858 : ८-८: 6 तो 
बह उत्तरोत्तरानुपाती होंगे। 

यदि तीन राशियाँ ८, 0, ० उत्तरोत्तरानुपाती हों (अर्थात्‌ यदि ८ : छ :: ७: ८ हो) 
तो ४ को a qo का मध्यानुपाती (mean proportional) और ०को a व b का 
तृतीय अनुपाती (third proportional) कहते Ë | 

206. यदि a:b::c:d दो, तो ad bc होगा | 

चूँकि a = E है, इसलिए दोनों पक्षों को ४८ ERI गुणन करने पर ad=de 


होता है । Pa 

इसलिए यदि चार पद्‌ अनुपाती हों ता उनके बाह्य पदों का गुणनफल उनके माध्यमिक पदों 
के गुणनफल के बरावर है। : 

[ इसके विपरीत : यदि ad ४० हो, तो ८ : b :: о: d होगा ; क्‍योंकि, दी हुईं समता 
के दोनों पक्षों को bd द्वारा भाग करने पर 5 - 5 ян होता E]. 


ET यदि ८: ४ ::  : ० हो, तो ८०-०2 होगा ; अर्थात्‌ यदि तीन 
राशियाँ उ हों तो बाह्य पदों का गुणनफल -मध्यानुपाती के वर्ग के समान 
होगा | 


m टीका । ऊपर दिखळाये, हुए सिद्धान्तों से माळम होता है कि चार अलुपाती 

it सें यदि कोई तीन राशियाँ दी हों तो. चौथी राशि, और तीन उत्तरोत्तराजुपाती 

ल में से यदि कोई दो राशियाँ दो हां तो तोसरी राशि आसानी से निकाली जा 
l 


अभमाला 110 
तृतीय अनुपाती निकालो : 
1. 9,6. 2. 8,12. 9. 6,15. | - 4. 16,94 
चतुर्थ अनुपाती निकालो : 
5. 6,8,15. 6. 14, 24, 35. 7. ‘0014, 1°4, ‘02. 
मध्य अनुपाती निकालो : i 
8. 4,9. 9. 7,98. . | 10. 6,54. 
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४५१ 
207. यदि ८:७:: 8: ८ हो, तो ८:८:: ०२: ра होगा |. 


х а b. 

чв n = 5 3 
a.b aya, a o 
b x ठ b * b H अथवा 2 = p . 


अर्थात तीन उत्तरोत्तरानुपाती राशियों में पहले व तीसरे पद की निष्पत्ति पहले व 
दूसरे पद की वित निष्पत्ति के समान है। 


रीका । इसी प्रकार यदि а: 5-0 : ०«० : ८ हो, तो आसानी से सिद्ध किया 
जा सकता है कि & : ८८२ : ४१, [ विद्यार्थियों को स्वयं यह सिद्ध कर लेना चाहिए । ] 


208. . यदि ८:४::८:० हो, तो ०:८::८: ८ होगा। 


8.4; 
im b d 

@ 14 ९; bt, 
SD इसलिए Zim 


अर्थात्‌ यदि चार राशियाँ अजुपाती हों तो उनको उल्टे क्रम में (taken inversely) Mt 
पर भी वह अचुपाती रहेंगी। इसको उत्क्रम निष्पत्ति (Invertendo) कहते 


209. यदि 6: 8 ::८४-८ हो, तो ८५८::०: ८ होगा । 


A 9 b b. b 
चूँकि हैं" हू o न 2: अथवा а 22. 
अर्थात यदि चार राशियाँ अनुपाती हां, तो उनको एकान्तर क्रम (alternately) 
; में लेने पर भी वह ч: रहेंगी । इसका एकान्तर निष्पत्ति (Alternando) कहते हैँ । 
210. यदि a:b::c:d हो, Nath: 8 :: ८+८ ६ d होगा । 
VN. 5 atb ctd, 
चूँकि =¦ -. poe Ке ee 
अर्थात्‌. चार रांशियाँ यदि अनुपाती हॉ. तो पहलो व दूसरी के योगफल की दूसरो 
राशि से निष्पत्ति, तीसरी व चौथी राशि के योगफल की चौथी राशि से निष्पत्ति के बराबर है। 
इसको योग निष्पत्ति (Componendo) कहते & । ` 
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यदि ०८:४::८:८ दो, तो a-b:b::c-d:d होगा । 
St a 
Уа 


a-b_c-d 


-1; अथवा b EE s 


अर्थात्‌ यदि चार राशियाँ अजुपाती हों तो पहली और दूसरी. के अन्तरफल से 
दूसरी की fafa तोसरी व चौथी के अन्तरफल के साथ चौथी की निष्पत्ति के वरावर है। 
इसको भक्त निष्पत्ति (Dividendo) कहते हैं ! 


उपसिद्धान्त | а а:0::с:28, dla:a-b::cs0—d होगा । 


w a—-b d d 
चकि b d зей क्रम से 4-09 ‘с-а 
इसलिए —b ५४ ४ 495; अथवा + „160. 
a-b b с-а d a-b с-а 


अर्थात्‌ यदि चार राशियाँ अजुपाती हों तो पहली से पहली व दूसरी के अन्तरफल 
की निष्पत्ति तीसरी से तीसरी व चौथी के अन्तरफल की निष्पत्ति के बरावर है। इसको 
परिवर्तन निष्पत्ति (Convertendo) कहते & | 


212. यदि ०:४::८:८हो, तो a+b: a-b::c+d:c-d 


होगा | 


नियम 210 š ace - 4. aa аА (1) 
नियम апа c 22200, p RUE 
इसलिए (1) को (9) द्वारा भाग करने पर 

а+Ь od 

a-b c- 


अर्थात्‌ यदि चार राशियाँ अनुपाती हों तो पहलो व. दूसरी के योगफळ व उनके 
अन्तरफळ को निष्पत्ति, तीसरी व चौथी के योगफल а उनके अन्तरफल की निष्पत्ति के 
बराबर है । इसको भक्तयोग निषपत्ति (Componendo and Dividendo) कहते हैं | 
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टदीका। इस नियम में दिखलाया हुआ सिद्धान्त कई विशेष प्रकार के समोकरणों 
को हल करने के लिए बहुत उपयोगी है। नीचे इसके gerd Ree जाते हैं । 


उदाहरण 1. हल करो; ०० Масар 


Nats- »/०-& 
типе MER n 
s a सकी 
फिर भक्तयोग निष्पति द्वारा 
० ob? +1)=9ab;  -. i а= ү > 
उदाहरण 2. हल करो म i+], 


1+ az 1-b2 


= NIE „1302. . 1tbz _1+ 96%+ 62% 
1-७ l-av' `` 1-be 1—92acta 


1 _1+6*%*. 
इसलिए भक्तयोग निष्पत्ति द्वारा bz Jaz ; 


~. 8(1+०१2१) = 9०, अथवा аа? -2- 1; 


Ч | = 1 ` We - 
ot Cena b 1. 


4ab era , ४+- 20 
उदाहरण $. ae == हो, तो 22-50 + = ठह ऋ मूल्य निकालो | 


[ इलाहाबाद Чо, 1892. ] 
9 
at हुई शते के अनुसार —= a+b और m = REUS : 
इसलिए भक्तयोग निष्पत्ति द्वारा Е 


e+2a_a+8h और ®+9Ь За, 
2-26 b-a ७-१ .a—b 
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‘ (a +3b) , 8a+b 
इसलिए दिया हुआ व्यंजक — ह — 


9(a — b) 
a—b 


टीका | इस प्रश्न को अन्य प्रकार से ge करने के लिए 171 नियस का दुसरा 
उदाहरण देखो । f 

उदाहरण 4, ` यदि (a+b+o+d)|a-b-o+d)=(a—b+e-a) 
x(a+b—c- d) हो, तो सिद्ध करो कि ८ : Ь:: с: & होगा i 


a+b+c+d a-bt+c-—d 
दी हुई शते से at+b-c-d a-—b-ctd 


इसलिए भक्तयोग निष्पत्ति द्वारा 


2. 


a+b a-b 
ctd с-а 
a+b ctd 


a-b c-d [ एकान्तर निपतत द्वारा ] 


फिर भक्तयोग निष्पत्ति द्वारा 


а с 


b d 


_ Мт+1+ 3/m—1 
ТШ s sf s /m+1— Vm i ® 


सिद्ध करो कि z° - ४४१ + 82- ४४-०0 होया! 
दिये हुए सम्बन्ध में भक्तयोग निष्पत्ति प्रयोग करने पर 


2+1. n+l 
2-1 ४७-71 


|. ख्य (rtl1)? 25 +359 +32+1 
т-1 (2—1) ७२-32 +- 85-11 


इसलिए फिर भक्तयोग निप्पत्ति द्वारा 


२०. 082° +1)=0 + 82, 
इसलिए c 97 — Эта + 3z —m=0, 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


OS oe ET 


Digitized by Arya ван КЫШ BE ०15) and eGangotri “ч 


FAA 111 
हल करो : 
zy 927 0४_ 1 
L gy } 2. ३७१६४ 4 
. 2४ + 3y = 36 4m —9y — 19 
g= = 3 + 
5 Berri E न 4. 16 aza) s 
3a — бу 5 18 [ कलकत्ता Uae, 1886. ] 
Б, 22+ Jil 4 6 J1-2.. 1. 
` dw- az? j “т УЙ а ЫЗ 
т 3б®+1+ »/862 g g, fete 0217 
° Sesti- ३& | ` Т-т+т Henn 2 
М5+ Jó-c.. atst Noo b. 
LD pue m A 


з. 9-00 аа) 
аў +40 - (a? - ar) 
सिद्ध करो कि ८ : 0 :: ० : @ है, 
19. यदि (a+3b+ 9८+ 6d)(a — 3b - 20 + 6d) 
=(a— 8b + 9c — 6d)(a + 85 — 2c — 6d) हो। 
18. यदि (१०+४+ 4०+ १)(2० — b — 4०+ 2d) 
= (2a — b+ 4c - 9d (8a b — 4०-१) हो। 


„/да +30 + „/ 9a —8b 
14. यदि» ३58 = Sa 5६ होर तो सिद्ध करो कि 
8520 - 46% + 3950 


15. R = AE हो, तो ER ++ аңы निकाले । 


213. एक विशेष आवश्यकीय नियम: जब कि 7, g 7? % कोई 


राशियाँ हों, तो यदि 7 = ठ + हो, तो सिद्ध करना होगा कि उनमें से प्रत्येक 


1 


т pb? + qd" + rf” 
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फज़ करो कि प्रत्येक निष्पत्ति= है, तो a= bk; c dk; a= fk होगा । 
इसलिए pa^ = p(bk)" = рь", 
qc" — Q(dk)" — qd" ph A; `. pa" + qo" те" 
और 7८" = r(fk)"= vf^.k^, = (pb" + gd" + 7/").k^ ; 


n = pa” + qo" + ron. 
इसलिए k pb? + qd" + rf 


Б= [mte +q” + wr ч 
pb" + qd" trf") ' 
इसलिए साध्य सिद्ध हुआ | 


उपसिद्धान्त। ` यदि D фт, ъй से प्रत्येक का मूल्य 1 हो, तो AGA हाता है कि 


«_c_e atcte. 


5 b d f btd*f 
ऐसे ही, p, ५, 7, n के विशेष सूल्यां के लिए इसी प्रकार के फल निकालें जा सकते | 


टीका। ऊपर दी हुईं तोन समान निष्पत्तियों के लिए जो नियम दिखलाया गया 

/ है, वह चाहे कितनी ही निप्पत्तियाँ हों उनके लिए भी उसी प्रकार सिद्ध किया जा सकता है । 

ВАЙ को उचित है कि इस प्रकार के प्रश्नों को हळ करने के समय ऊपर दिये हुए फल 

को प्रयोग न करके, हर हालत में ऊपर. दिखलाई हुई रीति के अनुसार फल को निकालें। 
इसलिए नीचे इस प्रकार के कई प्रश्न दिये गये हैं । 


- SHIT: 112 
a [^] е э» ` 
eo F हो, तो सिद्ध करो कि उनमें से प्रत्येक निष्पत्ति निम्नलिखित 
व्यंजकों के समान है : ; 
1. Grete. | а+8о-— бе, o 56-7०- 
b-àtf — ^ ugly з. xo 
E ka t-lo-- me, ` Jat + сея) š Tp 8. 9.3 313, 
UR ++] _ |с s) ; сооп) 
[ कलकत्ता एन्द्रेंस, 1875. ] f | : 
Ma? -- c3 +eš 


‘erat — कलकत्ता Gee, 1882]. . ` । : 


bh >. T 
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यदि ह = E £ हो, तो सिद्ध करो कि इनमें से प्रत्येक निष्पत्ति निम्नलिखित 
व्यंजकों के समान है 


8 (түттү) | ee 
b'rdrfrn ; b* —2d* +3f* —4h* 


10 — 707° – Be"? 15g 2. 
AES Td-3-8f-5 + 10.) 
214, विविध उदाहरणमाला : 


उदाहरण 1. यदि z: ॥ :: #2 : ॥ हो, 
और т ४ ४:: pb va : ५7-४५ हो, तो 20 t mu :: 8+ 9 ry 


होगा । 


सब. `. grey 
dE op — y?) = y(p? + «?), [ निग्रम 206 ] 
इसलिए р°?(ж—у)= у(ю+ и); 
PHY; 
ey ७-४ 


अर्थात्‌ р" : ду: ety: а-у. 


उदाहरण 2. यदि ८ : ४ :: ० : 6 हो, तो सिद्ध करो कि 
mano :.mb+nd : : (afe)? : (७२ 43), [.жо Uo, 1880.] 


о ? . १४७ mc 
चूकि pu dcmum Ir 
ma + nc 
इसलिए प्रत्येक निष्पत्ति= yad [ p 213] 
с. 
a* о? 
ра 
इसलिए प्रत्येक निष्पत्ति = हव्यात [ नियम 213] 
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+ 
इसलिए = =. ` (I) 
और аташа. ... (®) 
इसलिए (1) और (9) से 


matne _ (a? +c)" 
mb+nd (b? +a з 


य ooro а гаса) 
| = TEST ES SET. हो, तो ०+ ५+ का मूल्य निकालो । 
EM. [ कलकत्ता usza, 1889, ] 
чеп करो कि दी हुई प्रत्येक निष्पत्ति = z. | 
इसलिए m= k(b — o)(b + o — 2a) = #(0* - с?) - 2a(b — ठो, 
у= k(c— ०)(०+ a — 95) =k{(c? — a?) - 9b(c — a}, 
z= kla- b)(a+ b 9с) - k((a* — ४१) - 9c(a — b). 


इसलिए ८+५+2= kio- ०) + (८१-०१) + (a? - 5?) 
— 9la(b — c) + b(c а) + cla — Ы) 


= 0. 
उदाहरण 4. यदि qe. с2— 02 ९४-५४ हो, तो सिद्ध करो कि 
ажо: irar 


b c 
फज़ करो कि दो हुई प्रत्येक निष्पत्ति = 
इसलिए — (ay— ४)० = ko? 
(ez — az)b kb? 
(bz — cy)a = ka 


इसलिए जोडने पर ua? +b? +0%)=0 k=0. 
इसलिए ८५-४०0; `. ८७०३० - m у 
2 ay bz 3 a b (1) 
X ez-as-0; с. erar. 2.8, 
eras; gom 0) 


इसलिए (1) और (9) से L= y E. 
c 
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उदाहरण 5. यदि £ = 2 = lh, तो सिद्ध करो 
(a-d)? =(b- c)* + (c-a)* + (à— b)*. 
दी हुई शर्तों के अनुसार 
(i) 5% =ас; (ü) ०१२०००; (iii) be=ad. [ नियम 206] 
अब (b—c)*--(c— а)? -- (४- b) 
= (b? + c? — Фрс) + (०१ + а? — дас) + (d° + b? — १४८) 
= 9(5* — ac) + 9(c? — bd) + a? + d? — 296 


=a2+d2—9b : ^ [0)और () से] 
= 42 +d? — १० [ Gii) से ] 
=(a- d)", 
उदाहरण 6. यदि८:०::८:०हो,तो सिद्ध करो ¦ 
4(७+ bo + a) = pr + 2—6 [ & Чо 1874. ] 
चूँकि 2-4; 00 “= दधः гатта] 
atb (a+b)_ 9(o--d), 
ерее р + ढु d 
+b, ct+d\? Q9(a+)b) Actd) 
इसलिए (22060) 
Ala +b)lo+ d) 
ta 
one {222.25 = 4(a +b)(c + d) 


2172 a? 
a? +b tarb i? +g“: 


ptg 
दी हुई शते से 
b Bog. 
rare ure. : 
ii) 2467 Pitat, 
wüm Q ret чощ шшш 
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(i) और (ii) द्वारा सूचित दो निष्पत्तियों को संयोजित करने पर 
(a? --b*Ya--5b) (p*--a?Yo-tq) 
LUCI REI ERR 
a? +° 


SIV ptg a 
Ë + 3) | कट ) 
अर्थात्‌ a? + ४१ : TAS pur Gar: Em 


उदाहरण 8. यदि % : л 


D0 हो, तो सिद्ध क्रो : 


(т пт — р nm 0) _ (५ +८०)-(७+७). [Se v», 1859] 


अब aP. ©. MZR DT. 
- 7" q Ы Ve n q "m 
SMS A. ; ,", M-P Pg 
р » 9 UT q ` 
इसलिए (४५० ११(५५० ४) - (p-q(n-9) . 
np 


q 
अथवा, (m—nY(m-») (р – дл q) 


[ `." np 7 mq] 
(m —nYm р) pn — qz + p) + q 
१९५१११ —q(n +>) ['.' 
i .' pa mg] 
(m g) - (n. y). 
डदाहरण 9. यदि £ = = 3 हो, तो सिद्ध करो : 


(a? +b? + c*)(5* + ०१ + д2 )= (ab + be+ сд)?. 


[Fo Чо, 1887. 
ФЯ करो bs प्रत्येक निष्पत्ति = }; | | 
2 
इसलिए, क va RU +6? +4?) = 92 452462; 
ы. °, yt tb egi 


Бей! == (Ш) 
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ओर ७२८; .`, ७४९८ ab) .". Kb +० +° )=abtbctced; , 
ko-b; .'. kè =b} - р ab + bc + cd = (6) 
kd=c; ;.kd*-cd] `` b* +c“ +d“ 

इसलिए (1) और (9) से 1? का qeq प्रयोग करने पर 
a2+b2+ ८२ (ab+beted)” 
bi+ +d (b° +с + а)? 


`. (a2 +b? +0202 +02 +a?) (ab bo cd)". 


उदाहरण 10. यदि Z= = हो, तो सिद्ध करो 
„/(а+с+е) d-- f) = (ab) + (cà) T (eft 
TA करो कि दी हुई प्रत्येक निष्पत्ति А, 
इसलिए а= SJ. atote=Mbt+dr+f), 
sai ` oV. (а+с+е+а+ђ= (bt df? 
~, X(acte)ybcdcf)- (bt df) Jk | (1) 
और ab=bk ; (ab)? =b Nk 
asak 5. atn) 
ef 7 fk; DE END 


(ов 00) +008 -rd*ÜJk = @ 


इसलिए (1) और (2) से 
/@ Есей аж) = (ab) + (od)! +(e). 


FAAS 113 
यदि ८, ४, ०, ८ में से ८ सबसे बड़ा हो और यदि ८: ७:: ०: d हो, तो सिद्ध करो: 
1. ४ ओर ८ में से प्रत्येक > d, 2. a-b >> c-d. 


‚8. atd> bto 
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यदि & : 8 :: ० : ८ हो, तो सिद्ध करो: 


4. 
5. 
6. 
8. 
9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 


ma--hnb:0 :: mot nd : d. 
ma t nb : motna :: pa — qb : no — gd. 


a:b::atc:btd. पृ, ७१ ; 91 3: a? o? ; 5 + da, 
G* o? : b* t d? :: ac: bd. [ &° Чо, 1877. ] 
(a-c)? : (b- a)! =a" : b’. 

(6५-८३ : (bd) —a(a-c):b(b—d). ` [ҹә Uo, 1888, ] 


a? +b? : a? — b* — ac bd : ac— bd. 

alate): 6 : : (+d): а?. 

0: d— Ja* xc? : М c d*. 

@tb:ctd= Ja? +0? : Jc? +4. 

atb:ctd:: „Ја 4603 : J 80? +512. 

а? tab b* : a* abb? :: o +cd+d? : c? — od d*, 
a^ tacto! : а –ас+о? :: b t bd d? ; b? 7४2+. 


यदि a : ४०० : 65० : f हो, तो सिद्ध करो 


18. 
19. 


ma + nb b? | 
moral [ %e Vo, 1876. ] 
a0 : bd 1: 20 + 8c? + 56? ; 2b? + 8d? + 5/5, 

a" Fo! +e; b ed? +f :: св: df. [ क० о, 1876. ] 


Patgotre : pb t qd rf :: Mace : Wbdf. 
2 | 02 :: act ce ae bd + df + bf. 
G° tete? : BF «y? : , aca: baf. 


Na'o +06 +३४३ : /bšq5 tA F क ह? d*f* +b :: ace: bdf. 


७१८५५ b 4 


यदि b+c—a cta-b a+b ठ 8 
(४-०)८+(०-०)५+ (а—)в का मूल्य निकांलो। [жо чо, 1878. ] 
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27. यदि ८: 9 :: ८ : 0 हो, तो सिद्ध करो ¦ 
atte? BF s atro: Jb*rd* 
28. यदि а: ४७८ : ८८४ ¦ fs तो सिद्ध करो 


97(७+ (о + dY(e + f)= baf ($ ह = s 53 ) 


29. यदि ८:४;: ०: @ दो, तो सिद्ध करो : ad+ ४०: 20d : : १११८०१: а + cd. 
30. यदि ८ : ४ ;: ०: ० हो, तो सिद्ध करो S 
a? +b? : abtad—be :: o? td? : cd – ad t be. 
यदि ८ ; 8 :: ४: ० हो, तो सिद्ध करो j 
81. а? tabt? : b*-Fbotc* =a: с. 


(७-०१ _(b-0)? 
a e 


82. 6-98+ 86 = 


38, alte (Le +) saree 
यदि а: ४=४ : ०=८: ८ हो, तो सिद्ध करो: 

84. (b-o)(b-d)-(c-- 6)(०+ 4). 

35. (а+4)(Ь++ о) — (a ०)(७+ d) 5 (b —o)* 


з. (© (2-५३-१ -a-a (4-2 


OS I тота 1 ет 
37. a:b-3 с : als pt 


| 98. aid: a? b? +03 : bš +o +13. 
39. यदि ८: ४ :: ० : ८ हो, तो सिद्ध करो: | 
А ай t ab : +ой :: ४* - 9а 1:2 - 966. 
| 40, यदि 6 : ४०० : d=: हो, तो सिद्ध करो: 
(a? + b2)(ae + df)? = (02 + à? (ae + bj)? = (e? +f°)(ac + bd? 
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विविध ग्रश्नमाला VI 


I 
1. यदि == -1, у= —3, 21 हो, तो 
५७४१४० + в)(ж — у — 32) + ५/29१ का मूल्य निकालो। | 
9. सरल करो: 3a—9(b—o)-i2(a— b) – 8(७ + 6) - 19e — 4(c — aj. 
8. गुणनखंड निकालो : 3(a +d)? – 902 — 5?) - ala + 8). 


4, भाग करो : 97“ - 102 + 952४१ - 31293 + 209° को 


2 — Bay + 4४? से । 
b _ 40 _ а 
atb (atb)? (a+b) 


. काक 2-0 0+5) 
6, हल करो: 2-6 utd g 


7. यदि (2+ 1) =8 हो, तो सिद्ध करो कि c? +3570. 
II 


1. यदि a=1, ७-9, ०= —8 हो, तो (2a +b)(a — b) + (2b + c(b — о) 
+ (96 + 6)(०- a) का सूल्य निकालो । 
2. भाग करो; 1+32- 942 +87“ को 922 + 32-1 से। 
8. यदि 2+72+८ सम्पूण रूप से +4 द्वारा विभाज्य हो, तो ८ का Wed 
कितना होगा ? 
4. Wo qo अर КӘ : : 
2% - 323 - 952 +192 - 8 और १ — 7m 6. का। 


5. सरल करो : 


5 ( | 3 | 
ltz-17 z-8/5 ७४77515 
6. समीकरण हल करो 211,82-1 be-7 1e — 5. 
TR निज गा ата арыр 


7. यदि »- & =1 हो, तो सिद्ध करो कि ८१ - m 
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ш 
1. यदि 658, b= -9, ०=4 हो, तो {८१७१ ~ ८२) + ४१(०१ — a?) 
+ c° (a? — ७१)}+ (Бо + ca + ab) का मूल्य निकालो 1 


2, सरल करो: l+a, l1—w ltz? 1—4? 


1-2 1+2 1-0 1+ 
3. युणनखंड निकालो : ८१ —b? + 6४०-9०१, 
4. Fo Чо gro ARA : 
m° + бах? — 5९७ — a? और 52° - 86%? — ४०२४ + 33 का। 
We do ao निकालो 2? - 52+ 6, ०१ - 42+ 3 और z? - 82 + 9 का । 


= 


m° +52“ + 82° +42 


6. लघुत्तम पदों में खो : “сч tar ros 


8. यदि ७: ४ :: 2 : ४ हो, तो सिद्ध करो कि ab : cy :: a D? : 2२+ 9१. 


IV 


TN अनम 

2. दो व्यंजकों का गुणनफळ ८१+८१५“+४१ B, और उनमें से एक व्यंजक 
2-४9 ty? हो, तो दूसरा निकाली 1 š 

8. गुणनखंड निकालो : 

(ü z*--2*-2-1; (ü) २९७१-८१ -b° +1. 
4, सिद्ध करो कि (००+ by)? + (४2 — ay)" = (०२ + १७१ + у°). 
5, Ge qo о निकालो : 
82° + 97, 162* + 862* +81 और 6z* — 52-6 का 1 


92-4 9. 
6. हल करो c 4g T8 8. 


7. यदि d BY = 0 = ab दो, da व ४ का मूल्य निकालो | 


B—80 
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हो, तो सिद्ध करो कि 


यदि 7 c a—b+o btc-a 


m+ + z 
प्रत्येक भि atb+c 


V 
2 — 25y  Á. € -4y 


1. सरल करो х? +3sy—l0y? ४ —3ay—10y 
9. भाग करोः a3(b-c)+b%(c—a)tc%(a—b) को atbte से; और 
प्राप्त मजनफल के गुणनखड frere । 


मूल्य निकाळो : 25-25 का, यदि 27243, ४-८ 38 


айда निकाली : 94+77+ 868 - 2 ) 82 Jy का] 


| सिद्ध करो: (a? +७१ +० (6+ 9? + 2१) - (az + by + сг)? 


= (ay — bz)? + (bz — cy)? + (cz — az)”. 


हल करो: —9"x4"-99 } 
8*--9"-— 8 


यदि ७ :४:: ०:८ हो, तो सिद्ध करो कि (02 + ०१)(७१ + 2१) = (ab + cd)" 
VI 


लघुत्तम पदों में खखो : 
96(1 — z2)2 Uto - z) 42ay*(1— 2), 
ys Vu z 


2 2 
गुणा करो: а+р+ ba 8la-b4 ur e a1 


भाग करो : ८४ - 2522 - (७१ – ४१)४१ + 9८१० — ८३१ को 
2° — (a-- Djs -- ab से । 
यदि a=ytz, basta, c=z+w हो, d सिद्ध करो क्रि 
a^ t b o! —bo- ca - ab c? +y + 20 —ya— go — m. 
5a” — 14% + 16 
825 —9z + 165- 48 ^ 99 पदों में eT | 
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6. हल करो: 2 + 99, 5 _ 69 
v y 2 y + 


7. हलकरोः 9z--8 ; 
y -8:-- 85-0, - -8= 
12z —5y — 82+ 10 —- 0. Es 
8. यदि ८ : 95०० : 6७०४ : / हो, तो सिद्ध करो कि 
८:७०: : „та nope: Jm bitni" zo 
| VII | 
1. भाग करो ; - 9220810 + 17 74 — bz - 942५१ को 
-८८१५॥०-॥८१॥१-- 82४3 से। 
9. Hó Ҹо अ० निकाले: ; 


४१९५४ + ८१० - 6० - 1 और 02752 + 96२२ — ७१० — 9८*--८*-1 का। 


8. सिद्ध करो: 1-९ 55-65 -d^ (atctd- D(b-- cáo) 
3 Hab + cd) alab + са) 


аа? + y?) + zy(a? +b?) 
ак“ — у) + ay(a* – 2°) 


करो: 2742-52-712-8 
5. इल करो ४-5. ४-6 &-8 ४-9 


6. ४१+92+ ६ और at p'org दो व्यंजक्रो में से प्रत्येक यदि ota द्वारा 


, 


विभाज्य हो, तो सिद करो: ०-१-५ ` 


7. 100 पा० का एक बिल गिन्नियों व अडक्राउनों सें चुकाया ग्या । इसमें यदि 
МР? की संख्या Hemet की संख्या से 48 कम हो, तो निकालो कि किस प्रकार 
. के सिक्के कितने दिये गये हैं । 

यदि ७: ४ :: ०: d हो, तो सिद्ध:करो : | 
46% + 89% : 40° + 56% : : ७389 : ०११, 


4. सरल करो 


VIII 
1. सिद्ध ù किं (०८+ +९)१ +(०७-४४+०४)* ` यह aisa 
(ako (ki) विभाज्यं है! ` ` CIA 
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गुणनखंड निकाली : 
(i) (6+0)? — Ga(b+ c) + 5a? ; (ii) x? +2gy — a? - 2ay. 


सरल करो: Cato TS 


4520? — (a? — 0° — c*)* 
यदि atb+c=0 हो, तो सिद्ध करो कि a? — ४० ४१ — ca = ०१ — ab. - 
हल करो: 8(७+9)? +5(z+5) =8(z+8). 
वगैसूल निकाले : 95272 - 192+ 1627 + 4७४ ¬ 24% 5. 
यदि yz = 4, 2८ = 9, ४95०5 हो, तो z, y, z का मूल्य निकालो 1 
यदि ७: 9 :: ० : हो, तो सिद्ध करो कि 21010 td)= (a+ 0670) 


IX 


यदि 651, b=9 और ०5 - 3 हो, तो 
{a — (b— ०)) - {b? — (c — a)?1 - e? — (a — ४) का सूल्य निकाली । 


, सरल करो 1 x(a? + 3) 


(2-1? (@+1)* (८-1) 


. गुणनखंड Fret: ७१९ – ४९ + 8८98 + 1. 


3 42+3 72-99 82+19 
SU LI Юра” 18 


सिद्ध करो SIRAS ace To CR 1 ) ; 


(y-z* (४-०) (७-४) (४-४ 2-2 т-у 
हल करो: cty:e—-y=5:8,0+5y=36 


7. 8 और 9 बजे के बीच किस समय घड़ी की सूइयाँ परस्पर ema होंगो ? 


, यदि 6 :४:: ० : ० हो, तो सिद्ध करो 


(a+ 9 +०)(७- b+ c) - a? +b? + 6, 


X ( 
भाग करो : 274° - 80१ - 970° - 54८४० को 3a - 95-86 से 1 | 
We We Ao निकालो : ८४+ 11१ -54 और. + llz+19 का। | 


] 
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З. गुणनखंड निकाली : (02 b°)? + y2)+ 9(६१+ Ь®)лу. 


a 
+ 1-2 
4. Wes i) | 
tata =e P 


5. सिद्ध करो कि ०१४+ ०) + ४१(०+ ८) + E +b) + abela + b + ०) 
= (a? + b° + o2)(bo + ca + ab) 


6. तीन आदमी और एक लड़के 6 दिन में जिस काम को कर सकते हैं एक 
आदमी और दो. लड़के .उसको 19 दिन में कर सकते E. इस काम को एक आदमी 
कितने दिन में कर सकेगा ९ 


7. यदि ७:86 :: 8. तो सिद्ध करो 
a**a с? +0 =u -1+ F(a? +07 +o), 


XI 
1. सिद्ध करो करि (2१ + ry + 9?) — 4шу(ш? + y?) = (2? — cy + 9), 
` 2. शुणनखंड frat: (i) ८२-४१ - ८१-- d* —9(ad - bo) ; 
(ii) ४2-10 - z* -2yz- zt y — z. 
2 a? 
8. wig निकालोः शर + ॐ, - ६2-३९ 
4. हल करो: 2+9у+32=6, 22 + 49 + 255 7, 32 t 2y 92714. 


5. Wo Яо о निकालोः wiy- 2१४२ - 152५१ + 88ху* — 14у5 और 
gh -To‘y+ 912* y* — 842^ +98лу* का। 


6. एक аз 570 सन्तरा में से कुछ फ़ी रि० 16 के भाव और कुछ फ़ी flew 
18 के भाव से खरीद कर सब सन्तरों को फ्री शि० 15 के भाव से वेच देता हे; यदि 
उसे 3 fire मुनाफ़ा हो, तो उसने प्रत्येक प्रकार के कितने सन्तरे खरोदे थे ? 


7. सरल करो: 


БЕЙЛЕ ЕЕЕ) 
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8. यदि a:b=0:d=06: हो, तो सिद्ध करो: 
(a? +0? + e2)(02 + d? + ?) - (ab + cd + ef)*. 


XII 
i. यदि z7G6td,y-btd,z-ctd हो, तो सिद्ध करो : 
a +y? +2° - ys— eg дута +b? + o? — bo- ca — ab, 
2. सरल करो: 


tz 
(y* – PSG Sa -ay) G- IET Zya) (gi - PECES 
8. गुणनखंड निकालो : 
(i) ४ —2az — b2 +2ab ; (ii) z* + (a-- b-- ०)४+ 68 +- ac, 
4 9° Ҹо а निकालोः | 2E 
62* - 220 + 9८१ + 9० — 4 और 95* + 807° —9 gri 
62-18 82+ 
5. हल करो: 15 5 = in 


к Pas किसी काम को 4 us एक साथ 19 दिन में, 4 व 0 एक साथ 15 दिन 
व ८: एक साथ 20 दिन में कर सकते हैं; 4, 5 ब 0 
दिन में उस काम को कर सकेंगे ? poe 


7. यदि&:४::८:57 हो, तो सिद्ध करो: 
2 +a? tb (ety)? (4-0)? 


sta ytb atrytats . 


XIII Eee 4 
1. यदि 25—a-Fb--c हो, तो सिद्ध करो: | | 
а(- о)(в— a)? + b(o— a)(s — b)? +o(a—2)(s—c)? = 0 
2. सिद्ध करो कि zug +०१ यह व्यंजक & + ८ a +०४ से विभाज्य है। 


8. सरल करो: 2 y _ алау 
(९३४)७क४) (y zy a) (z+z)(z +y) 


¿ 2 2а a -b* ७१-62 
हळ करो z-a Moot wa ०70+०- 82. 
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5. फी бе: 15 Rro के भाव की 80 गैलन शराब के साथ कितना पानी मिलाने 
पर, чї गेलन 19 शिलिंग के भाव से बेचने से, कुल पूजी का दसवां हिस्सा फ़ायदा होगा ? 
6. सरळ करो: (®+®)® („®+оуз (gra) i 
(८.८१,८०) 


7. यदि 4: ४ :: 8 : ० हो; तो सिद्ध करो: 


a +abt+b? : b boc? :: : c. 


AIV 
1. यदि a-bo-9s हो और a® +b? ++ 5१४८+) हो, तो 
सिद्ध करो कि (a — s) t (b— s)? +(c—s)? = 5१. 
2. uiz*-pzg और 2° +10+ т का एक साधारण DMIs ¿+a हो, 
तो सिद्ध करो कि पन होगा । 


. . ४६०१), a-b CT аб > 
8. हल करो: ЕС@ БСУ 8-6 -b 

„ tsm а+ш-у m*u-z. 
4 हल करोः b+c cta a+b 1. 


5. A जिस काम को 20 दिन में कर सकता है, 9 उसको 19 दिन में करता है; 
A के कुछ दिन तक काम करने के वाद, 2 उसकी जगह पर खखा जाता है, और बाकी 
हिस्सा समाप्त करता है; यदि 4 और B को कुल 14 दिन लगे हों, तो निकाछो 4 
ने कितने दिन काम किया था । ; 

6. (z+ a)z+ 26)(७+ За)(ж + 4а) को वर्गान्तर के रूप में प्रकट करो । 

7. यदि aly +z)= b(z +a) = (a y) हो, तो सिद्ध करो: 


1—8 2-2 cy  — 


mesi = —— = * 


a(b—c) ॥(८-८) cla—b) - 


1. यदि ०* + 9०१ + (¦ +8)z* + (4०+ ab)z- 45 व्यंजक एक पूणे वगे हो, 
तो ४ का सूल्य निकालो। c 
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2, सिद्ध करो कि (७-०(1+ 6०)(1 +6०)+ (c — а)(1 + bc)(1 + ba) 
« +(७-०)(1 ca)(1 +cb) = (b — ०(०- a)(a — b), 
3 
OTANI mii filo Se DUM. 
8. सरळ करो: oto +1 + No+l æ- /z+1 z*—o41 
4. We Wo so निकालो: . 9४१ + (२० ¬ 97)2२ - (१४+ 3०४)८ + 3b? और 
95° — (3७ — 9c)z - 3४८ का 1 
atb" ह| 


5; ; Е ES का. "T в =e 
E 9na" — 9nz Y Inb -2mo F fax E 


20:--36 , 52+90_ 4g 86, 


25 92—16 б 95 

7. शराब व पानी को मिलावट से भरे हुए एक बन में मिलावट का प्रति सैकड़ा 
70 हिस्सा शराब है; उसमें से 9 गैलन निकालकर, बर्तन का खांली हिस्सा पानी से भर 
देने पर देखा गया कि अत्र बर्तन की मिलावट में प्रति सैकड 583 हिस्सा शराब रह गई है। 
बतंन में कितने गेलन मिलावट थी ? 

8. यदि 8-४2 : ५-४ :: »* : ५° हो, तो सिद्ध करो: 


ateryte:: 2 +9: 1 +o. 
y x 


6. इल करोः 


XVI 


1. म०स० अ० निकाछो : ८ +924 - 52 - ८+ 3 और 
3% — 824 — 1823 +2? + 92+ का । 


2. यदि (а+ 5+ с)ж=(—а+Ь+с)у = (а— Ь+ б)в= (८+ - c)u हो, तो 
uL uL ता. 
Yo 2 ш а 
3. गुणनखंड निकाछो : asly? +b?)+ by(bz? + a? y). 


a+b АГ 9` „2 
UM दो, तो LLL = शु 
5. दो बततेनों में से प्रत्येक में शराव बं पानी की मिळावट है; प्रत्येक पात्र से बराबर . 
3 | 
मिलावट निकाल के मिलाने पर देखा जाता है कि उसमें शराब व पानी के हिस्से बराबर | 
। परन्तु दूसरे чїч से जितनी मिलावट निकाली गई है, чё से यदि उसकी | 
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चौगुनी निकालकर मिला दी जाय तो उसमें शराब व पानी की निष्पत्ति 2 : 3 दोती। तो 
निकालछो कि प्रत्येक ada में शराब व पानी की refs कितनी है । 
ХҮП - 
1. Чоо Зо निकाळो : д5 + ¦ + १४ + 9 और ८* + 2 + 1 का। 
т M 8 n-i 
2. (द्‌) +n] भ सल न्रे, जब कि = ГАТА 
3 करो: a? (b* — c?) + b*(c* - a?) + e° (a2 — b°) 
S सिद्ध करो: a° (b— с) + b*(c— a) + са – b) 
4. यदि а+ь+с=0 हो, तो सिद्ध करो : 
. 4(b?c? + са? + 601) = (a? + b2 + c?)*. 
इससे सिद्ध करो : (y-a) le-a) +(2—-2)*(e—y)? + (х— y*(y - 2? 
d z(a* +q + z2 — yz- zz — ८). 
5. दो अंकवाली किसी संख्या का एक अंक दूसरे से 5 अधिक है; संख्या के 
दो अंकों को ae क्रम से लिखने पर जो संख्या. प्राप्त होती है, वह ЧЧ संख्या का 
8 हिस्सा है; तो संख्या निकालो 1 द As 


, 8z* +m —5c-91 
6. सरळ hat 62१ + 292° + 262 - 91 


7. "IR 3(८२ +b? +в?) = (a-E b-- ०) हो, तो सिद्ध करो ж а= ьс 
XVIII | 


1. सिद्ध करो: (७-४) +(y—2)? tl-a), 
2 9[(x — y)* (y — 2)* (2-2) 4 


= 69 + bae + ca. 


2. गुणनखंड КӘ! : А 
(i) 142° - 8725 ; (ii) (1-- a)* (14 ८१) - (1+0) (1 а); 

(ili) .m* — n5 + 9n(m? + n?) - (m+ ४) (m - १०. 

з. एक 99% 3 पाउंड 12 आउन्स वज़न की एकएक डबलरोटी 
4 पाउंड वज़न की बताकर प्रत्येक को 94 Чо के भाव में बेचने लगा; और इस प्रकार 
कई रोटियां वेचने के बाद पकड़ा गया और उसे 5 чо जुरमाना हुआ। कम 
वज़न की डवलरोटी वचने से उसे जो запы हुआ था उससे उसे 5 शि० और अधिक 
घाटा हुआ! तो निकालो कि उसने कितनी रोटियाँ बेची थी। . 
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8 s 8 
4, анн याय 
SEE (oo) Geno) (о—айо—®) 
5. यदि = e ie = atbte दो, तो सिद्ध करो कि 
3 


ay+br betcy cetaz az+by+cz 


жїз निष्पत्ति- aR ०+४+०=0 न हो । 


6. हल करो: (2+ +2) = 24, yet у+ z) 248, z(z +w + z) = 79, 


XIX 
ў ; а(а + Б(а+ c)  b(b- аЬ +c) , ००+ ७)(०+ ४) 
1. सिद्ध करो (а—Б)(а—в) * (७-७)७-०) * (ॐ CEXVPE 8) ४ प 


सरल करो : (6 да? + (e — a)b + (a — Бо? š 


2 2 
6 —bc—ca+ab 


__ 3. यदि m सोने के सिक्कों व & चाँदी के सिक्कों का वज़न बरावर हो, और р 
सोनें के सिक्कों और ८ चांदी के सिक्कों का मूल्य атк हो; तो बराबर वज़न के सोने व 
चाँदी के मूल्यों की तुलना करो । 
4. यदि ० = ४ + ८, y-6tà,z-atb8 तो सिद्ध करो : 
c^ +y? + z3 - Sys = 9(aš +b? + ०१ — 370). 
E. 1 
5. यदि वसत छळ हो, तो सिद्ध करो कि 


1 | 
a 7I अथवा 6१+ ४१०१, 
; XX 
1. सिद्ध करी कि a(b+c)? + b(o-- a)* + cla +b)? — 4abo 
a = (b-- oY(c + aa +b). 
2.: tata एक गुणनखंड हो ८२५१ - рз з ००४ ; 
मूल्य 0 (zero) न हो, तो सिद्ध करो कि ८१ 53 ule ८५86१0० का और ८का 
8. सरल Wl: 


| : sublet ss s. E " ac ab 
ala’ – b*)(a* —c*) ७७४०७४७ —25 a*Y(b* сг) t ०० -७*)(०१-८*) ` 
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4. भाग करो; atb- ०)+*(०-०) +०४० ~) को 
i (a — ४)(७-८)(०-८) से । 
5. यदि ५+४+०=0 हो, तो सिद्ध करो कि ८5 + ४5 + ८5 = 5abe(c? - ab). 
. 6. wR: aco zril) ; 
= 2" 


7. हल करो; az + by *- qz a 4- + c, uxo qu 


btc ate 
_92 , 9 Lal 
btc № atc a Uu b 


, 3. कोई व्यक्ति रास्ते में बिना रुके कटक से जोवरे तक जाकर फिर कटक को 
लौटने के लिए चला। ठीक उसी समय एक और व्यक्ति ठीक उसी प्रकार जोबरे से कटक 
तक जाकर फिर जोवरे को लौटने के लिए चला । वे पहली абат: जोवरे से डेढ़ मोल की 
दूरी पर, और एक घंटे के बाद फिर कटक से एक मील की दूरी पर मिलते हैं। उनकी चाल 
व करक 9 जोवरे की दूरी निकाले । 
XXI 
1. सिद्ध को: Ky V 
{(b + о)* + (ot a)?  (a-- b)*} x (a? (b — c) + 5°(о— a) + c*(a — 5)} 
= 90a*(b с) - b*(c — a) -- c* (a — 5). 
. _(b=c)? (c— а)? (a — 5)? 
Е Е сао aci xig t- (ति ns 


3. यदि ८+४+८=0 हो; तो सिद्ध करो; 
а? + ab + b? =b? + ba + c° = o? + ca + 67, 

4. यदि ४००+४+-० हो, तो सिद्ध करो: 

(5 — 3a)? + (в — 85)° + (s — 3c) = 3{(a — b)? + (0 — c)* + (c — а). 
Б. गुणवखंड निकालो ; ०१ + 960 - 960 - 852 + 980. 
6. We Wo अ० निकालो : ८ - 2४१+ ४? - 42+ 8 और 
š ४८१ —z* +6z? + 92+ 3 का। 
7, यदि ८ : ४5४ : ००: ८ हो, तो सिद्ध करो: : 
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ХАП | 
1. सिद्ध करो: ०(b-०)(1 +ab)(L + ac) + blo- а)(1 + boY(1 + ba) 
+ oa — b)(1 + ca)(1 + cb) = афса — b)(a — c)Y(b — c). 
2, यदि ८+४+८०=0 हो, तो सिद्ध करो कि 67 +}? + 67 = Tabele? — ab). 
3. यदि ००१ + ४८+० और az? + ४2 +८' दो व्यंजकों में z+ f के रूप का एक 
गुणनखंड साधारण हो, तो सिद्ध करो कि (ас — a'e)? —(bo' — b/cY(ab' — a'b). 
4. AIBĂ दौड़ हुई, और B को 50 गज़ आगे बढ़ने दिया गया; परन्तु В 
जिस समय में 19 गज्ज जाता है, 4 उतने समय में 20 тя जा सकता है; दौड़ में 4, 5 
को एक गज़ से हरा देता है; तो 4 कितनी दूर दौड़ा था ? 
र 5. सिद्ध करो : ptq+r_gl4p+8r)+7( (p+7) _(p-q4n), 
P ७-4. p'-q 
6. सिद्ध करो: 5 
(a? — ४१)३ + (b? — o°) 2. „гүз 
LITT STI — Ge a E eret =(a+b)(b+c)(c+a). 


7. WOW: 2+ yt+z=2a4+2b +90, 
az t by + cz=2bc + 9ca + 9ab, (b — с)ж+ (c—a)y + (a - b)z= 0. 


XXIII 
1. सिद्ध करो: (४-०(1+७१७)(1 -- ४0 + (o — а)(1 + b*o(1-- ba) 
+(6- b)(1 + c2a)(1 + 6२४) = abela + b + c(a.— b)(a — c)(b — c). 
2. Фо Чо о निकालो : 

914° - 13s +9, 9822 - 152+ 9 और 19z2 - 12 + 1 का। Ñ 
8. सिद्ध करो कि (४+४)7-७7 -y व्यंजक विभाज्य है (22 ууз) аа | 

4. यदि 2s=a+b+ o और 2४१ =a? +b? +८१ हो, तो सिद्ध करो कि 

(02 = aë? =b?) + (02 = Be)? - c2) + 68 - ८१६१ - as). 

= 4s(s — а)(з — b)(s — с). | 
5. यदि (152231४702 (1-2? + ५१)(1+ e? + ४) हो, तो सिद्ध करो कि x 


waar! और y =. 
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6. सरळ करो 
abla – bYa? + 59) + belb — c)(b* + с?) + calo — aX? + a?) 
*b"(a — b)+ b*c*(b— c) + c^ a? (c а) 
7. यदि ८+४+०=0 हो, तो सिद्ध करो कि 
able a? b? c? a? D? +07 
5 8 है 
XXIV 
1. हल करो $ 2+ ytz7aTbtc, 
bz + су + az = ол + ау + bz = ab + bet са 


2. 948 के ऐसे तीन हिस्से बताओ कि पहले हिस्से का आधा, दूसरे हिस्से 
की तिहाई और तीसरे हिस्से की चौथाई परस्पर वराबर हों d 


3. यदि 4(a2+b° c^ +) =(८+४+८०+०) हो, तो सिद्ध करो कि 
a=b=c=d 
4. यदि 9s=a+ b+ c हो, तो सिद्ध करो कि 
a(b — о)(в а)? + blo- a)(s — b)? + cla — bs — c)? = 0. 
5. यदि bet ० = а, az + cz = b और ay + bz = o हो, तो सिद्ध करो कि 
в? b? c? 
l-g 1-७१ 1-2 
6. ax*—beto और ८१ -४८+० aaa का यदि सार्वं गुणनखंड हो, तो 
सिद्ध करो कि a? — abd + cd? = 0. 
1. "Ra rb +03 =(a+b+ e) हो, तो सिद्ध करो कि 
हश. bent! +o? = (G+ b+ c)?" *1, जब कि # एक чакат अभिन्न Š 1 


XXV 
1. यदि ७००2-06, у = ca, 25०१? — ab हो, तो सिद्ध करो: 


д? -yz _ 0१-४2 z =(@ b t c)(c-- +z) 
à b д 
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यदि 9s=a+ b+ o+ d हो, तो सिद्ध करो: 
4(bc प ad)? —(b? +c? — а? — 2°)? = 16(s — a)(s — b)(s — o)(s — à). 
सिद्ध करोः (btc-a) +(c+a—-b)°+(atb—c)® 
—8(b +c- a(c-- a — b)(a + b с)  4(a? + b° + 6१ — Заре). 


यदि a+b+c=0 हो, तो सिद्ध करो : 
9-० c-a ०-० =) a + b el ) А 
а X b + c /\b Qus AMA b : 
यदि 2 : a=y:b=2; a हो, तो सिद्ध करो : 
g +a yb s**o* (sys +(०+७+०१ 
ata ytb zte ...atytztatbte 


“AR ant 0॥+ ८४०० और 24+ 2 + 2 0a तो सिद्ध करो 


ax by? +02 +(at+b+c)(y + z)(z + z)(z +y) = 0. 
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उत्तरमाला 
SED 1. [yep] 
2. 10. 8. 19 मील । 
6. 19. 7, 45 मिनट। 
10. छंद 202. 11. 5 वर्गगज्ञ। 
i4. 9. 15. 98. 
18. 900. 19. 1959. 
TANS 2. [gee] 
2 0. 8. 4 4, 
7. & 8. 4. 9. 
19. +. 18. 5. 14. 
17, 0. 18. 14. 19. 
22. 19. 28. 0. 94. 
प्रक्षमाळा 3. [Yo १२]. 
2. 871. 8. 4. 4. 
याल 8. 40. 9. 
12. 50. 18. 1. 14. 
17. 1620. 18. 41695. 19. 
प्रक्षमाला 4. [Uo १०-१६ ] 
2. 9. 8. 6. 4. 
7. 89. 8. 256. 9. 
12. 9, 18. 8. 14, 
17. 0. 18. 21. 19. 
92. 50. © 98. 9. 94. 
97. T. 28. 171. 29. 
82. 1918. 93. 48, 34. 
87. 160. 88. 78. 39. 


4. 
8. 
12. 
16. 
20, 


18. 
11. 
162. 
28. 
49. 
2401. 
143. 
T. 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


8 Яе 

15 मिनट | 
т fate 6पे० | 
4. 

790. 


83 . 

в ° 

5, | 
100. 
845000. 


5. 8. 
91. 
18. 
20, 1.: 
51. 
192, 
18750. 


40. д, 


४6० 


. 92. 
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summer 5. [ge १६-२०] 
9, -70. 
ह. —30. 
8. = 15, 10, 90, - 80. 


8. 


4 का घाटा = £100. в 


—100. 

15, — 10, - 90, 30. 

प्रश्मगाला 
—18. 


-999. 
— 990416417. 


пише 7. [४० २४] 


_ 5. 9. k 4. 4. 
16. 8. = 8. 9. 


6. [ge] 
3. — 81, — 41. 
7. -—9084. 


2. 
10. 


- 22, 
— 7198. 


_ 47. 
प 3 2 . 


3. 2. 


ay 51 О 7 a } 9 3 1 ; 


प्रक्षमाळा 8. [9° २८-२६ ] 
m? tn? +р 8. c tab-a’. 

5. 96०१४ - 9970१ - ४८. 

7, 4(a2bo-— bes + c^ ab). 

9, -14. 10. —934. 
13. 177. 14. - 4653. 
— 6a. b — 8c. 17. 92-2. 
4+9 — 8d. Әд? — Зу". 
94. 190. 400. 


-g+ Y. 2. 
9abc — Зттр?. 
—62*y – 11202 — 10у? 
- 9521800 + 16m! nz 
12. 5. 
16. 
19. 


28. 900. 


— 19015. 
925 + 9a? +1. 


158. 22 -195. ‚25. 


ser 9. [ए०३१] 


10. 8. T 6. S 4. 
-11. 8. 88. 9. 


om 29. 
17. 


Б ° 0 . 
10. 177. 


2. 
4. 


— 10. 
— 291. 


чете 10. [ge ३३] 


да+ 8b — 2o. 2, -9a*9bt4c 3. 820788. 


5. 
8. 
11. . 
14. 


9m? — 9m — 4. 
4a? – Tab — 2, 
- (z 2y). 

= (8a*5 + 3572), 


9z? + y? – 2°. 
Tbe— Tc? +1027. 
8a — 4y + 52. 

9a? b*. 


9. 
12. 
15. 
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6. ` 


—9y* — Tay + 82 
-g?rz*-2t2 
— 9m? — 5m + 6 
— 34289 + Зар? 


| 
| 


————_—_ ір 


B—81 
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प्रेमाला 11. [go ३६-३७] 


— 4a + 8b. 2. 17-49. 9. - 9. 4. —4aT9b. 
ба + 9b. 6. 2b. T 6. 8. 8. 9, —2a+7b, 
0. 11. -9%+ 8॥ + 7४, 12. -96, 18. 15z—15y. 
8a —8b. 15. 11% - 7 16. 66-68 - 186, 
6:—-6y—20s 18. w—y—18s, 19. -3z-y-—s. 
@—-11b+1%, . 21. 2g- 12y + 205. 22. 5a-b+llo, 
v — 3y +95, 24. 11-926-166. 
a-(b+Fo-d)+(-m+n-a)+y-s. 


, G7ib*o-d* mt(-2 2-94). 


la-5-(c-àm)-i-n-(-24y-3). 


-i-a-(-6-9l-i-d-(-m-n)) - le - (y-a). 

अक्षमाळा 12. [Yo ३८-३६ ] 
15. . 2. 18. 8. 36. 4. —32, 
— 45. `6. — 78. 7 - 924, 8. —35. 


n 48. 10. 86. 11. 60. 12. 64, 


THAIS 13. [ पृ० ४०] 
54. 9. 47. 8, -8. 4. —8993. 5. —111, 


80. 7. 0. 8. 1136. 9. = 280. 
घ्रश्रमाळा 15. [Yo ४६ ] 

— Ga7y®. 15. 9105663, 16. 401119, 
= 1562! 0493., 18. 140720५१42 o. 19. n 4g iy! : 
0510074. 21. 4821091०४7, 22, 9420१४१, 

š प्रक्षाला 16. [ प० ४७] 
— 1021. 2 — 20a*b*. 8. 91m'n?. 4 -18z*y". 
87610, 6. —40m'n'. 7. DOz'y's'. 8, - 2456656, 


4850४. 10. 95a559o!", 11. —B94z!'y*s5. 
- ४29४522217. 18. 35615१8, 14. —60afz!y!, 

702555. 16. - 18७१०१. 17. 68०८९५४, 

1602179787. 19. 661०61५620, 20. 119195101०, 
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प्रक्षमाला 17. [Yo ४६-५०] ` 


- 20१4८४. 2. -56* + 1069 - 18686. 8. 8z*y — 1922, 
94 bo — 8ab?c — 5061, | 5. 308° +6225 + 3206, 
2146“ - 760९ — 356352 + Tab, 7. —6a*z-- Baie? 10१४. 
—8m*n-t 19m! n? - 90m?n?. 9. —a?b*c? + a? b? c? — 925252, 


C'ys-- zy*z + дув? - руза? — ys? o? — аш? y?. 
19c*d5 — 180%67 + 80c? d? + 946१60, 


— 


—16a'b* + 19555* — 106555 + 86५9१, 18. १2 - 2७१, 
0.. 15. 95° – 95у*, 16. ४४९+ 4४7, 
6720९ + 4६५६४, 18. 4a!*5'? +814%*, 19. 352४. 
(i) z" +y? +s? -9zys ; (ii) 0. 
THATS 18. [go ५३-५४] : 
— 423, 2. -8z*. 8. 4a*z*, 4. 825,5 
94252, 6. —9p»'g*. 7, 520१1४३. 8. - 867०१, 
७ 8.४. 10. 3G?c*. 11. —5z*y?. 12, 9855555? 
a**, 14. —72**. 15, -Tmi 16, - Та“ 1b: ४०, 
TAAST 19. [ go ५४-०० ] 
Sa — 95. 2. —9а%+3Ь5, 8. 9०२-३४१, ` 
= 42у t 322, 5. —92*--8y*, 6. 2? - 3700 + 402 
ах — 9% +342, 8. -—3z?-r9a? - бад ys 
Im n? - 34 - 486, 10. —p*--£pg--Bo? 1 
— Day? + e -4y?., 12. 3⁄3 - за? _ atn 
9za +2242 — 423, 14. бт“п? —7m?n* - 8p°, 


0202022 — 9424302,2. 39१5422222, 


विविध प्रश्षमाळा 1 [पू ५५-६० ] : 


I 
i 0 10; (ग) ३. -. 2. 8 9. 15; 96; Tabi; 16m*pg 
. 5. a š. 8, 9, 7, 5, 9,- ан 1, ^n 3, m 4, imm 8 =; 19 j 
II ' : 


0, a 46, 45. 92. 16 8. (१/०) x (१/०) x (Va)=a, &o. ; 85 
229 ; —560. e. 162 - Bary? + 24g! y! + ४९ - зову, al. 


= 808 + 196 - 234. 8. z-9j4g 
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III 
L (i) (a+b)a=w-=gs; (i) (z ty)? 22? +y? t9zy ; 
(iii) Vm- (mn) < Joy; Gv) `a > 6, .', 34 > ЗЬ. 
2. 5, —4, — 19, 48, —10. 8. -1000. Б. 66. 
7. — 6a? tbc - 92% +16, 8. а. 
| IV 
1. -11;1. 8. 4३. 5. 9. 6. 8zT9actb. 
7. a? +b? 4-6१, 8. Та? -9xy-y*. ` 
Y 
3. 9, a, b, a+. 4, एत. 5. 505. ^ 7; y. 8. 89. 
VI 
2. 536. €. 60. 8. . 8808. 


ҮП 
2. 9;0. 4. 1+2; 8a*b—5c. Б. (i) (+०)(७४- 5) ७१-४१ ; 
(ii) (a +3)? — (a? + 5?) = 2608. 6. Q. 7 atob+ea, 
8. 9a—$b-tio— fud. 


VIII 
2, 92m; Qn. 3. matmb+natnd; a? + 269 + ४१, 
4 0; 0. ce Das pds 
7, 366051०622%10१/ ५०४० + 90a1२७३० 12 ЫЫ +10411911526 st. 
8. 92७०८१०७५१ + 0a b gS + 8610० yg? 
प्रक्षमाला 20. [go ६२-६३ ] 


1. ७१4१-82-16. 2. 9a*-192a-4. 8. w? +4ay+4y2, 
4, 422 +982у+49у2. 5. 9a*-F94ab--16b*. 6. 956? +70ab +499% 
7. + Gabry + 9b2z2, 8. a*-4a*bo t 4p? c* 
.9, 9z*-19z*y* r4y* . 10. 16z*--8z'y' +y 
11. a + 48% +90? + 460 -+ 660+ 19bo. 12. a2b2+b262 +024 + 2256 
5 + 94520 + 2600 - 18. 4p'-94g*-t16r* + 19pq + 94gr  18rp. 
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14. of ty* +26 +9y2s2 97? y? + 22222, 
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15. 4z?-r9y? +165? 


+ D4ys + 1622 + 1929. 16. ot +y +s + 9972९ + 92213 + 20286, 
17. z?! + y? + 46? + 9b? + 999 + 194 + 40 + бх + 4609 + 681. 
18. 961 + 16b + c? + 4d? + 94ab + бав + 1966 + 8bc + 1696 + 4cd, 
19. 467 +27 + 16y? +92? + 4az + 16ay + 1202 + Say + 622 + 24968. 
20, 16m? + 987 + 9p? + 47° + 24mn + 24pm + 16mg + 18np + 1986 + 129g, 


21. 


427, 29. 48, 23. 16a*. 24, а? -+4ab+4b3, 


25. 2? -- Ory +- ys, 26, 1. 27. 0. 28. 4. 


9. 80. 1. 91, 16. 82. 25. 


प्रक्रमाळा 21. [Uo ६४-६५ ] 


1. z*-6zT9. 2. 407-202 + 95. 8. 92° - 8029 + 257, 
4. a's*-9abzy +b? y?, न 5. 64m" —48mn 4- 969, 
6. p'm!-—9pomn- qin, 7. pt- mnim R, 
8. шу - 922052 Fay, 9. &8१-4७८*४-- 42227, 


10. 9a'—302a*5? + 958५, 


11. 2१७२४१ r9abozys + 60067, 


12. z'y*s* 953252 +45252, 18. д“к° 9422“ 5*5, 


14. 


a? + 485 + 46% — 468 — 4ac +80. 15. 4%? +9у° +1653 


—-19zy—16zz-94ys. 16. 9т?+ 162? + 95q2 — 94988 + 4076 — 30mg. 
17. a* +9b* + 9824 — 643° + 30570? — 100242. 18. ७४१4-७१ + ८5 
*b* —9zy — 9az - 90७१-2८ + Qby + 2७०, 19. 67 +4? +932 
T 16y? — 4qz — Gab — Say + 1909 + 16у + 92457. 20. 7921. 


21. 
26. 


8 0. 


1. 

4. 
M: 
10. 
12. 
15. 
17. 


18689. 22. 948004, 28. 986049. 24. 36b? 5 25. 645152, 
4942, 27. 12126. 28. 95202 + 0२५१ + 10abo?, 29. 4, 
81. 91. 18. 82. 25. 98. 144. : 


प्रक्षाला 22. [чо ६७-६८] 
z2 —9. .. 2. 95z*—169. 8. ७१-4१, 
ac? — by, 5. аёт? – <, 6. ७१४१ - ४252 
g* — 4y?g?, 8. z*y* ay’, . 9, ४५-1१, 
—b$. 11. ७४१५-52 + 9ab -- 60, 
а" — 5° — 0° – 90. 18. т*+ тд +n. 14. z*-44* 
4727 —b*y? — 252 + 20002. 16. by? + 6१८१ - ८१०७१ + 9boys 
btm” —c*n* - дєр? +90१०१%७, 18, а 640° — १290५ + 8898062 : 
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19. a*zs*--4, 20, a®a®tatet+1, 21. ७6-४6. 22. 28-1. 
28. 4a(b—c) 24. 4a(3c—9b). 25. dyn +y?) 26. 4z(y—a-P) 
27. 8a(8b—5c--'7d). 98. 9876. 29. 1069840. 30. 4985645. 
81. (52+ 652—6). 32. (3a--4c(8a—4c) 33. (4m+7n)(4m—Tn). 


84. (2р +99)(9р — 90). 85. (axs + 89)(०७ - 85). 

86. (67?--119?Y(62? — 11у). 87. (7--82Y7 - 86). 

88. (19+ 5a) (19c — 5d). 39. (at+b+e)(at+b—c). 

40. (a--9b-4-5oc)(a-- 9b — 50). 41. (дж+8а@— 4Ь)(дж — 3a + 4b). 
42. (a--9b—8o)(a — 2b -- 8c). 48. (а? +9b*)(a + 8bY(a — 35). 


44. (z-y-ta-b)s-y-a-b) 45. (97?--95y?)(8zc--5yY8z - 5y). 
46. (7a—b)a+15b). 47. (52-9) +190). 48. (2a-+3b-— 4о)(Б— 90). 
49. (2m-5n—-95(82m-2—8p). 50. (5a—Ty+122)\a—y +22). 


инет 23. [ ए० ६६-७० ] 


1. х° +922 +972+91. 2. 92° +1952 t6z-l. 
8. 91a? + 27025 + 9ab? + 63, 4 645° 1442" y + 108200 +973. 
5. c? + 6z*y + 1927 y? + 8y? š 6. ey? + Soy + Soy а? + ४४४ 


7. a^*b?-r8a*b* c? d + 3१5662 + ०१०१, 
8. а? +b? +80° + 8a?b + 6a?c + 8ab? + 19662 + Gb? c + 19562 + 19076. 
9. 8z'-927y*-2z?--362*y--19z? 2+54ay? 675? --919* &- Sys" +36002. 
10. z?--925y*-F8z*y*-ry?. 11. 195m. 
19. w? + 82९9 + Sey +y’. 13. 975. 14. ш?+3х°+8ж+1. 


15. 2° +622 +192+ 8. 16. Ва, 17. 90. © 18. 175, 
20. . 59. 21. 0. 22. -1, 28. 0. 24. 10. 
"Smet 24. [Yo ७१-७२] 
1. 28-62 +192 -8. 2. 87-192 + 62-1. 
3. 8—86a--04a* — 27७१. 4  97—108a--144a' — 8442, 
5, 865 - 36629 + 8460? - 97४७१, 6. 195m* - 3800m n + 240mn* — 6423. 
4. 82° - 60224 + 150zy* —195y 8. 8671-४१ - с? —19a*b 
— 1942 + 6ab* + Вас? — 320 — 8bc* + 19.76. 9. 8% –97у2 - 23 
-362१॥- 122१216400 + 6280 — 97y*  — 9987 + S62yz 10. p° 
—4%—т°—3р°д* — Sp*r! +3р"4* + 8977-8५ —8g* r* + 6р?а"т?. 


11. 645° 12. z'-38z'yr8zy'—-y 18. 827, 14. 0. 
15. 843. 16. —505. 17, 27. 18. 36. 19. 140, 
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प्रश्ममाला 25. [yo ७३ ] 

c +1, 9, 1+82°. 8. 195p?-41. 4. 84967 + 6453, 
51228 + 9793. 6. a?b?-r64c?. 7. аш + 19555, 
19543 +7999% 9. (a1(a!—a-1) 10. (2+9)00° 9+4), 
(дж + 1 (42? — 9z + 1). 12. (8a+2)(9a? — 6a + 4), 
(дт + 4)(4m? — 8m + 16). 14. (4p-r5Y16p* — 20p + 25). 
(2z + 6y)(4x* — 1923 + 3672). 16. (30+ 710902 - 9160 + 49у), 
(6az + y(86a?z* — Gacy + y?). 

(8ab + 4ay)(9a?b? — 19abzy + 162292), 

(9abo + 10zy2)(81a* 5? c? — 90axbeyz + 1002222). 

(11a5*z? + 9су?в°)(191а°5*ж°% — 99acb?y ns? + 81c* y ९४१), 

инет 26. [Uo ७४] 

1—8z?. 2. 2-91. 8. 64a°—1. 4. ४१ —8y?z?. 

97° — 8n! q?. Š 6. (56-1)(286* + 86 + 1). 

(Tz —9y*(495* + 1429? + 4y*). 8. (64—51)(86%? + 3017 + 9572), 
(1—8F)(1-+8+64k2). 10. (9m — 4an?)Y(81m? + 3690772 + 16a*2*). 


प्रश्रमाळा 27. [Uo ७५-७६] 


2° + 32 +- 9. 2. ७१९4-11-18, 8. 22--&- 30. 
४१-14. +83, 5. a? +86- 176, 6. 02 + 19% - 133. 
p°? +9p—143, 8. р? -59- 904. 9. а? + 52 – 86. 

v? — 15z + 50. 11. ४१-१४- 60. 12. x*—11k- 926. 
a*+19a+T0. 14. m*—8m-—84. 15. z*—18z-r65. 
z* +192 -- 84. 17. a*—14a +33. 18. ४१-9%- 59. 


т? - 1170-80, 20. ४*-18%+ 80, 21. ०-6०-72. 

т? + 6m – 91. 28. 22 – 962+160. 24. ш° – 135 – 90. 

z* — 6x — 180. 

SII 28. [Jo ८०] 

4. 2. -ő 8. -4 4 —5 5. -5 6. —60. 
13. 8. 6. 9. -2 10. -9. 11. 1. 12. ४. 

8. 14. -4 15. 0. 16. 7. 17. -2 18, -1. 
7. 20. 3. 21. 5. 22. 1. 28. -6. 24. 0. 
—8. 26. 9. 27. —9. 28. +. 29. 1. 80. —1. 
12. 82. 30. 98. 19, 
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प्रश्रमाळा 29. [9 ८२-८३ ] 


15 - 2. 2. ४" 90. 3. ot 95. 4. 25 =Y. 
y — 22. 6. = 7. 100-82. 8. 48-99. 
cy 10. y घन्टा । 11. (2+90) साळ; (४-9) साल । 
60 मोल | 13, # 14. " स्पया। 
c z 4 
७-9, 2-1, z, v rl, zt2. 16. 32. 17. 2nt3. 
92-9. 19, 202 фар 20. Bab. 21. ме : 
y 
F 23. r3 घन्टा। 24, (८+15) साळ; (७4-45) साळ । 
lüy-z. 96. 100z--10y-z. 97. 100:--10y-2. 
mamet 30. [9° ८५-८६] 
693391 2. 20. 3. 40910. 4. 80. 5. 19. 
60. 7. 40. 8. 96. 9. 49,43,44. 10. 33. 
95, 65. 12. 15 व 24. 19. 36. 14. 72. 
10, 11. 16. 600 पा., 950 पा.। 17. 120 पा., 300 पा. । 


8 पा. 10 दि.॥ 19. 25,35. 20. 30, 10. 


प्रश्माळा 31. [ Jo ८६-६०] 
2, BE को AD के बराबर लो; मान लो कि F, DE का मध्यबिन्दु है, 


तो 7, 48 का लगभग मध्यविन्दु है, और इसमें यदि कुछ भूल है, तो वह असिमित 
छोटा है । 
7. 2056, 1°68, 3°79, 2°39, 140. 


1. 
5 . 


प्रक्षमाळा 32. [Yo ९४] 


6$ इकाई की लम्बाई 2. AEL 8. Tb ww! 4. 3'5 इंचा 
9:6 फुट । 6. ro EE! Л. 5गज़। 8. 65 फुट। 


9, 17921 10. 98892! 
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प्र्रमाळा 34 [ Зо १०२-१०४ ] 
(i) (11, 8); (-9, 11); (-5, -6) ; (9, —10). 


(ii) (22, 16); (-7'8, 99); (-1, -r2;  (18,-9) 


(3%, 98); (—-8,88; (-18, -2); (8, - 398). 5. 90. 
18, 7. 50. 8. 11; —18. 9. 175;38. 
12:8, 11. 195 क्षेत्रफल की इकाई। 12, 16 क्षेत्रफल की इकाई। 
1 क्षेत्रफल की इकाईं। 14. 40 क्षेत्रफल की इकाई; 7, 4'5. 15. (i) 83; 


(ii) 78; (iii) 490; (у) 79. 16. 80 वर्ग से. मि, ; 5 से. मि, ; 90°, 


95 9.9.1 18. 6,7. 19. 5. 20. 32 क्षेत्रफल की इकाई ; 7, 8. 
विविध प्रक्रमाला Ш [go १०४-१०६ ] 


I 
w? ty? +27 --3ys - 280 — 2७४, 7. m? + n? + 9p* + 9188 + 8pm + Bon. 
3(922 — Slay — 99у). 9. 9217. 

II 

2 2 2 2 
E 2. =l. 8. 3. 4. b : Б. pP tm ta. 
a тїр 

T. 7. 11. 8. 5. 9. š. 10. 1yy. 

III 
7. 2. 196. 8. 1500 $1 
2250 पा. ; 900 पा. ; 750 पा. ; 800 पा. | . 5. 40; 90; 36. 
52 पा. ; 9 पा. 19 शि. । | 

TAASI 35. [Yo ११२-११४] 

— 5a? —92y—9* —97—9—9. 2. 44%. 3. — m?n? — mnp 


— mn, 4. abn’ 8, a*b'c*. 6. a'b? — b*c* + ०१८३ — 625267, 
7. a'-b'o'-Sabo 8, 9»-t9y95 9. 9r-9y-95 10. wy 
| *y'sts'm. 11. a'b-b'o- ca! + ab? + 66% +0%a, 19, abo? + boa? + 
Bdtcab*t+a*dto*d. 18. —2a+y+2). 14. —45 (zt yz) 


1b. 
21. 
22. 
25. 


0. 16. 0. 17. 0. 18. 1980. 19. 1980. 20. 0. 
(a? + b*(m-F nt pF gt 1) + (6१ — b?) m # + ptqtk)+o%(l+m+n) 
A(az*+by*+0s"), 28. 0. 24, 8(a2+62 e! 0b ao — bo). 
(atoto)? +y? +s). ` 
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FAIS 36 [чо ११६-११८ 
1. 102° 11249 +10222 + 6279 — a di 
+ 192 ma + १४०६१७ + 92520. 3. liz! —8z5y – 50242 +15133 
+26224 — 19545 + 40y*. 4. 5az*-—8a?5 + Syzbe? + 2? bo + 45? " 
5. —9-myz+ 92325 + 20° 25 y + 622282 - Syst. 6. 426४१22 
~ 800852 + 98228: - 99522; — 1092658053 + 1552453 
7. —19д%у%5 — 10039544 + 582%у55% + 926४१8८ + 395 *y*g* 
38252. 8, 4534 Soy — Ty? – ув, 9. 6:3 197? y* + 95? ba 
— Thay? - 9७४८०. 10. —-95*--62*y— 952,2 + Say" + 7y4 
11. - 92० + 8249 - 102%2 — 45*9? - 18994 + 50४१. 12. a2+ Bab 
—8b?, 18. 42२ 8ху +2 –195—15у+9, 14. 96१ - 4a*b + Tab? 
+150, 15, - 19274 + 7z2y2 — 852 + lTy—29. 16. 5a? - 468 - 886 
व-1162, 17 — 92° — 3⁄2 — балу – 32-9. 18. —3a3— 110१6 — бас? 
— 583. 19. _- 42° - 29my? - 45y? - 11५ — 4429-15... 20. 232 
+ + $$. 21. Yoaet+Hyt isms. 22. 30°08? by + 1°24? ca 
+ '45c?z, 28. - 22244,9, - EF - Bios + lz — бту - Sns 
24, (i) Tas t*t978y – ‘62 ; Gi) 852 — 24"fy — Xs : 
(iii) 3`iq-+ 19°041? + 20m? + 302. 25. Abe? +са? + ab*) 26. 0, 
27. 0. 28. ах+ by+oz 99, 9az4 19by—cs. 90. 145+ 44у + Tg, 
; SATS 37. [Fo १२०] 
1. 94° +bab+3b2, 2. 9m? —5mn+3n?. 9. a? +02 +c? + 965 
*9ac-9bc. 4. а? +b? +6१- 968 +960-966, Б. a2 +52 + c? — 960 
—2ac+2be. 6. 94° +902 +302 - 868 - ए6०+ 80०. 7, 9534 Зу? +422 
— Say — бав + Туз. 8. Go —9a* — 85* +862-982+ 5а}, 9. æ? — y! — ४१ 
-gy - ८९१४-४0 -y stag? -sy 10. ७१७१ - ४१४१-२2 — onus. 
भक्षमाळा 38. [чо १२४-१२७] 


‚2. 270882 – пат 


1. 974° + 45609 - bab — 195. 2. 44? —9b* -— 160? + 948७, 
3. к“ -9z* +4, 4. 6९ - 94202 + 8९, Б. c*-z*-1. 
`6. 29-24“ +9533 +y’. 7. m+n’, . 8. 2९-५१, 


9. a – 964°6* 5 25666, 10. ४९ —6z* +502 - 1, 11. ८१-9८१७१-- ८१, 
12. a'—3a*b*--8a*b* —b*. 18. 2° +102-38. 14. ७0-90) +1, 
15. a® +a°b? ra*b* tabt + ४९. 16. ७१ - 3708-90 và, 
17. a*'—8abotb'-o'. 18. 9a'—a5b—14a*b! * 18a*b* — 434704 
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+98409 —90b*. 19. apz'-(bp—ag)s" - (क+ 24)2+ ०६. 20. mng? 
— (n? --mr)z? + 7, 91. azc* —(1-a)bz? +(6+ 5? — ac)x? — c?, 
22. abz* — (b? +ас)х* + (9bc-cad);? — (2bd-tc")? + Bede — ढ*, 
28. mpz*-—(mq- mr-*np)z? + (тз nq —nr — ps)z? t (g —v —n)sz — 5%, 
24, alz!-F(2Ih- am)z^ y + (78 + 9]ит)гу* + пиу" + ane’  2hnay + Ьу, 
25. 12рх* +% क y + (gp + Ug)? + n'pz"y! + (2f'pt many 
+ (op + 9g2q +1 rjo? +n? quy? + (Əf2q + т?т)су + (०6 + 29°7)a + пту? 
*9f'rycc'r. 26. &7 + 15489 +3530 y" +2450 y^ + 288४9 + y5. 
27. 20 + fey + 8989 + fog’ + 4392291 + Poy’ + ७९, 
28. '691212 + 8197210 + 207s? +`405л% + '8891z" + 9'085z% 
+ 16087925 + 1100726 + 5°8675z2 + 99'95z2 + 6°952+ 45. 29. ‘3995 
+ T289a*b + 16713७ + 320867८253 + 23°789ab* --25'255. 80. 9'31z5 
+ (3251 + Z93m)z*y + (1171 + 815m + 9 8n) + (207+ 1" प्ऋ 
+38`15л)х®у® +(9'07m +1717п)ху“ २9008१४. 31. 6290 - PS abzty 
+ (dac — bry’ + (Fsbo + fad)oy’ + (02 — $bd)my* + $edy'. 
32. 225a*m* + (31960 — 1445? )m*n* + (106962 — 3'84bd)m?n* — 9'562?n*. 
83. 166५ -81b'. 84. 695a*c* —19965*y*. 35. 21१-91१, 
36, c'--49z*y*--695y?. ` 37. als! bi yin Бі, —G?, 
52. —9y*. 58. 6०५. 54 1525, 55, -3ab-?. 56. -ay 


57. 12a7b7c?, 58. ldryz 59. -—80a?bo i, 60. 1625s 5-2, 


61, ७+9८)४४ +b, 62, ८-24 ६7 +b, 68. 997 - 1697, 
64. a+b. 65 ०-५. ¦ 66. arab ep. 
67. 428 Bret i egy). 68, ८१-६२, 69. ४१-३९, 

70. a—b?. 11. etytz- 827 7४7, 72. 67" +43", 


73, a —6a *b-- 186 302 —18a-?D* + 667 1७९५ - Bs, 
74. ९-5७ १३०+४४१, 15. 4६71० +196 SV E+ ga sb — 25६-५, 
76. 620 +192° + 49% +45. 77. 222 - 722 - 942 + 45. 
78. 35° +92* +1123 +217? + 282 +19, 79. 226 +a? pz? 
togtriztor 80. 50° +305 + Tyo! +4409 +1622? + 62 + 10. 
प्र्रमाला 39. [He २३१-१३४] " 
1. 2-9. 2. z—5. 8, 8z+ 4, 4. 5-7. 
5, 21-3. „ 6. z'-zy*y'. 7. 95-34, 8. z'-azta*, 
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а? +900 5°, 10. 2+8, 11. 95-1. 12. 92ay-b. 

am + 8n. 14. 9%? + 3zy — 4°. 15. 8४0१-८१-2८, 
4m? - Gmn + Bn’, 17. a3—3a!y—y?. 18, 27(sta). 19. s-z. 
z^ + 202° +86?%* + 96१2 tat. 21. 26 — Ney + 32212 - 2202 +у*. 
४7+(6+9)2+ 69, 28. s-o. 24. a+b+o. 25. abtactbe, 


ab -- ac — bc. 27. x°?—(a-— ४)2 - ab. 

а? —ab—ac tb? — be + c?. 29. д -aytaty?+y+1. 

5° +9z + 39mg + 42 — 6уз +922. 81. 22 १-७ 72012 1-8 + 87; 

Ia 3у — z. 88. 69-60- 90 + 6१, 84. ate. 

sta. 86. a?-rab—bc—c*. 37. аф -ас+ъс-– 0°, 

уа + 9y*a + уд? —9yz? - 28 — 22, 89. x?-—am+ a, 

cta- b. 41. 9(a-4 b). 49. atytetays. 

162* — 82? (29? + a?) +(4y? - a?)*. 48. ०४. 49. ab 1f, 

а о L NE | 

- 92797 रे, 51, 323-447. 52, аб - ८7४४ + 67, 
з Ba 3 2 4 

a3 -atb + 67, 54. 953 - 677 - gy? 

a* + аъ + ८४ + ६३, 56. 9675+86 fb + 667 %, 


32 * - 5z Зу? + Ty रै, 58. at to? A r azb? +ab+ asb + bš, 


way, 


чине 40. [Ze १२५१३६] 


m? – Зтп+ 26. 2. a?—3ab+b", 3. 922 — 32५ — 997. 
a? — dap — 922, Б. 3+90-922 +08. 6. z*—92-3. 
да? + За — 4b*. 8. a? - 2" 4१. 9. a?-—9ab-r9b*, 
9८१ — 82 —8. 11. 2° +320? + 92 +27, 
at + 2a? + 4a + 8at 16. 18. 8-27 +225, 
So — 4c t 5. i5. 99+162+ 82? + 42° r9z* + a5, 
 g* +902 +8х* वळला, 17. 967 - 869 + 409१, 
a? +300 50°. . 19. 2° +9276+ 2267 +a’. 
a! —8a?b - 87. 21. ४4 + Qa? y + 82797 + dy" Ty*. | 
2+6 +2. 28. . ०१ +३०५ tty" +. 24. ç. 


भजनफल--ह + ० ttie? + #०१ और भागशेष--6१०. 
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प्रश्रमाळा 41. [Ue १३८] 
13. z'-tz'-z-1 14 cz'-z'yctzy*-y*. 
15. méte’ +2? toti. 16. z*-z!y-cz*y! - ay? Fy, 


17. wi Fa Fz Fel +т+1. 18. eo —aty tay? oly Foy - s 
- 19. z*-z5 totter +z? tat. 
20. 2° — aby to'y? —2*y? Foy -oyi ty’. 


` SHAT 42 [чо १४१-१४३] 


1. 95z*--90zy-81ly*. 2. 956a? —416ab--169b?, 
i 8. a? + 2002 + 10000. 4. 9? +1000y + 250000. 
I 5. а? +1998a + 998001. 6. y? +20002y + 100090001. 
| 1. - 976144. 8. 1094144. 9. 1010025. 10. 9990'16. 
| 11. हळ अ + 6020 +1502 +125. 12. 11576925. 18. 985074875. 
14. - 518152864916, . '15.. (i) 50000082 B (ii) 2000288. . 
16. (i) (82 +37)? —(z—9)? ; (ii) (5x + 8y)? - (z+ 2%)? ; 


(iii) (© +100)? -(2)7; (iv) (600)? – (5); (v) (2% +100)? - (4), 
17. a*-z*. 18. 1604-81. 19. а +58 + a‘b*, 90. 99999984, 
21. 99999744, 22. 8a? +19422 +600? +28. 23. a° — 196५९ + 48a? — 64, 
24, х°+64. 25. 8५-97. 26. z*—64. 97. 4e2+9400+ 1575. 
28. 362° +1082 - 1075. 29. 362° — 4082 + 1075. 80. 10003, 
91. z*-F9zy-y*. - 82. 80000, 38. 1950 84, 1881«*. 


Rr o 


_ 85, 82%, 86. (ш+9)(ш++3). 37. 5(y+8)(y+5). 
| 38, (a*-9ab-25*)(a* - 969 + 202), 89. (a+y+38)(c+y +19), 
| 40. (9a-+85+8)(a+8b—4), 41, (22 +5y)40? — 10zy + 95у), 


42. (8a-18z— 4)((Ba +182)? + 4(8a -- 182) + 16]. 

48. (15a+86+9)(15a+8b-2), 44. BGr(c-9y(z—3y) 45. 995. 
46. 512. 47. 10000. 48. 8099999996. 49, 99355, 50. 1. . 
51. (2+52+82°)(2+ 52-22), 52. a?*Pb*(z? +1)? — (a? +b), 
58. (112° +982 +10)? — (s? +2+ 6)*, 64. (492? + 982 + 392)? + (54%), 


| sani 43. [ Yo १५०-१५१] 
1. (0291; (0 49; (04 8. 144 वर्ग फुटा 4, 15 :वरगेफुट । 


` 


5. 65 वगेंगज़। 6. 84m! 7, 500 बगेंगज़ 8. 60. 
9. 76. 10. 171 T 
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es Жанел 44. [yo १५२] 
1. ढकल, 2. ao (ba. 8. z'y'My- 
x = +2y — 32), 5. 9a*b(20* \ Sab — 4b*). E 
. GC y- бау + 82) 75 92? 25,9f(42,, — 2 1. 2 
8. 1405(94° - 303) 9 LU nos e 
10. 130550°(3020° — 60१८१ — Tag?) 
प्रक्षाला 45. [१५२१५३] 
1. (8a + 4b)(8a - 42). a(2a + 5z)(2a — 52) 
8. (6x? +1)(6x? -1), ) 4. (42° -1)(2z + 12s — 1). 
5. c(4z* +8)(402 — 8), 6. (423 --9)(2z + 3) (2x — 3). 
7. (1+4a?)(1+2aX1 — 2a). 8. z'(1--9z*X(1--83z)(1— 32). 
9. (6-z*a(6—2*a). 10. (8a? + 12*)(8a* — Tz). 
11. (11+ж®)(11- ж). - 12. (7д?а5++9)(729а®— 9), 
18. (ab+ Scd)(ab - bcd). 14. (9z° + 8a5)(9z® —8a*) ` 
15. p»*(g* +10)(9° —10) 16. z'(19z* + 5a*)(195? — Ба?) 
17. 3a°(8a? +9°)(8а® — 9x?) 18. 2aa«(7az? + 8)(Taz? - 8) 
19. 42°a°(92°0? + 11)(9ж°а° — 11). 20. 5m! "n (Tmin? + 11 (7m*n? — 11). 


« (6+89+50/(6+ 89-80), 22. (a-8b—5c(a—8b--5c). 28. 42у, 
- (5a--3z(a--2). 26. (26-98 + 80- 3d)(2a — 9b — 3०+ 8d), 
. (7æ+5y-3z2)(Tæ -5y +32) 21. 19(5:—1)z--9) 28. 4a(b—o). 
-` (8a + b — o)(a — 79 + 9c). 80. (14a--21z — 928y)(2a + 972 — 41y). 


—9(z--a(z—aXYz?--a*) ^ 32, 98a(5a—3). 


प्रक्षाला 46. [Чо १५४] 
(Fore — 2+1). 2. (z* —2? -- 1? --c-F 1 e* —2 1), 
(a? + az  z*(a* — az +g). 
(a? tasta’ (a* -asto (a* — a*z* + ७“), 
(a? + 42+ 8z* — 4248). 6. - (Bac? + Gas + 9)(9z2 — Gx +9). 
9(z*--9z-F29)2* –92+9). 8. (a? +2a+3)(a? — 2a + 3) 
(52-3 :*—-2—8) . 10.. (2%? +92+38)(90: — 2s +3) 


. (95?--95—8)Y2z* - 2७ - 8), 12. (29१ + 85 3)(922 -30+ 3) 


(да®.+ба—8)(да* —ба—8). 14. (267 +106+ 25)(2a? - 10a + 98), 
(S23 +z + 4(8z* -a+ 4) 16. (8a7+a—-4)(8a? —a — 4). 
(822 +82-4)(88? —32—4) 18. (8a? + 5a + 4342 — Ба +4), 
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19. (42? + Gaz + 5a2)(4@2 — Gaz + 5а?). 
20. (8a? + Taz+ 52736 — Тат+ 522). 21. (x? + 4@+19)(ш* — 4a + 12). 
92. (а? + 5ab-— 5b*)(a3 — 869 — 55°). 28. (6a? + 2ab— b* (6a? — 20-०२), 
94. (Tm? + тп — 4n?)(Tm? - 2mn — 4७7). 

25. (Sa + 19az + 922)(82 —12a« + 920). 

26. (9z*--14az--49a*)2z* —14ax--49a?) 97. (ory-ale-y+2). 
28, (9a--b-—8c)92a — b + 8c). 29. (82+ 90 —3z)(3x — 2y + 82). 
80. (a--9b-— 80)(७ ~ 2b + 5c). 31. (4y+32—52)(4y — 3x + 5z). 

- 82. (a—95--8c-9d)Y(a—92b- 30+94). 88. (७-99 + ४)(४ 2). 

84. (9z--3a-4-5b-r 1)(9%+ 3a- 5b - 1). 

85. (82-98 - 72— 5)(8a— 2y + 7s — 5). 

88. . (4a— 85 -- 4c — 3)(4a + 8b — 4c — 8). 

87. (r-T7y-5z-92Yz— Ty — ба +2). 

88. (40+ 5a+ 8y — Tb (Az + 5a — 3y + 7b). 

39. (77—4y--8s—1Y(72—4y —82+1). 40. (6+9-0०0- ०)(७-- 9 + ०- ०). 


प्रक्षमाळाः . 47. (Ze १५६ ] 


'*1. (a-35(o*-9ab4b?) ४ 2. ala—8a)a? + 8ax+ 927), 
8. (22+ 1)(422 - 92+ 1)(64х°—8х°+1). 4. (a—2b)(a? +2ab+ 4b") 
(a° +8a*b? + 640°) 5. (8a? + 5x")(9a* - 150%? + 95z*). 
6. (m-n)m-n(m? + mn + n2)(m2 -mn +n?) 7. (Tæ+8y) 


(495° — 56zy + 64°). 8. (9z2 + 1 (2? — 1)(4x* + 9z2 + 1 (4x* — Qn? +1) 
9. (a-9z?)Y(a? - 202  4z*)(a — 222)(62 + Naz? + 426), 10. (5x? - 6a?) 


(252° + 80200 + 866"), . 11. ab(4a* +7b*)(16a° - 28654 + 4959) 
12. 2?9/%(32% +2y° 3x? — 9у°)(92° + Guy + 4y5)(9z° — Baty? + 49९). 
18. (2+5): (4 — 9528 + 65१52 — 2074-50). 14. 9(z-yYz- y) 
(4z*—14z?y?--18y*). ` 15. 9(a—b)(a?-rab- b?)(4a* — 90? b? +b). 
TAAT 48. [Чо १६०-१६१ ] | 
1. (z-1)Yz- 9). 2. (x9 (z-3. ' 8. (a*1(a*8) 
4. (z-—1)- 4). 5. (2+2)0=+5). | 6. (z—3)z-34). 
7. (z+ 3X5). 8. (z+3)(z-5). 9. (८- 4)(८- 9) 
10. (2+4)(e—9). 11. (७-19)(४७- 9). 12. (७-20)(४-9) 
48. (z*10(g—-3. 14. (४+8)(७-७0). 15. (४+18)-9) 
16. (¢+12)a — 3). 17. (z+ 14)z-3). 18. (z+18)z-4) | 
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19. (z+5)(z-—8). 20. (ш—16)(ш+5) 21 
. L . (7-99)(४+ 9), 
= © — 14Yz- 4). 28. (४-7)७+ 6). 24. (८- 9)(8+ i 
ss. z+ 19)(z + 10), 26. (z-— 4)z+ 90). 27. (z—94)z+3). 
Na (z + 19)(z — 7). 29. (z-19)(z-— 8). 80. (८--26)(८- 3). 
E (z — 19)(z +6), 82. (४-291)(४- 4). 83. (४-99)(७- 4). 
84. (+15)(४- 8). 85. (४-10)(७+ 8). 86. (४+14)(७- 6). 
37. (a-8)(a+7). 88. (m-—15)m-6) 89. (a-90)Ya-— 8). 
40. (262-9), 41. (p—94Yp4 9). 42, (m+ 9(m— 8); 
48. (m430(m-83). 44, (a- 2400 — 5). 45. (z--18)»- 9). 
46. (a—51Ya-- 9). 47, (a-18(a—4). . 48. (z+16)z- 4). 
49. (a—30)a+4), 50. (७+18)(४- 7). 51. (४-79)(४+ 6y). 
52. (a—8bY(a— 4b). 58. (m+ 6n)(m – 5n). 54. (a--45Ya — 35). 
= А + mid - ER 56. (xs—8y) +y). 57. (४+89)(७- 5y). 
« (»—8aY»— 60). 59. (७+10५)(७- 80). - 
61. (a? +5)(a+1Xa—1), : ad D 2+ es ч Buc 
id e. ME +9)(z ni : 64. (z*--83)z— 13 z 1), 
* (७० 2)(62 +2a+4)(a" —9). 66. (z+ 8Y(z* — 3: + Oa — 1052 
97. ë + 2)(a* - 96 + 4Y(a — 1Y(a? +a + 1). x 
68. (2? +4)(z+ 2X - 2(2* + 9)(х® — 9). 69, (a? +a + 9a — 9 oh 
70. (ш°®+1)(ш°—9)(ш*—а° + 1)(७<4 + 222 +4). 71. te + s = "s “d 
72. (z? +8z+l)ze+1(+9 78. (४-9)(४+1)(७-1)2, ME 
74. (a--1XYa- 4)? — 3a *1) 15. (७+ 1)(७- 5002 —4z- 1). 
76. (- 8)(७ द" 2)(८4-1)(८- 9). 17. (2902-32-102-4). 
78. (a-2\at9)(a+2\(a-+5). 79. (a—4)(a+10Xa+2)(a +4), 
80. (x—9)z--1Yz— 10)z- 9). 81. (z+3)9z-—5). 
82. (22+38)[3a-5) 88. (2m—3Y(4m-8) 84. (8z--ByY9x —3y). 


. (ба – 3520—70). 80. (8m - ६8)(418 + бп). 87. (9 --5yY(6 — y). 
. (4a--5b(5a—- 6b) 89. (6z—'1y(8z—5y) :90. (S+ &y(4z — Зу). 


प्रक्षमाला 49. [५० १६३-१६४ ] 


(z + 8)(ж + 1). 2. (४+--8)(७ + 1), 8. (z+5)z+3). 
(z – 8Yz — 7). 5. (z+ 6)(z-8). 6. (z-+5)z-9).- 
(z — 402 — 8). 8. (z+5)(z-11). 9. (@+2b—c)(a+c), 


(z+v)z-v+9) 11. (४+%४+1)(४-४+ 8). 12. (a--65 — о)(а— btc 
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18. (r-y-s)z—5y*2) 14. (z—9y-2z)(c—8y-* 9а). 
15. (a+b-3c)(a— 13b + 8०). 16. (z-+19y- 82)(0 + 32). 
17. (८-४ 5:02 15у + 82). 18. (92+ 1)(७- 3). 

19. (32+1)(=— 9). 20. (32+ 2)(a + 4). 21. (42-1) +9). 


22. (97—1)8z--2). 28. (32—492 +1). 24. (8a —1)(Qa +3). 
25. (45-5)(22+9), 26. (2७- 5)(2७ +7). 27. (8v - 8)(85--4), 
28. (82 +2)a—6). 29. (92+8)(४- 7). 80. (227 -॥)(८--6). 
81. (8¢—5)(a+6). 82. (8a —2)(4a +8). 33. (2a—8b)(a + 89), 
94. (82 - 2)(22 - 89). 35. (8+ 9л)(9 – бл). 96. (8p—4aX»- 39). 
97. (4a&--8b0(2a—5b). 88. (5m—2n)\(Qm+3n). 89. (4s-—y)(3x + 4y). 
40. (5a+3b)(8a— 4). 41. (2a—b)(a— 9b). 

49. (8a--b(a—8b) 48. (82-9)(४+ 3y). 44, (4a —1)(a- 4). 
45. (4a—b(a—4b) 46. (бл+1)(ш—5). 47, (52 - ४)(७- бу). 
48. (62+10= +6). 49. (6a—5bYa- 6b). 50. (Ga + ७(- 65). 
51. (7a—b(a—75) 59. (7७-०(७+ 7b). 53. (7a+b)(a— 75). 
54. (8=—у)(2 +80). 55. (9z—y)(c—9y) 56. (10z-—4)z + 10y) 


57. (28+98 -1)(७+ 9 + 9). 58. (9z*--9y* Faye - yy". 

59. (942 + 282 +ab)(a+b)?. 60. (a? + y?)(4a—y)(a—4y). 

61. = + 3)(z + 2)(z — 2). 62. (2a? + b?)(2a + 3b)(2a — 3b). 
a + 9b*Y(3a + 45)(3a — 4b). š 


64. (9z—1)4z* + 22 --1)(2 — 2)(z? + 92 +4), 
65. (2a? +b?)(2a? — 5?)(a? + 95b*)(a* — 952), 


विविध प्रश्‍नमाळा Ш. [ ए० १७१-१७६] 
I 
1. (i) y*(x—92) - ४४४ t yles? - 230 - 22?) - (“12 — 220) ; 
(ii) (८४-0४) tale" - xy? — 22) + 22zy — 2" (z + 99) . 
2. 94. 4. ७6७१११८१४० Foy Fy", 5. Sab; 198, 
6. Az? +y? +27 - ४४-७४ - sz). 7. (axo -—(-— d), 
8. (2z--8y)(2z-t3y —4). š 
: II 
- 1. $i83az'-raz^y-tBSazy' + Tay}. ` 2. m(am+b)(m? +9), 
fs 1 3 
8. z—92z! +1. б. 2° —(a-b-- ०७१ + (69 + bo + ca)z — abo, 
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2 —(p—1)z* +(g —p +1)z2 - (p - 1)z - 1. 7. a*ta? b? + 6९, 
(ü (a-5)5—-9); (ü) (6490+ 8cY(b — 2a — Зс) 
; III : 
pa` tas? rg + s, 2. -3b 8. 899, 4 16 
` © tys-my — sm. 6. (4a—1)(16a? +82 +3). 
: IV 
Ur + (618 тъ — 412m) — 27352 — 3275072  Glm*n - 9m*. 
8672९ + Ga? bz* + 35292 + 4b + 19, 3. а?—64Ь° 
(i) aš — 8626 + (b? + c?) (ii) a*(b— c) — alb? — c?) +(b2o — ४७१), 


fiii) a*(b— c) – a(b* — c*) + (D*c — bet) 
w? +(6+09+ 02४1 +(abt+actboatabo; —11; —68. 
а+9 + So. : 


V 
191, 2. las" + boty - ०८012 - doy + exy* - fy), 
8a? + 19626 + бас? + c?, 5. 880१ +405 +192" — 85? +942 — 39, 


а + at d * E + в, 8. (i) a?z(6ac + 1)(a —2) ; (ii) (уг +z)(zz +y). 


VI 
87659405. 2 —195, 4& 2FL 5. (z? - १: +- 9)? + (8)*, 
(a bc d(a - 9-०+०)(6+ 9-०- ०)(6- 9 +6- d). 
(i) (a—b)(a-b+9); (ii) (2a -b)(3a +5 +3) ; 
(iii) (Gz +9v)(8z — 2 + 2). 8. (22- ४)७१ + (2+ yas —z*. 


VII 


7. 3. , +уї+ डं 4. cta. 
9y?s* + 22222 + 92! y* —s* — y* — ४९. 
(ii) (Tæ — Ty — 4)(5a —5y — 8) ; 


VIII 


1+ (a + b)z + (a+ Ma+b- lla `. 


B—83 
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7. (i) (8z + 5)(2z — 3). 
(iii) (z — 3y*)11z — 91y2). 


2. 55. 4 ela +), 
७४-४9) ८४-85; a*-4a!49. 8. (21+32у- y* e? — Bay — y?). 


POM 


VEE 
Ix 

1. atta s? +2‘, 

6. a(b- ०) - a(b? — c?) + be(c — о). 


X 

1. 9(a+m)(c+2n) + 2bd. 2. 16. 

6. (52- 9)(82 - 7). 7. 17. 
mamet 51. [ 
1. a?b*. 2. 467, 3. 
5. 9७१७१. 6. 402, 7. 
9. 186१6८. 10. 946%, 11. 
13. 180७२०१ 14. 6. 15. 
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8 
4 п? +62+ z + "E 
8. 8 ¿ 
5. ai +b+ ot - Balbir, 
8. 195 पाउंड में प्रत्येक । 
पु० १७६ ] 
Bzy’. 4. 5Ba2?g23, 
imp. 8. 159022”. 
1932, 19, 15m?n?p'g?. 
822°. 


HAAS 52. [ge १८१] 


1. ala+d), 2. ७१५१(८--१). 8. 3(¢+8). 

4, 44° (a? + bc). 5. m'n'(m—mn). 6. ८७(2--35). 

7. 9a7b7(8a+ 4D). 8. 2५१(४- 2y). 9. Qab(a + 2d). 
10, 16z'a?(z* —a?). 11. 8(6१-- ८&-- a). 12. 8१७८१ +a"). 
18. 6(a--3D. 14. 4४७८-85). 15. 29(४+ бу). 16. a*z*(a- 9). 
17. 92-8. 18. 6-१४. 19. ४-9. 20. 18(४+ 90). 
91. 6-४. 22. «+2, 28. 4ab(9a--b) 24. + 52 4- 6. 

भ्रक्षमाला 53. [ go १८४-१८५ ] 
1. ab. 2. ab? 9. 802°y* 
h : у“. 4. 28m*n a, 
5. 24'y's, 6. 1405१95262, 7. 190८१5१659, 8, ° 1800५ sta? 


9. a'b'(a*—-5*). 10, 94(०२- y?»*. 
a* (a — (a — 9z)(a + 32). 

19a'z*(z — a)(z a)z* - az + a’). 
(o+ e +5)(z + A)(z — 8), 

(8a? + 276*)(8a? — 276°), 

(22 — 3a)2(9z2 — a2), 

22. 6(8a—z)*(a? — 453). 

24, (z—2y)z — Sy — 49)(2-- 5y). 


11. (४-1)(४७-०)(७- 9). 

18. a'(a—92)(a +9)(6 + 4). 
15. 48(8+ 6(८-- 8)(७ — 9). 
17. 8a'(4a? -952)(८2 - 02). 
122*(4z* — 95,2)(0;, — y) 
9z(4%% +81), 

(2% — 1)* (45? — 1)(z + 8). 
(2z — 1) (32-4 102+ 9), 


S. 86. , (17 4a X1 + 92-4221 + 95 — 408), 3v. (v! —8)*(954 — 1)(9x? — 1) 
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TRANS 54, [Чо 69-66] 


m - 
x. 8. Serg 2-5 10, -— H iun 
-gg 18, उमर 14 x 15. ज 
2-3 17. 22 18. а= 19, ES 
c a eee gu 1—38, zu 23. E 
== 2x E $ : 2 SER at AA 
а aims ss мз 
प्रक्षताक्का 55. [Чо १६० ] 
2661, Sbof Abde ‚„ foe, уй, Bor 
да аы 48у i9abo 19586 1968 


157622, 10bexy басу 4 (а as (+b) ba(a—-b) ०७-७०), 
60८११८ 60z?y* 60z342 * a(a?—b*) alfa?—b?) ala’ =b) 


*(a—95) ^ ay*(a-- 90). 6. 96? , с-а. 
оа? —4b?) — a(a2 — 4°) ala—b) ala—d) 
Qala + b) — 3b(a + b) 4c(a — 5) 

T. ai 0 क 
9b? c*x(a — z) 3a*c* yla ta), 4a'bz — 

25? c? (4° < х?) 20° *(a* — 2") A a* b*c*(a* = m) S 


SR +з), 2729-50) о? 


mylar 9y? (453-9?) avery) 
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५०० Digitized by Arya Запе ёо а IC hennai апа eGangotri 
10 2(८2-&--1) blæ +e +1) 11 8(z + 8) 
१ g*tz*41 sto tl . ° 7° +952 - 6: - 6 
40+1) |, Tw GH abo . 
2° +95 — 5a — 6 ` at + 8ob* а“ t 8ab* 
13 ala? + 869 + 952) Ua — 3b) бү 
1 -97b* a’ - 97७९ - 975° 
14 *(a — b--c) b*(a —b —c) abc 


(2-52 _, 
(a — b)(b — co — a) 


(c — a) 


15, (a — bb — cY(o — a) 


(a 


प्रश्षमाळा 56. [Yo १६२-१९३] 
1. "+0 209-9 jO 4 
B a-y gg (9 
s 
8, वात 9. la- ED ०) 10. 
UL sempe ह a 18. 
m + Ty 
14. 0. 15. A. 16. 
17. a 9) 18. 1216520 таа 19. 
20, Ва, 21. ल 22, 
28. C M. 28. э, 
20, उ कता ат. чег 28. 
" 2 EDIT ECT JEU E 
з. 0. 3. үгет в अ 8. 
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abla? +b? —c* —9ab) abla +b? —c? —9ab) abla? +b? — с? — 960) 


(४-०) 


b)(b — cYXc — a) 


_4ab_ 
a? — DU 
a? - १०७ — b? Š 
(a + b)°(a — b) 
emer | 
22-42 +- 9 
9а 
a b? 
— 64058 а 
a* - 16х* 
dyt 
2° - 166 j 
9az(z +a) 
s“ —81a 
6a? 
404 - Ба?ш® Tas 


४-०, 
(z — a)(z — 5) 


_ 06227 — 
162% — 6561a° 


Е: 


TRACT , ५०१ 
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Ser 57 [प° १६५] 


1 2 है 222 
3 А 2. F 3. 218. 4. 9a? b? c* g 
8079२ 2+9 | a? – b2 
8my 6. c 7. 8. 8. a 
а? — 45? 22-1 
abus 10. m EI 11. 1. 12. 1. 
a? +b? 2 2+9 *(a— b) 
a 14. 9 s 15. a+ 8 1 6 
g 8ab 9७४४ (24 bo | 
s ti. 18. on? +9+ Bab N 
atb—-e 
1 91. ЕБ 22. 
प्रश्पाला 58, [go १६७-१६५ ] 
баш (a+b)? 2-1, У 
6by 2. b 3. ББ 4. a-b 
m-ar - C 
m4 9n 6. (m-a). 7,9515 8. 1 
g? +y? 22 -8x +12 | I BUT 
p в 10. a pat 102 + 91 11. p? + а? 12. а р . 
cy. 14 ab. 15. 9». 16. 1, 17. "ET 
rab t b^ zi. 2. p? RS 
abla b)? 19. a E b 20. a b . 21. a b. 
quintet 59. [Чо २०१-२०३] 
9. 2. 9. 3. >> 5. 4. 1 . B. 9. 
š. 1. 8. 8. -5. 9. 8. 10. a+b. 
2a. 12. (2+0). 18. a+b. 14. MaR 
969 1960 , 
a t b. 16. (a+b): 17. GUB 18. 28b 
ot d. 20. 3atbtc) 21. -$(atbto. 22, ab. 
2. 24 18. 25, 16. 26. 90. 27. -8. 
8. 29. 10. 80. 9. 91 [] 9. 32. 5. 
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8a 


88, 8. 84. 5. 35. १. 86, 55. 37 24. 
38, 18, 39. e 40. 56. 41, 43, 42. 6, 
; ЕЯ 
48. 100. 44, Ng 5 45, -288. 46. 8. 47, 11. 
48, 9. 49. 95a--94b. 50. Аар. 51. 79. 59. 73. 
प्रश्नमाळा 60. [9° २०४ ] 

1. 97. 2, 5. 8. 90. 4. 9. ह. 10. 
6. 5, 7. 5. 8. 5. 9. 7. 10. 8. 
प्रक्षमाळा 61. [Чо २०५-२०६ ] 

1. 35. 2. §. 8. 9, 4. 4°05. 5. 8, 
6. 3. 7. 103. 8. a*-cb*-c*. 9. Hab+bc+on). 

10, 0, 11, a'-b'-c!-8ob. 12. 0. 
FAAS 62, [Чо २०६-२१२] 
1. 180x90; 230% 100. 2, 15 फ़ुट; 19 EZ! 
3. 989 पा, । 4. 50, 90. 5. 90 मदे, 16 औरत। 
6. 4,84 मील और B, 70 मील 56 घन्टे में । 7. 98 दिन। 
8, 257. 15 शि.। 9. १4 फुट । 10. 99 दिन काम Вегі 
11, 4 दिन। 12. 59 पा, ; 59 शि. । 18. 4, 169 पा. ; B, 118 पा. ; 
0,104 पा... 14. 84393; 70 पा. । 15. aaa 988 मील ; 
108३8 घन्टे। 16. 44. 17. 39. 18. 79. 19. 23. 
20. 5,8,2, 24. ` 21. 19, 5,4, 89, 22. 99, 91, 9, 54, 
भक्षमाळा 63. [Ue २१४] 
1. $9 2. 22585 9 qma" 
25 ы ऱ्य 4. t= 4 
y i SER 251) у= | 
E tac. ab—c 6 = 
2 сатуу lr: ЕЕЗ аз 
8. 2=8 9. z-6 10. z-6 ) 
у= 5 у= 4 y=8 } 
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aes 8 


м 


5. 


9. 
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иштет 64. [lige २१६] 


५०३ 


c . £=8 
७-3 2. saa 3. v 4 cl 
४2 y=3 y S EE 
5) rub ote E 
y=4 m 
du 10. 28 
y-1i 
प्रश्नमाळा 65. [Чо २१६-२२० ] 
= 9 
=3 2. 04 9. 2=7 4 > 
"व्ही, } or y= y 
= 4 6. ७6 7. 2=9 8. (К र 
nl } y=] y= E 
= 10. ७1 11. o=1 19. х= 
ed 2-5) oral dae 
= = 5 
=1 14. 22-65 15. x= -9 16. m 
е1) у = Ч) y= а) у=11 
bo — с? ao — с? 18. 2=7 \ 19. ==1 
T= b-a? у= р. у= 9 у= 
= C =9 22. 2= 17 28. £710 
ma x eza 20041 y= Б 
~ hi —p? 
= 95. 2-9 са Ч 
узе JE 26. 27 m-on % an—bm 
= =9 
v=, у= $. 98. w=}, у= 8. 99. 2=4, у= १. 
= єк, y= 18. 
प्रश्षमाळा 66. [чо २२४-२२६ ] 
$. 2. 1 9 3. 6, 9. 4. 60, 15. 5. 94, 15. 
ту 1. $ 8. है. 9. 15 रु. ; 949.1 10. 3, 5. 
6 मील व 9 मील फी घन्टे । 12. 8; 16. on 90 दिन। 
480 TI! 15. चाय 9 शि. 8 पे. फी पाउंड काफी 1 शि. 6 पे. फी पा. । 
3 मील, 43 मील फो s= । 17. 99 और 26. 
A, 500 ©. ; В, 400 र्‌. 3 0, 200 रु, ॥ 19. 75. 20. 65. 


22, एक घोड़ा 24 पा. ; 
25. 


91, 40. 
A. 94 दिन ; B, 48 fer 
75 Rr., 35 शि. | 


rr 


एक गाय 19 पा. | 


29. 94 भेड़ ; 70 पा. ! 


15 मील । 
30. 97. 


2 6 . 
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98. 5 fat, 3 शि. । 


21. 72. 
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प्रक्षमाला 67. [Чо २३३-२३४ ] 
7. (1) 62-5Бу=0; (9) 5a+7y=35; 
(4) 2912 — 5y + 194 - 0 2 (5) 52+ 99/+ 88 5 0. 


(3) 2*y*2-0; 


भ्रश्रमालळा 68. [ए० २३६] 
1. 3, -8. 2. 0,7 G. 8. 14, = 14. 4, $, = š. 5. 5, = 5. 
6. 8,—3. 7 8, - 8. 8. 96, ~ 26. 9. a,-a. 10. 6,—6. 
THATS 69. [9° २३८ ] 
1. 9,4. 2. 8, - ६. 8. 1-4 4. 4-18. 5. 8, —$. 
6. 4, on $. 7. 7, = i. 8. 9, š. 9. 9, m Ye. 10. G, b. 
11. 19,91. 12. 16,—6. 18. 8,18. 14. 40 साल। 15. 75 qo. ! 
विविध प्रश्नमाला IV [Зо २३६-२४३ ] 


I 
1. 1967 ; 720a°d‘c®g?y?, 2. (z—8)*, (4z- 142-8); ७-8. 
3. (८-४)(४-०)(७+१० + 30)(b — 2a 80). 
4. (z+y-1)! + 9१-५9 +2+ 9 +1), - 6. 


=) uoo हि 

ш аї+Ь%—-а&' У atb क 
II 

2. (z—aYz-tbYz* +a). 


5७-8) 
8(c — 5) 


1. w om 3. 
a‘ +0 


III 

1. (a-b(zta. 2 wl, 3, 
s mS : 

z at —16 9. = 


7. £2800 और 81900, 


2+8. 4 (४+०)(७- 505+ b). 
2(b—1) , 4 9-1) 
2ab-(a*b) V  365—(a4. D), 

8. 8,—3. 

IV 

үз 1 
zi = 8a + a 4, > — (| 6. 845. 
8, - 8, 


2. 2-y. 3, 
7, 43, 8. 
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v 

1. z'-(atbztab | 9.  980z*—1932z*- 372+ 6. 8. 1. 
1 

4. " + c 8. 4, — 4. 

VI 
1. c= 9. 2. abe(a or: a)(z E ba z c). 4. 0. 6. 2, 
7. 19 für! 8. 4-4. 

VII 

9 
1. ७* +5. 9. (७- ०9)(० - ०(०- а). 4 aats 
a? + ४? us 

5. 9609 1. ® 10, y 15. 8. 4, 4, 


प्रश्नमाळा 70. [go २४०] ; 
1. ७3 +622 +115+6. 2. 2° +1402 +59л2+10. 8. 2° — 20 — 942 — 96. 
4 g? -४* – 02 – 900, 5. s? - 40° – 292 —94. 6. g? +g? — 462 +80. 
d. wš —87z+84, & 23 - 602 – 372+ 910. 9. 97 - 98: +167z — 385. 
10. ४१ - 1822 + 99७ - 1692, 11. к? - 1377? - 8% +- 940, 12. 2° + 9692 
+1992 + 495. 13. х3 – 89: + 96. 14. w’ — 238w? +1510 — 978. 15. c^ 
+13202 —144, 16. 2° — 722 —1882-+1080. 17. w°- 92° — 132 + 815. 


18. 2° +352° + 3962 + 1440. 19. =° –148= — 672, . 


20. = – 312° + 9902 — 800. 


j ше 71. [go २४७-२४८ ] 
1. wt ty? tz? + 920 7 Mss. 2. 97 +y? +- 8 — 9zy + 228 — дуз. 
3. 22 न-१/९ +22 wy- 272 1- 287. 4 w? ty? +37 + 229 — 928 — дуз. 
5. w? +y? +z’ - 200 - 2708 2४2. 6. а? tæ? ty? +22 - 26% + 269 
— 948 — 90у +928 — 908. 1. a? +o? +y? + 87 — 9az — 2ay — 205+ 920 
न- 905 "2१४. 8. m+n tp? + g? +r? + 9mn + Amp + Img + Amr + Ing 
+ Ing + 9nz + 9pq + Bor + Зат. 9. p° tq? tr! +a" + у* — Зра + pr 
— 9рр — 9py — 947 + 9qz + 249 — 2rz My + 229. 10. а +6 tce 
T 23 +y? +g? - 266 +940 — 202 + 20у + 968 — 9bo + Aba — Aby — 208 — 20% 
+ 90у + 203 — 90у — 902 + wz. 11. а? +452 + 9y* +162" - 4az — Gay 
-862 + 1999 + 1628 + 24yz. 12. 4a? +b? + 4c? + d? — 4ab + 840 — 466 
—4bo-F9bd—4cd. 18. 49. 14 9, 15. O. 16. 144. 17. 1635. 
18. 1. 19. 68. 20. 0. 21. 47. 22. 69. | 
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Є प्रक्षमाला 72. [Уо २५०१ ] 
Sin) याळ $02" + 102? + 52 + 1. 2. x° + 62% +1526 + 202% + 15: 
+621: 3. a%+8ab+ 28a°b? + 6867 67 + 7049५ + 56a? 5 + 282256 
85097 + 85%, 4. a? + 94° + 3641Ь° + 84058 + 1266056 +19625 + 846950 
+36425" + 9605 +6”. 5. 57-89*%+ 10279 - 10s* y? + Soy — y^. 
6. т" теп t+ 21min? — 3506000 + 3500276 - 2106287 Ттт - ४7, 
% z*-8z!-c94z*--89z-16. 8. 25 +1052 + 405° + 802? + 802 + 32. 
9. 2° +827 +985° +5625 + 702९ +562? + 282° + 8z 4 1. 10. «* 
t 19z + 54z* + 1082+ 81. 11. 05-52% + 10:2९ - 102 + 82 — 1. 
12. 64—199s + 24022 — 1602? + 603* — 1955 + z^. 18. 162९ - 395° 
+94%* —8z- 1. 14. z*-925y--36z'y? — 845*y? + 12625,* 
—196z*y5 + 84z* y* — 362217 + 9zy® - y’. 15. 94325 —810z* 
+ 1080z* — 720%? + 9402 — 39. 16. 1-86+286* — 56a? + १06* 
— 5605 + 286१ — 867 + a. 17. 1-'7c-91c* — 3867 + 3564 
— 9105 + १6९ - с", 18. 1-182+1352° — 54023 + 1921576 — 145825 
+799z°, 19. 1—14z--84z* — 28023 + 5602१ — 67925 + 44896 — 19827, 
20. 96627 — 1024z'g + 1799202 — 1799250 + 1190z*a* — 4489060 
+112z2a° -1626 7 + 6९, 21. 21° — 10z?a-F 40256? — 1902" a? + 9102504 
= 8522060 + 9102८१ —190z*a'-F45z*a* —lüra?-Fa!?. 99, 94955 
-8102*a+ 108024 — 79024 + 940x204 — 3250, 93. 1096 + 2022 + 9, 
24. 95° + 302९ + 3027 + 9, 25. 140% +702*4° +49545 + 907, 
26. 16, 21. 39. 28. 64. 29. 198. 80. 256. 31. 30, 
32. 8. 39. 0. 84. 16. 35. 0. 


प्र्माळा 73. [зә २५२२५३] 


1. a? + 9) - 5° + Says, 2. 27-84 -r° — Gpgr, . 
Š 8xš Е 97४१? — ४९ — 18zyz. 4 a?-—8b'-97-18ap. 
७ 976 —1925b-— 64 - 180८0, 6. (८-४ 1022 +y? 
; y tltzy-tc-y) 
7. Gyro + 9१ +44 £y — 9z + 2y) то» 
8. (z—3y -8z)(2* + 43 + 928 + 22у + 8:52 — буз) 
9. 0, 10. Q. 11. 0 16, 0, 17. 392000. 


TAAN 74. [9o २५४-२५५ ] 
3. 8(00-(५- ०७-०८. 4. (४-»(४-»(५ 2). 5. 0. 6. 0. 
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प्रश्वमाळा 75. [Чо २५६-२५७] 
1, 9ж®у-+8ж°в-+1ду°а+4шу* + 9४१७ + 18ys* + 192205. 
2, 6422 + 820022 + By a + Say? + ०00८४१ + 25120 + 80208. 
3. 9a*b--3a?*c-r 19b?c + 4ba + 90१6 + 180१9 + 12600. 
9००१ + 9057 z + 10928 + 8४02 + 8002? c + 1002°y + 90272. 
B. Am? +y? +g3)+ Ty tay’ to gus + y?s + ys") + 16zys. 
6. 9426 – За?с – 122१6 — 4ab? — Nao? + 18bo* + 12abo. 


4. 4abc. 8. 4abo. 9. Q. 10. 27abc. 
परश्षमाला 76. [чо २५८-२५६ ] 
4& 0. 8. 84abc. 9, Gryz. 10. 8(४+ 9 - 2४)(9%- 99 +3) 


(у+а—ж). 11. 38(8at+8y+22)(8e+2y + 3:092 + 3у + 32). 12. 2567. 
18. 16800. 14. 1980. 15. 1881. 


प्रक्षमाला 77. [Ze २६२२६३] 


1. (ty-ze? ty? + 87-99 + 88 के zz). 

2. (७-26-7)(७* 4a? +r" + 2pq + pr — дат). 

3, (9ж»—8у-—з)(4ж°* + 997 + 2° + бшу + 222 — 8yz). 

4, (aT 9b-- l)la? + 4b? + 1 — 2ab — a — 2b). 

5, (96+ 89 - 4)(46* + 9b? + 16 - 660 + 86 + 12b). 

6. g? ty? шу –92+9у+4. 1. (८१-%न- 9)(४५ + ४7 — 2* +9z + 4). 
8. 9(s— 3x? +y? +2" — Say — 880 + ys). 


9. (a? +38at5)a* - 30° + 4a? — 15a + 95). 10. &- 5४-८४. 
11. аз + 8* +02 -- 69 + 66 + bo. 19. =? +y? +1+ 70 + ४9-9५ 
18. m? + 497 + 927 + 200 — 302 t буз. 14. 92१6-30-60. 


15. (9a - b(Ta? + 869 + 4b"). 


чине 78. [Чо २६६-२६७ ] 
„ (b—oYa-— с0а — ba? +b +o t 60 ++ ao). 9. (b--cYb—o) 
s x D + Ne -हो. 8. (b-o)a—c)(a—d)(a* +b о? +a*b+a 26 
tba +20+ с0а ++ 60०). 4 — (b— со – а)(а— b)(a? + b? +o? + ab 
+bo-+ca). 5. (b-— 0 – oa- bab + 60+ са). 6. (2+4 + 2(४ + 9), 
ग. (y शो(४- 202 — (ху t ys + а). 8. 5(9-४)(४-४०)(४- ५) 
x (a? +y? +2? — ys — zz — шу). 9. –(у- z)(s — zz — y). 
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10. -(b-ocYc-—oa)(a-— 5). 11. -(७-०)(०-०)(७- 0). 
12. (a+b+c)(ab+bo+ca). 18. 3(2z—w-+'=)z- e) +y). 
14. -(७-०(०-०)(७ — 50° + bo + ०१)(6१ + са + a? (a? + 60 + b?). 

15. - (४7 शो४- «s — уу + а)(в + )(ш + शोध डी ran ^y^). 


‚_3(да+Ь+ о)(а+ 95+ cY(a + + 20). 17. (y +z#— )(ш + y — zg)(z y + в). 
. -(७५-४)(४-४०)(४- ५). 19, -(४-४)(8-9)(8- ४)(७ + yt 8+} 8), 
. (u — z)(z —z)(z -ys y +). 

. (ac by +c2)(by + es — az (ca + az — by)(az + by — os). 

„ (w+ 2y + 8а)(ду + 8s 2)(821-2 — ду)(ш + 2y - 32). 

. 4900. 24, 949. 25. 1950. ` 


प्रक्षाला 79. [Zo २७४-२५५ ] 


1. (¢?+1)@+1). 2. (»*1)(2-1) 8. (z—1)'(z*1) 
4, (ab+o)(ao+b). 5. (७- 6)(6 tbs" — ७४ + 92), 6. (az by)(bz tay). 
7. (atyta(a—2). 8. (४+0०)(9-०). 9. (ax? —ab)(2a— 80). 

10. (a—b)Xa+)b-+ ०). 11. (2a —3b)(9a + 35+ 4c). 

19. (az —by)ax+ by + cz). 18. (a? - ४४८१ +y2+y"), 

14. (4%— Ба)(4ж +- ba +30). 15. (a+b)(a? +ab+b?). 

16. (m—n\m? —mn+n°*). 17. (4-d)(a+d)*. 

18. (z-y)*(a+y). 19. (a+2)(a? + 86 + 4). 

20. (z—5)(c? — 19% +95). 21. (2a—3b)a+3b)(4a + 3d). 

22. (ш—у)(ш—у—1) 28. (2a—b)(2a-b-8). 

24. (४१५८१) - ०). 25. (a*--95*Ya— 900—0). 

26. (a+2b)(a+b+0). 27. . (z—8yY(2 — ४ +2). 

28. (m+ 2p—3n)(m—2n). 29. (a—%b+65c)(a— 8b). 

80. (24 -8a+4b)(w + 4a). 81. (a-2b+8)(a — 4D). 

82. (=2—8у+9)82-+0). 38. (a—b-—oY(a-- boo 1). 

34. (xz—9y-r8z)(z + 2y — 8s +4), 35. (३०-4४ — 9४) (88 — 4y + 98- B). 


* (a-b(a-b)z-ra(z—aX2z*-8a?) 87. (z? +as- b)(2a — 35). 
« (@+а)(ж—а)(а+%)%. ' 89. (a—1)*(98* ~a +9), 


(a — 1Ya* -6a +1)(6१ + 8a +1). 41. (20 +2y + z)(c + 9y + 98), 
(2z + 8y + z)(z — y — 2). 43. (a2 + на ТЕ 


» (92-89+82)(92+9-82), 45. (v-ar? урта : 
; Ceo z (v - az? tasta Xs az + at). 
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gainer 80. [Чо २७८-२५६ ] i 7 
1७-8७ -4). 2. (2+ 906+ 302+ 4). 8. (४- 10 — 9)(z — 3). 
£ - =: nee 4) Б. (ш—1)(ш#—8ж—9). 6. (z+ 102° + 4४ — 6). 
(2-92 – 4४ t5). 8. (22 — 3w — 5)(z + 2)(z — 9). 9. (z—1)(z +2) 


(02 — 4z + 5). 10. (७--1)(०- 300° - 8a — 9). 11, (z +8) — 2) +4z — 6). 


12. 
14, 
17. 
19. 
21. 
28. 
25. 
at. 
28. 


8 Q . 


82. 


84, 
86, 
98. 
40. 
41. 
42. 
44. 
46. 
48. 


-4 9x? — 5a + 1). 13. (x- 5)(z2 = 9z + 8). 
е + ев = + Ne 15. (r*92):—4). 16. (z — 2)(Qac? +z + 2). 


2 —9gy — 5y?). 18. (a+8bXa? + ab — 36°). 
d nue n + у 20. (22 - 1)(42* + 95 + 9). 
(z — 1) (x + 8)(Qa + 1). 22. (ш—9)(ш +1) : 
(o. — D) (9a? + ab + b?). 94, (z— 1Y8z* + 1le+ 8). 
(z + 8y)(a? - 829 + 8y?). 96. (r-ta—b)z—a- 2b). 


v? + y" (a+ b) Ha + yla- 0 — yla — णो. m 

r + y (c y)?! Ha? + 97 (७- y»? 99. (a--92—yY(a— c * 29). 
(c + 2a + b)(z — a + 2b). 31. (=2+у+2(2+3у- 2). 

(2७-७- 30)(26- 8941-86). 88. (23 + 25 + 3)(z* pa — 8). 

(a? tab- b? (a? - bab + b?) 35. (Qa? - 62+ 8)(9z2 - 42 — 8). 

(c? + 1s — 1)”. 87. (a? +32 5)(а° — За 8). : 

(a — 6७)(७- ०७- ०७१), 89. (æy? zy - 2t 1)(ш2°у* -sy tet 1). 
foly 2) -y +5 д(у-— а) tyta 

{æla +b) + yla- bhala — b) + yla + 5). | : 

(७१ — 25 — 4 o? — 22 — 1). 48. (०१ - 867” бв = 8a+1). : 

(92° + 82 — 3)[9z2 + Ba — 4). 45. (22 -ayty Xo 5 4gy +y"). з 
(х2 — 30+ 402° — 2z + 4). AT. (a? - 8609 + 23 \(a? — ш + 9४१), 
. (7 +प४+5)(४१-82+%8).,.. 49. (a? + Gab +b Xa- by. 

(с? + 4x + 10 z* + 4z — 9) 51. (n з ee ane ON 

- +8)(z — 1). 53. (92° - 32 z — : 
e a ee Me la 0. 57. 300. 58. 5. 


प्रश्नमाळा 82. [9 ३०२३०४] 
1 
179. 2. 8. 8. 6%. 4. प्र ӨЗ. 5. a (ad = bo). 


. ba? -116+ 1670. : 17. 650, अथवा 1. 
"от, जब Fa r एक धनात्मक पूर्णक है। ` 
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serosa % V 


u 229. (6२0८-८४ हो (ab + bo + ca) 96. 1t2t2*-: +080 tg’! 
SSG india 41 ८-2 yraty?—ay ty’. 42. ७ -eyte у 


"स्य ay 3*. 43. шабу taty? tay? toy toy ty". 
44. 21% milly? Tg199* —% у Tc y -g9 yi? +@°?у1° 14 


45. алдау नदर +y". 46, p—12; а=%. 49. 0. 50. 1 
प्रश्रमाळा 83. [9° ३१०३११ ] 
1. 92-1. 2. 92-9. 8. 9%+ 86. 4. ४(38%-+ 4). 

B. 84-71. 6. 96 - 98, 7. a^ -241. 8. a*-zoy y^. 
9. (95° +&+ 1). 10. 2? +3=+1. 11. =? tiati, 
12. 34° + 96% + 2°. 13. 5а? +3402 +22. 14. 75° - 96% + 90°. 
15. 5х? -39-- 9. 16. 70° +45+1. 17. ८२(222 + 86७ + 4a), 
18. 9(a*-r5a-9). 19. ७१--32- 8. 20. 5-82 t«*. 
21. а? +52+1. 22. s? +92 +4. 28. a? +8a+5, 
24. 9(r*-9za-t9a*) 95. 822 +Oeyt4y?, 26. x! +2048. 

27, 44? +96- 8. 28. ४++9%+ 8, 

чишеп 84. [ ए०३१४-३१५] 
1. 22-52+6. 2, 9х9—11ш+19. 3. w*'-F8zT4. 
4, 820१-50? +7. 5. 6z2-—1l1z+4. 6. 22° + 18: 8. 
7. Зк? +521. 8. 5х2 32-1. 9. I? +35 -1. 
10. 32?-92z4-1. 11. &७* +&+ 9. 12. x*--82-2. 
प्रश्माळा 85. [ge ३१७] 

1. 2+4. 2. 95-1. 3. 92-8. . 4. 952 +1, 
5. 86-97. 6. 86-88. 7. 3z-4. 8. 92-3, 


Teast 86. [Ue ३१६ ] 
1. 92“ +302? — 172° —762--82. 2. 180" + 82% – 109g? - 84% + 89. 
9. ६825 - 6426 - 1902 +160:* + 2722-96. 4. 4526 - 9453 -- 19909 E 
+ 402 +80. 5. 195“ - 142° — 9402 + 63% + 180. 6. 198९ + 89? 
+ 252° +842 + 152° +182+8. 7. 395° - 9405 - 824 + 18%? — 482? 
*272—18. 8. 195° +9455 + 982९ + 118%? + 9492? + 144% + 916. 
SEI 87. [Яо ३२० ] 
1. 19226 - 1002? +1952? + 702 - 72 2. 62% — 792° +273% 
= 188z —96. 8. 4807 – 994° — 1982? + 1572 — 30 
4, 162*-r40z' 52020 + 882" — 2026 - 397? — 155? — 954. 9 
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uum 88. Ege ३२३] 
2 
®+8 a+ 3b g? —a +b. 
2+8, Al यह 0 ae db 2 LU 
१४7 _ 1 
8z — 2४. 1+2a- 32°, 7. Ce, 
Qa + Sy С: 1-22 +32 д? – 32 +1 
z +3515, 9 g“ + 866 + 16 10. 9a +3 
gz? +30 — 5 ` ५७% — Зав t 5a Sa +4 
Sz? —ac — 2a 19, 204° —баф +708). 18 ४(822 + 4a + 5) 
Sz! + ах — 46 ` ४७८७७२) ^^  4(9z%° + 82 + 4) 
«За? — b?) 4x (9x? — 3y?) a+b +o). 
942 — > 15; 598: — 9४) 
270८" 20, Ta — 20 
1 -- 206 18 EET 19. 2. 20. Bz — Say + 2y' JEDE oy? 
quei: 89. [ge ३२६३२८] | 
1082“ Saale + a). s, 4b 
81z*-y s ш“ —81a (a — b)° 
6260 — 12 6202 6 48а 
х“ - 52? +4 ° Ayt- баа? +a ° @*—10a*a? + 96 
2x (z c) 9. 4 о 
Pr S (a — a)(z -- b) д — 6z + 5 
о aa 12. 0. 
«3 + 14аж + 18a* A +8 3 
4c 1926 . 96a  — ,, 
I++ ш g’ — 64 M 18z5 — 6561a* 
3 š a-d : 6a — 11 
ж? + бов + 4a* A (z + a)(a +4) з (а—1)(@— 2Xa — 3) 
ЖЕП чш, Hh =— кР a — 
(a + 2)? ` (@—3)@—4)a — 5) न a-1 
J 5 i 
प्रश्षमाछा 90. [ge ३३०-३३१ ] З 
a t bo 
=) g? y? gt ` 2. T 3. 1. 4; etha 
4 4“ 
lra e य C & ७८८7 
lta a -c : 
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y+ adf tae . 
ता = М. баваў. 
т eet 
T 18. arb, 14. m. 15. 4zy. 16. 1. 
18. है. 19; 1. 20. a. 


semet 91. [чо ३४०-३४४ ] 
a‘ = 10679 A баб? = b* $ 26. 1. 
abu 24. 8 M OTF 10a"b + ab" bn 


21. m 98. 0. 29. +9. 80. 1. 81. € 
82. 1. 84, 0. 85. 3. $06. atyts. | 
87: а? +b* +0", 38. atbte. 89. 0. . 42, 0. | 
48. 1. 44; 9, 45. 1, 46. 0 | 

| 


1 1 EE А 
s ays 8 C aa Us - o) Ee: (z — a)(z — b)(z — с) 


C a HAE s +hetk : x 
50. G= ATE 52 — o) 51. (z — ala — 5X — o) == 56. «*. | 


विविध प्रश्नमाला V [ue ३४४-३४९ ] 
: | 


1: (i) (७४2+902+ 98)? - 16; | (ii) (22 + 5z +5)? — 16. 
2. S(r-z (9z—y-cz(c-ry-9s) 8. 18(a7b? +0202 + 6१८१), T 0. 
II 


— AT] 
1. 0. 4 0. 5. 6. 9a+8b +6, 
7. 18z* — 452° + 8727 Б 192 + 6. х 8, (a T b)y(b T oa ir o). 
x III 
1. 2° +100" +402 +80 m +28, 8. 0 6 40-1, 
(22 - 1032 — 2)(z — 8). 6. z'-9548. 7. abtbotem 
IV 
1. жы, E (a? -- 5* (a — b)(2a — bYa + bY(a + 90), 8. 2528000, j 
а? +b T i 
5 ergy 7. (в+2у)(ж + Tye — 5y)(a — 3y) 5 


(е зуе+ 9p + 79). 8. 0. 


i 


ET 


X 
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3. 1 5. (i) (80° — 4ab + 8b* (20? + 17ab-- 9b?) ; ` 
(ü) (4४? ~ 82 + 492? — 75 + 3); iii) (bz? +cgw + DY(az? + ba o) 
% (0 2-а e Gi) = y—z А 
: : VI 
4; (ut+y)*+e%, b. 8(x? + y? + 22), 6. (i) ४१ + (2$ — 8 — 6m ; 
(ii) &—8. V. 2८१९-8७ ; 9४९ - 375 - Tz -- 2822 — 862? + 90 — 4, 
VII 
1 z'x-yt*Amy-l 2 s 4 0) a+b; (ü) NORTH 


б. (5x + By)? +4(9७- 5y)? ; 25, д=9 6. (2:—1Y8z—1); 
(z — 9)(92 — 1)(3ж — 1)(2a + 1) 7, —49. 
VIII 
4. (atbtotd(atb—c—d(a—b—c-d(a—b-c—d) 5. -1. 
6. O. 8? +1; (22 + 1)a2— 1) 
дел 92. [Jo ३५३-३५४] 
a +ab+b? 


1. A 5 ie . i 
4. с 
. aa + b m с) 5. 9. 6. 9. 7. 4. 8. B. 
9. 13$. 10. 4. 11. 4. 12. 7. 13. 1. 
14. 4. š 15. 9, 16, LER 1%. 3. 18. 9. 
' 13. $. 20. 22. 21. 265. 22. 18. 28. 55%. 


24. m i8. 25. = Yx. 26. Fri A. 27. 15. 28. it. 
ab(a-- b —9c) . ०67 —ab+ b°) аъ 


nb—am. a? — bc Sab — а? — ०2 
32. E 88 glas 08 Sp 85 За 
иште: 93. :[ छ० ३५६-३५७] 

1. 1i. 2. -3. 8. - ३६. र 4. 9. 5. 1. 
6. 9. 7. Z. 8. in, Xe А е 9. 9. 10. 1. 
11. $. 12. 1j. 18. š. ` 14. Z. 15. 4š. 
16. 6. 17. 7. 18. 43, 19. —$. 20. 1. 

21. T š. 22, 3. d 
28-88 
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प्रश्षमाला 94. [५०३५ t 

1. 34 nolle sc. ус ; 

a? +b? ab в. %+0-000+0), 9. 9. 
6. Sache 1. a+b ) 2 ° "ow cd 

3 Gb 18, 8 14. 9. 
0. ^ 2" 11. 4. 12. T 3 A 
1 9а? а b a2 +0?) 
15. <. 16. 95. 17. 8. 18. - ८-5 


19. 6. 20. 3(a-6) 
प्रक्षणाला 95. [3 36-393 ] 
i. 3 वजके 164 मिनट । 2, 55mm 274. मिनट | 
з. () 7 बजके бур मिनट (ii) 7 वजके 913५ और 545 मिनट t 
(ii) 7 बजके 8982 मिनट ; 4. (i) 7 बजके 5 मिनट ; 
(1)-6 वजके 165४ मिनट! 5. न्म de! 6. तेज़ चलनेवाले मनुष्य 


की यात्रा के आरम्भ से 8 मील ; 6 घन्टा। 8. 36 मिनट । 9. फ़ी घन्टे 353 और 
4} सील। 10. 160. 11. 69.1 12. 300. 18. कुत्ता, 960; 
खरगोश, 1900 14. 180 15. 90 हि. व 5 für. 1 16. 40 
17. 76 पाउंड सोना 4 30 पाउंड चांदी । 18. 4 घन्टे व 6 घन्टे। 
19. 49 साल। 20. पहले ge 9165 आउन्स, और दूसरे से 133 आउन्स । 
91. 450 पा, 8 शि. 4 पे. 156 पा. 18 रि. 4 पे. 1 22. 11 पेसे ; पहला 
असवाब ले जानेवाले प्रत्येक कुली को 6 पेसे ; दूसरा असवाब ळे जानेवालों में से प्रत्येक को 
5 पैसे, तीसरा व चौथा असवाब ळे जानेवाळे। कुल्या में से प्रत्येक को 4 पेसे। 23. 189 
24. 25 आउन्स; फ्री आउन्स 8 शि.1 25. 7 शि.; 11 रि. 8 पे. 26. 9080. 
27. प्रत्येक ‡ पे. में; 519. 28: 19. 29. 654. 80. 1504. 81. 80. 
82, 786. 88. 4550: 
प्श्षमाळा 98. [Uo ३७८-३८०] 


1. ' 21, y=2. . 2. 2-9, y-8. - 8. 23, y=4. 
4. 24, у=5. 5. ७5, ४७6, 6. 2-0, у=". 
7. o=7, ४58, _ 8. т=8, у=9. .9. w=4, у=2, 
10. ८5, ४०४. 11. z=7, y-4. 12. z-5, y-8. 
18. 2-8, ४12. 14. 2-6, y-14. 15. ४58, y—18. 
16. 2=8, y-9. 17. z-19, y-16. 18 z-21, y-12. 
19. w=21, ॥ 24. 20. 218, y=28. 21. 2—99, y=15. 
29. 2710, у =8. 28. 2=3, у=". 94. ७-4, y=7, 
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3 ? . : gj, y=9, £78. 


21. 2=9, ४-8, 221, 28. 2=3, у=4, 2=9, 
29. ७-४, ४6, s=4, 90. ==], y=8 205 

81. 2-9, ४-8, g=4, 82. $—8, j-8 2-9. 
98. ७-4, y—10, 27714, 94. 2-8, y 13, 2-90. 


85. x =3, y=4, a= 5, 
FANS 97. [чо ३८३-३८४] 


1. а=], y=2, 2=8, _ 2 д=9, ५७, z-4. 
9. 2=9, ४8, z-4. 4 2=9, ४-8, &=4 
5. »-—8, y79, 22], 6. ४58, y=2, it 
4. wd, ४8, 2z-9. 8, w=4, ४-5, 270. 
9, 2=7, ४6, z-8. 10. =], ४-9, z=8. 
11. ४8, y=2, 2=5, 12. ७58, у=}, z=$. 
18. 2=10, y=20, z=5. 14 z-9, ४०-४8, ४०4 
15.  @=5, ४6, z=7. 16. 2=9, y-4, ४756, 
17. ' ४559, y=5, 2=10, 18. 2-19, 75719, ४19, 
19, .$706, y=19, 25०8, 20. шеф, у=, з=}, 
21. g —1T, y 710, 2-9, 23.' =], y7—9, z=3. 
28, | mto cid y- c? + a? bx. PEE +02 - с? 
) 906 ‘Qac 2ab 
24. ' ७२०1, y=9, 2-3. 25. == —98, ४10, 'z=9, 
ҮҮ SANET 98. [He ३८७-३८८ ] E 
b в 2 
1 = —s = — =e ज = 2 _ 
g у= с! s= ८ ' 2. 2 atb-c V'a-bto. 


Dod --- 2500 —. 2abe 9606 
Я btc—a 3. 2 ab-cac—bc Y 80-66 + ab’ z” bot ac—- ab 


а a? +b?) 2 +8२), 
4. s= = ' y- +) 5. 259, ४-4, 255 6. 
, 6. “775, ४33, ४7९1. 7. ४19, y=10, ४558, 
`8; ४18, 98, ४-१. 9. z = 4, у=б, 2=7. 
o „2s b) a(2b — a). : : 
10. z 8-8 . у= b-a . 
Woga Ab 0 ado यी MGB 
“भन 970—900) tnea 
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Es LES, a PDO, 
12. ата) ene  ७-०४७-० 
abo diee rabo 
13. s=) Ú Qa) ` (८० (०-८) 
14. ७०७०, y=abtcat bo, 27a t b t c. 
15. 2=b-0, ४११०-०७, 8716“ b. 16. as(bics— 2201) + Ь.(030: — 6102) 


+ оз(2102 — 0102) 7 0. 17. a=6. 18. w=4, g 712, у= 5, 27. 
19. 2-5,y74,278,1-72, i— 1. 90. c-ab, ४०० g = ao. 


Ө 99. [5° ३६५-३६६ ] 


1. 375. 9. 50 पाउंड; फ़ी पाउंड 28 हि. । 3. 4, 14 णि. ; 
B, 19 झि. ! 4. 90,30, 60. Б. gf. 6पे.; 4. 23.1 

; -mp. .; B, 1540 & ; 
6. Arma! Dicen द्नि। 7. 4,9803.; B, 1 


0, 9380 र.॥ 8. 8घन्टे 9. 720 #1 10. 4 और 3 गेलून t 
11. 953. 12. अईकाउन ; 8 शि. ; 9 छ-पेंसवाले सिके। 18. 20 आदमी; 6 शि. 1 
14. प्रत्येक समान नळ 39 घन्टे में और दूसरा नल 24 घन्टे में । 15. कमरा: 
8 शि. और 5 शि.। 16.. 75 और 95 mx! . 17. 6 कार्टर गेहूँ व 
10 BEX बार्ली । 18. घन्टे में 45 और 223 मील । 19. 20 बुशेल राई (rye), 
59 बुशेल गेहूँ। 20, पहले, 21 ані व_21 क्राउन ; वाकी रही 9 ЇЙЇ व 19 काउन । 
21. फ्री घन्टे 93 मील। _ 99, 4,5; B6 मिनट । 


28. 10 व 19 मील फ्री घन्टे\ 24. Hai) मील घन्टे में। 25. 100मीळ 


инет 100. [Uo ४०६-४०७ ] 


1; 25, ४4. 2. v=], у= – 5, 9. ०=8, у= 6. 
4. 2२9, у= 1. 5. 2=10,у=13. 6. [छोटे वर्ग के 
बाहु के दस गुने की लम्बाई को इकाई मानो । ] ०=1'9. ए. =T. 
8. z=7. 9. 9. 10. 4. 11. (-6, 4) ; (8, 2); (6,8); 


क्षेत्रफळ = 40 5381 12. (5,4).. 18.0) (8,0); (0, - 8); (78,0); ` 


(0,8); "क्षेत्रफल 18 इकाई । (ii) (1,5); (12,5) ; (12, 10); (1, 10); 
क्षेत्रफल = 55 इकाई | (Ш) (3, 0) ; (8, 0) 3 (0, 5) ¦ (0, 12); क्षेत्रफल = 40'5 इकाई t 
14. (i) (0, 0), (5, 0); (0,6); क्षेत्रफल -15इकाई ; (i) (2, 1), (2, 4), (5,1); 
क्षेत्रफल = 4:5 इकाई 1 (iii) (4, 6); (-4, 2), (2, -4); क्षेत्रफल = 96 इकाइ | 
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2-1) . ,' 16. g= 7) 17. == 9l 
у=1 + о у=-5 у=11 
THATS 101. [go ४१४-४१६] 
13 आ. 3 पा. ; 9 सेर 11 छटांक । 2. 1 रु. 9 आ. 6 पा. ; 19, 
8३ घन्टे ; 19 मील । 4. 8६ फुट 4३ हाथ । 
А के १? घन्टे चलने के बाद ; यात्रा के 
, के 39 Че चलने के बाद ; यात्रा के आरस्भस्थान से 75 मोळ की दूरी पर। 
यात्रा के आरम्भ से 4 घन्टे वाढ; 4 से 19 मील । 7. 1 रु. 9 आ. ; 39. 
5. 11. शाम को 4-80 वजे; B से 13} मोल पर । 19. 434 %.1 
3 बज कर 16'4 че 1 14. 892653.;118 € 7 आ.। 
6 घ. 594 मिनट ; कलकते से 108 मील 1 
Чап 102. [зо ४२०] ` 
PLA mf su з 28% 
a * 2. NES 8. 8 x . 4. 8/7, Na 
8 < 5 1 YET 
Var o aya Зер Vs 
— pa 7 
$m /(१ 1 9 М 10. а/а o 11. g? . 12, : x 
| ` d 
8 
"3 14. aë, 15. ०7. 16. at 
š. 18. 4. 19. 97. 20. 32, 
ў. 22. 36 98. dy. 94. 81. 
36. 26. т". 
प्रश्चमाला 103. [Yo ४२३ ] 
a-*. “9. ठार, 3. ab’. 4 ab, 
| १७१, 6. 747), М, a, 8. ai, _ 
y 10. frat, 1L Jew. 18. oh). 
ai. 14. ap to, 15. ७४५४१, 
प्रश्रमाळा 104. [go ४२७-४२६ ] 
हकक, | 2. a-9Tb. 8. 1+6&*87१+७५७-५, 
ET — 4y + gs, . 4 . B. otto iyi tg, 
a mu -1+ ае a7}, 4 1. ztyts— 32, 
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५१८ 4 
2 
8. д2" — 9b +196907 — 40%, 9. a*-64b. 
10. а+а tals toe, 11. ४7 ef, 12. 9+4071+927°. 
18, yeh bes, 14, arai -L 15 हलत, 
16. wooly tracey ity कडी, » 
15 I 
17. E: - 2849 + atat = een + at. 
1. 1. 
21. a+ 8-1, 92, gi- 94% 5 + ey + Qnty? _ озу y. 
PRAI ie 
939. z" + 2305 +a". 24. gi _ ma +42+ ont — 459 +05. 
-2 -2 3 1 1 
25. ais $ T ado 3 + a tat +a x. 26. TA + "B 
3.3 
9227396200. ate . 
97. z — Ty 28. a? + Зах + д? 99. 1. 
11 12 a? +b? 
30. 2“ -10 Ё 81. 1. 32. ala + by 33. 
8-2)" ES v^. ४९, 
34. ee eh 56. | a 5116 95 
. + 
87. (2 ) ` 88. [ 2 y ". 89. L 
ecg q 
same 105. [yo ०३१-४३२] 
1. 3. 2. 5. 3. 9. 4. — fr. D. 6. 
b+d 
6. a + c 7. 14. 8. 9t. ° 9. 9. 10. ; 8. © 
11. -4. 12. 0. 18. 2—-4,y-2. 14 х= –9, у= –8. 
15. ४2, ४-8. . 16. ७751, y-3. 17. ७59, y--1 


2=1,у=%. 19. 21, ४32. 20. y=4 और х=9, अथवा – 5. 


p a = 
A (37^. p a7. 22. m-—-n"-! 28. s= 1, y=2, z=3. 


m= —1%, y= —9š, s= — 8%. 90. 2=y=2= 4a. 
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TRAST 106. [ yo ४३७] 


2zzt8y. 9. ४2-५92+9, 8, gë -&+1. 4, 9%—8х++4. 
2 x 
25° + 9628 + 48%, 6. 35° – 3 +802, 7. -oti 
Ча 2 рз 2 2,2 aa a m 
6 _. _ 20 8а 1 9z 
DL 12. ह+ 25 18. 95° 22у? – у“ 
Te y v_i y 92 
= — —— DEDI y s mea fi L Г] 3 
satis 15 2i 3545 16. = तनी 
š 
शहाळी 18. ७7 - 9७7 Lgs 19. ढळा ttita ir 
^P = 3 
2-2 t. y. 21 rc Pay! + Paty 22. a"—9a^. 
gmt L Зат - Bem, 
SS 107. [ge ४३६-४४० ] 
Say — 4, 2. "ax? —9b*. 3. १6१०९ + 905४५, 
yoy ह, “०2 c* 
9 5 . . 9 =) ry 9. a +b +c, 
a-b+e, 8. 2a-b-3o0. 9. а?.+9Ь2 — 30°, 
2a? —3b? +50, 11, g- 24%. 19, g-9- 1l, 
9 8 c 
1 % D 2 1 í 
21" 14. 9.4142. 15. > —— +š. 
к? Ь а y X9 UA 
Sa G 1 ~ — м9 
—— -— +— Ta ~ . 
= 1 Эл 17. w+9+ = 18. a q 
&—b-to-d. . 20. a+b, 21. ८१-७१--८१- 8", 
a *a—1. 28. 96(9+ ०) + 9086. 
प्र्माळा 108. [ge ४४३ ] 
+9. 2. 2-8. 8. 46-88, 4, c*—3zt9. 
9z? *2—9. 6. 1—3z*-95*. 4. 92° -80४+ 67. 
प्र्रमाला 109, [ge ४४८-४४६ ] 
sical । 2, अंतका। $. पहला। 4, पहला | 
अंतका । 6. a:d. 7. 1:4. `8. 1:1. 
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9. 75:8. 10. 98:97. 11. 5: 7. 12, 8:4. 
13. 63 और 72. 14. 85 और 51. 15. 28 और 35, 16. 49 और 54, 
ad — bc 
17. -15. 18. 85. 19. -17. 20. TEST > 
23. 76 : 75. 24, 1772:1771. 25. В. 
mamei 110. [95 ४५० ] 
1. 4. 2. 1 8. 3. 8 75. 4. 8 6. 5. 20, 
6. 60, 4. 20. 8. 6. 9. 14. 10. 18. 
TRS 111. [go ४५५ ] 
1. z=9,y=6. 2. ७१-95, y=9. 9. 2356, у = 30. 
4. ४० b. š. 6. š. % x. 8. +. 9. 9X. 
555253 — 1607 
10, „/94 b Г) 11. afl (1 n 0) N 15. 9. 
AnS 113, [9 ४६ Y 3 
| 96. O. [ ६१-४६३ ] 
विविध प्रश्नमाळा [go ४६४-४७८ ] 
I 
1. 1. 2. 0. 8. 5b(a+)). 4. 952 - 42% +- 5y". 
ao ab 
5. (+ D 
› п ° 
1. 91. 2. 422 — 6x n 1. 8 . 19. 
4. T? = 82 + 9, 5. i. . 6, 11 
ITI 
4xš 
1. = 80 2. 1-z* ` 3. (a T b m 80)(a -- b + 8c). 
4. 2-а Б. (2-10 902-3). e+). 
(z— 1) — 2X - 3) 6. itd 
1. $. 
, . IV 
2 
1 V 2, हक ११०4-८४-१०, 8. (i) (z--1?(z-1); 


(ii) (at 1Y(a — 1)(0 + 1(b — 1). 
° क. m=a2b у=ађ?. 


6. —7. 


5. (64z* — 72982 -- 9), 
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उत्तरमाला ५२१ 
V 
. 1. з 2. а%(ф—о)+1%(о— а) +с3(а—5)= —(b—cXc— a)(a— 5). 
3. Эа? +8) 4 x 4 Ju 
a(a* +27) ० ЖУ का उमर 6. &%&758, ४1, 
VI 
& & 
1, 1. 2. b?-a? + 5 - p 8. c*-r(a—b)z —ab. 
5x? —45—8 
I huh — 7. s-3 y-5 aT. 
VII 
1. 9:5, = Sry, 2. ae" te? tati. AE + EA 
ах ее 
5. 7. 7. 80, 198. 
VIII 
2. (i) (b-- e— аЬ --o— 5a) ; (ii) (c 2y + aga) 
T 
8 ub 5. -& 6. 922 - 897 + ६७ 4. 
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(a — b+ c)(b + o — ay 
t=T}, у=8%, 2=11, 


IX 
= Row 3. (a-b+1(a"+b"+1+ab-a+b). 
6. 6. 2=16,0=4. 7. 8 बजके 974 मिनट । 

X 
94° + 45? + 9c? + Gab — 606 -- 966. 2. ४१+-28+ 8, 

s 72 
{а+Ёа+(а-Б{(а-Юх+(а+. 4. SL в. 90 दिन 
XI 

; (i) (а@+Ь—о—@(а—5+во—@); (ü) (+у—5)(а—у+а+1), 
3 
== | 4 ш=у=з=1. 5. ७९-5४ 7५४१, 
480, 16 फी शि. ; 90, 18 फी शि.॥ 
1, - 2 

XII 
0. - . 8. (i) (४- 0(४-96+ 9) ; (ü) (z+ a)(z + b+ c). 

i 92 —1. 5. 20. 6. 10. 
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XIII 
0. 4. 0. 5. 90. 6. 1. 
XIV 
a+b. 4 т=%(да+Ь+о), v=3(a+92b+ हो, з= (2+0 + 2c). 
é 
чі 6. (a? + 86% + 867)? – at. 
5 f« 27 Б 
5 1 
_2®+8_ . ez 35. 5. zr 
4. 8. stoti 4. 9ш = 
4, 7. 54 AI 
XVI 


8. (zy-rabY(ay? + 5*2). 


97 9243. 5 
पहले मिलावट में $ हिस्सा शराब, व दूसरे में $ हिस्सा शराव । 
XVII : acs 
: w? — 2a 
д? + x= + 1. 2. nn =) 1). 9. 72. 6. gs? + 5z —3 0 
XVIII 
(i) (72 — 1X9« — 5); (ii) 2(a — c(1— ac) ; (iii) 9m*n(m + я). 
1990. 4 atbte, 6. 2=9, у=4, 2=6. 
ХІХ 
ac — bo — b? +47, 8. mq: np. 
XX 
dy 07 & - (a? +b? +o? Fab boca). 6. ०=८, 
अथवा = atb, > =bt0 ато , atb. 
vds 9 oum 2a0'" ав" 9б 
क्रमराः 4 q 3 सील घन्टे में ; 32 मील। 
XXI 
(a — b)(a + 3b — 2c). 6. 22-2+3. 
XXII tr 
1090 491 4. w=b+c, y=ate, 270b. | 
XXIII | 
2.422.442 | 
(82 — 21 — 3) (4 - 1) abt bc + ca/ | 
XXIY | 
g= а, y — b, Z7 C. c 2. 54, 8 1, 108. | 
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UNIVERSITY MATRICULATION PAPERS 


ALLAHABAD 


1934 
1. Factorize: (i) a*(b--c)--b* (c-t- a) 4- c* (a-- b) -2abc ; 
. (ii) 305° +97æy—28y° ; (iii) (batay)? -- (az — by)*- 
2. (a) Simplify = ова акай 


a? 
(@—b)(a—0) * (6—<)(b—a) e-a- 
(b) Solve — 8y--4z — 3zy, 2. + y =7. 


$. Atan clection there wore two candidates A and B. 3 of the electors voted 
for 4 who was elected by a majority of 200 over B, while $ of the electors did not 
vote at all. How many electors were there altogether ? 


4. A walks at tho rate of 4 miles an hour and rests for eighteen minutes at 
the ond of every hour. ‘Iwo hours later B runs at the rate of 6 miles an hour. 
Find graphically when and whore they will meot. Find tho equation of the 
inclined portion of the graph between the first and second haltage. 


Or, Draw the graphs of the following straight lines : 
(i) 4e-y=10; (ii) 22-४६; (Ш) ७०8; (iv) у=2. 
Solve graphically the first two simultaneous equations. 


Draw a straight line which cut off intercepts of З and 4 on the axes of z and y 
respectively and find its equation. ( The same units are taken in all cases. ) 


19835 
1. Faoctorizo: (i) (2x—89) --(8y—5)?--(s—92)? ; 
(ii) ०१(७-०+४७१(०-०)+०९७-७) ; — Gü) ४१- (a+ i ) 


: 5 9 . 8 
2. Solve: (i) c. cud नत (Uu 1+ = 29; uL =11, 
3. Tin appears to lose one-seventh of its weight whon weighed in water. 
Lead appears to loso one-twelfth of its weight under the same conditions. An alloy 
of tin and load, which weighs 270 lbs. in air, appears to weigh only 240 lbs. when 
weighed in water. How much of each metal does it contain ? 


4, Explain clearly what you understand by the graph of an equation. Draw 
the graph of the equation 3 +4 =1 and measure its intercept betweon the two axes. 


í 1936 
‚1. Factorize ६ 
(i) z*--4; (ii) az*-F(a* tieta ; (iii) a*(b—c) 4-b* (c- a) - c* (a— 0). 
8 9 "E (ii) c-r 6y—3..... (1 
2. Solve: 0) а) 85-83 oti” TEH = 6y/............ ( 


2 
5a+6y—4s=24.....(3 
B in number between 10 and 100 is eight times the sum of its digits 
and 48 be subtracted from it, the digits will be reversed. Find the number. 
1600 of work in 6 hours and B in 8 hours. Find by means of 
a igh Pes a ee would take in finishing it working together. 
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me GY =0. 
1. Solve: (i) e+y=52y Gi) стт arn 2+8 et 
92 —997192xy ; 
9. Faotorize: (i) 2*—982* +297; 
(i) z*-Fz-z +0". 
8. Асап reap a field in five days less 
can reap it insix days; findin what time ea 
the double result. : 
7 i hour ; anothor 
. A train leaves Calcutta at 12 noon and trav els 80 miles an 1007, 
train eaves at 9 P. М. and travels 40 miles an hour. Find graphically when and 
where the second train will overtake the first. 
1988 
1. Faotorizo: (a) z*—4zy--49* —1. (D) 861 — b* +27c* + 18abc. 
(с) (z--y -zY(xy-- ys t 2x) – 202. š 
2.8 . 3,5 . 5,8 w ,c—l1 2 
2. Solve: (a) ZF y= 18 49,7 श ste 81. (DE epum 23 
8. A number of three digits remains unaltered when the digits aro reversed. 
The sum of the three digits is 17 and the difference between tho first two digits is 4; 
find the number. š 
4. Solve graphically the equations: 2=2у+ 5 and Sa—4y=22. 
1939 
1. (a) If (2- Ji =8, find the value of ७" + E 


(D) Factorize: (i) a‘+4b*; (i) z° +427 —112z— 980. 


Tue 2 2 ek 
2. (a) Simplify 8578 07—428 oa 
(©) Find tho square root of 6 +20 rat 


9 ` 
[ The question seems to be wrong. ] 


(ii) ७१८१(७-०)-- c?a*(c—a) + a? * (८-०); 


d if thoy work together they 
Lee cie the field alone. Explain 


5 9 4 
3. (a) Solve 575+ 1758 ise 
(D) A boat goes upstream 30 miles and downstream 44 miles in 10 hours ; it 


also goes upstream 40 miles and downstream 55 miles in 18 hours. Find the rate 
of the stream and of the boat. з 


4. A man walks to a town at the rato of 3$ miles por hour, rests there half- 
an-hour, and rides back at the rate of 74 miles per hour. The time occupied is 
4 hours 10 mins. Find graphically how far he has walked. 


CALCUTTA 
1944 


Compulsory Paper 


1. Either, (a) Factorlze.c*--4z* -- 19. Ў 
(b) Find the H. О. F. of 2° +82' —9z+5 and z3 —– 195-80. 


Or, (o 7६ z=a+ L and y=a — L 1 find the value of gt 4-३९ —92*9*, 
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(d) Xi 2s=a+b+c, show that 
3? -- (s—a)(s— 0) + (s— b) (s — c) + (5— c) (s — a) 2 ab -t- bet ca. 


2, (=+9)(=-+3) 2+5, 
(a) Бона (та) ate 
(b) Xt $ = M - q : show that (a* -- 0? --c?)(b? +o +d*)= (ab+be-+cd)2, 
j 8. Hither, (2) Aman who went out for an evening walk between 5 and 6 
returned between 6 and 7 and found that the hands of the clock had exactly changed 
placos. When did ho go oui? 


Or, (b) A person bought on article and sold 15 ata profit of 6 percent. Had 
he bought it at 4 por cont. less and sold it at Rs. 2. ба. more, his profit would have 
been 19 per cent. For how much did he buy it? 


4. Draw the graphs of any two of the following :— 
(a) ४3२४४ (0) у=т; (9 E+ r =1 
Additional Paper 


1. Hither, (a) Find the sum of the first % terms of a series in arithmetical 
progression. 

(b) A man undertakes to pay off, by monthly instalments, a debt of Rs. 650 
on which no interest is charged. He pays Rs. 20 in tho first month and continually 
inoreases the instalment in every subsequent month by Rs. 10. In what time will 
the debt be cleared up ? 


Or, (c) Solve 1+2= 


(d) If a,b,c be in arithmetical progression, and z, g, s in geometrical 
progression, prove that ७११९0 s=], 
2. Either, (a) Find the sum -of the first n terms of the series 1X2--2x8 
+8х4++4х5+ ५९९००० 
(b) Prove that the arithmetic mean of two positive numbers is greater than 
their geomotrio mean. 
Or, (c) Shew that — (a? — bc)* + (b* —ca)* +(c* —ab)* — 8(a? — bc)(b* - ००) (०१ —ab) 
= (a? --5* 4- c? - 300)”. 
(d) Find for what value of n willi6z*—924z*-F4lz'—nz-F16 be a perfect 


Square. : š | 
Ч 8. Draw the graph of a +e E 
| 1945 
: Compulsory Paper 


1, Either, (a) It a+b-+c=15 and a*+b*+o"=77, find the value of ab+bc+ca, 
(b) It ab+ णत 0, show that 


1 ir. 
a bet b —ca Tab 0. 


3 1 
Or, (c) If (७ + š ) =8, find the value of &* + 
(d) Find the H. C. F. of 22! —2—1 and 9z* -- Tr -- 4. 
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2, (a) Factorize a*(b—c)+ b*(c—a)-- c? (a — 5). 
a € ai-kab--b* a?—ab-b* 
(b) If — = prove that o req o'—cd-+d" 
o numbers is 16225 and the quotient when 
allor is 81. Find the numbers. 
d 5 o’clock will the hands of a watch be at 


з. Hither, (a) Tho product of tw 
the larger number is divided by the sm 

Or, (b) At what time between 4 an 
right angles to one another ? 

4, Draw the graphs of any two of the following equations :— 


(a) ४2-४9, (b) +4 =1 and (c) 712—339 21. 


Additional Paper 
1. Either, (a) Find the sum of the first z terms of the sories 
a+ (a-+b) + (a+2b) + (a-- 85) 4- ------ 
(b) If 2, yand s be respectively the sums of the first р, 0 and z terms of 
a series in arithmetical progression, prove that zgr(g—7)--yrp(r—) + zpo(» —9) =0. 


Rune yo Ee EM yt qua gti 
Or, (c) If फ्री ЕЕ ry 1, shew that ЛЕНЕ Н ЕУ 0. 


8 вашу (5४) (Eas) ($2) Gets) (5 +) 


9. Either, (a) Find the roots of the quadratic equation ax*+2bz-+c=0. 


(b) The hypotenuse of a righi-angled triangle is 19 inches. Find the 
length of each of the remaining two sides if their sum is 17 inches. 


Or, (c) Express (x— 2a)(z—5a)(z — 8a)(z — 116) --816* as a perfect square. 


(d) Prove that (x-+y)(x*-+y*)(x‘ Fy) jo + ys ot =y, 
: 2—7 

8, Draw the graphs of у= х? and y= 922—1, and determino where they meet, 
„1946 


Compulsory Paper ; 
1. Zither, (a) Express a*--2ab —9bc—c? as the difference of two squares, 
pli TESTE c-k , cta—-k ad b—k 
(0 Simos аа о) (5-9 6—a) T (e—a)(6—) 
Or, (c) Ifa+b-+-c=0, show that a2—bc= — (ab--bc--ca). 
(d) Factorize (z--1)(x--2)(c-1-8)(&2-4) — 8. 
2, Either, (a) It a+-b=2c, show that ac re 1, 
४-०, ७-०, a—c E 


(5) Solve EG T Fr + arb £28. 


Cr, (с) Find the H. O. F. of 2%—1 and z^—1. 
a 
(४) 7 == हू prove that (a7-+c*)(b"+d")=(ab+-ed)?. 
3. A number consists of two digits ; the digit in the tens’ place is twice the 


digit in the units’ place; if 86 be subtracted 1 
inverted ; find the number. tom the number the digits are 
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4. Draw the graphs of any two of the following equations :— 
(a) y-22=7; (0) y=5; (टो z=6y. 
Additional Paper 

1. Either, (a) Solve the quadratic ах? +bz+ c2: 0. 

(b) Apply the above formula to find the roots of :*—9 ,/8z—18=0. 

.. Àre the roots freo from surds though the part of the roots arising from 
~b? — sac is not a surd ? If not, why not ? 

Or, (c) Find the square root of (2 +2) P 4+ i) I +19. 

(d) Solve J/z-F3-- Jz—9=5. . 
2. Either, (a) Find the sum of » terms of a sories in geometrical progres- 


sion of which tho first term is 6 and the common ratio is r. 
(b) The sum of s terms of an A.P. is 40, the common difference is 2; 


and the last term is 18. Find 2. 
m 


Or, (c) Find the meaning of a™ where m and n aro integers only. 
(d) Ii l, m and z are the pih, the ath and the rth terms of an A.P., prove 
that 70 —7)--m(r —5) --n(p —4) =0. ; 
3. Hither, (a) Draw tho graphs of y—2*--3z, and ४-2. Hence find the 


roots ४? --3z--9 2 0. 
Or, (b) Prove graphically that the expression z*—9z-F4 is positive for all 


real values of z. 
1947 


Compulsory Paper 
ü वि a*(b—c) b*(c—a) as 
_ 1. Either (i) Simplify (b-Fa)(a-Fo) MOI DID 
Or, (ii) If x =, find the =e of zie eiD, 
f 1-41 8g vais 
2. Ийт, (i) If TESTES नल prove that a*-+b? =2c 
A a b atb. 
Or, (ii) Solve ref SE ; 
8. Hither, (i) Find the Н.С.Е. of 62° +2 —15у* and 21z* 4- 4173 4-10y*. 
Or, (ii) If 5 = T » prove that xyz(a+y+s)? = (xy--yz- 22). | 


4, Hither, (i) Faotorizo 4(a%+2a-+5)? --17(z* -- 2: - 5)(* +6) - 4(z? --62)*. 


ii age of a father ten years ago was thrice the age of his son; 
ten yes тве ता asa age will be twice that of his son. Find the present 


age of tho father. eek he diis 
of the following equations : 
i (ap 2 (0 2.910, (c) Qn By, 9 
Additional Paper 
1. Solve:the following two equations :— 
(a) &*—2,/172—8-0. (b) z*—10z--8-0. 
Distinguish between the roots of the two equations, and try to account for 


tho difference. 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Sl -O oM wama 


vi Digitized by Arya Samagheyngrtatirenennai and eGangotri 


1 1 ( 271 ) +1. 
Or, (c) Find tho squaro root of G + 3) +6 c vA ) 2- = 
(d) Solve „/2+6+ »/४- 2५. 
2. (a) Draw the graph of 5z* —10z +9. ; 
(b) Trace the path of a point which moves in such a m 
abscissa exceeds twice its ordinato by 5. Sapaq 
Or, (c) Solve the equation z* —6z+8=0, by drawing the grap Au i a 
8. (a) The mth term of an A. P. is, and the nth term is т, Und the 2 
term ot it. : = 
(D) Find the sum to % terms of the Geometrical progression 1+8+9+ 2110 रूब 
—— 
i amit GP 
Or, (с) Simplify { aJ&* | * 
(d) If a, b, c be in G. P., prove that a+c> 2b, where а, b, c aro all 
positive. 


anner that thrico its 


1948 ; 
Compulsory Paper 
1. Either, (a) Faotoriso a* न: b* - c? -- 3600. 


ota cb 260 , 
(5) Find the value of a RT when 2= 7 


Or, (c) Find the Н. C. F. of 32" --19z--10 and 92? +1827 + 98z-- 18. 
soa, Labeo , Deka) | latd, 
(d) Simplify द-श७-०१७-१७-० ७-०७-४ 
E СТЕ МИИ 
2. Either, (o) If bxc-a ota-b atb—c 
find the value of (b—c)z+(c—a)y+(a—b)z. 
а T eee त 
(0) Solve SFI oF sł sti 
Or, (c) Ita-- $ =1 and b+ -1, show that c+ 2 =1, 


a.b a*-rab--b* _ a. 
(d) I pie ou show that DAN ULM 
8. Either, (a) A gencral can arrange bis men in a hollow square 5 deep. If 
the total number of men in it be 1900; find the number of mon in the Iront OU! 


Or, (b) Find the time between land 9 o'olook when the hands of a clock 
are at right angles. 


4. Draw the graphs of any two of the ions :— 
E (a) ४४-८7. AY eee А 
Additional Paper 
1. Form the two quadratio equations of which the roots are :— 
(a) 2+ NT and 3— J7. (5) J7+2 and J7—2 respectively. 
Distinguish between the co-efficients of the two equations and try to explain 
the difference, 


` 
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1 Or, (c) Find tho Square root of z* — 2253 + (6? --95c)73 — 90525 + b*. 


2+ 2-6. 
(d) Solve FE + 218 =9, 


2. (а) Using the graphs ४८० and у= Sets d, solve the equation 32° — Sx — 9 0, 


Or, (b) Draw the graph of у=5х2+9:—1, Read off the abscissa where this 
graph is cut by y=8. These are tho roots of tho equation 627 +-22-४०0, Explain 
W. y. 


€ ` 


9. ( a) Find the sum of the following series :— 
2--54-8......159. 


(b) Fiud the arithmetio and geometric means of a and 5, 


(c) Show that tho arithmetic mean of any two real positive quantities ig 
greater than their geometric mean. 


Or, (d) Show that the recurring decimal "735 is equivalent--to..an 
geometrical progression, By summing it find its value, — x Ri 


DACCA 
1948 о, ied 
Compulsory Paper ^ : : * vox 
1. (a) Factorize any two of the following : aum 
(i) 125253? —642*3*. (ii) 2° -z*y* tyt (iii) (z—3)* - (1223)*, 
(b Divide 84% -- ७5 -- 2725 -- 18abc by 2७- 9-- 86. 
Or, (c) Find the Н. О. F. of zs +112—12 and z5+11z3+54. 
(d) Find the continuod product of abc, b+c—a, c+a—b, at+b—c, 
2. (a) Express (a* + b?) (७९ +d?) as the sum of two Squares, 4 
(b) Show that (2%— 1) -(sz—2) —3(2;— 1)(z—2)(z--1) is a perfect cube, ` 
8. Solve the following cquations : 
- _ =c G+1\? cH 
(० вто teratas ७ (ata, 


Or, (c) A father’s present age is to his son's present ago in the ratio of 7 to 8, 
Ten years ago the father was four times as old as the son, Find their present ages, 


(d) Solve z4-y—7 ; 22--3y 18. 
4. (a) Solve graphically у=4= 3 2+y=5. 
> Or, (5) Find graphically the value of 2+ 6 when & प, 


Additional Paper 
L (a) If 2 (७-०+ Z (c2) £(a—2)=0, 
show that a (y—2)4- 5 (४-०) + 5 (४-9) 50. 
Or, (b) Extract the square rootof z+ i T श्‌ Na+ Fa) + H 0 
1 1.1.1 
arbre a bto 


(c) Solve the equation 
B—84 


T MAC 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


yiii Digitized by Arya Samaj MRO ла and eGangotri 


2. (a) Find a formula for the sum to n terms of an A. P. of which the first 
term and the common difference are given. 


(b) The sums to the first p, 9,7 terms of an 
Prove that 5 (a—r)+ š (r—p) + = (p—g) =0. 
` Or, (c) It a be the first term of a G. P. 


product of the terms, show that P= (०)*. 
8. Solve graphically the simultaneous equations 
(1) ४०९4-४०-18, (9) 924-918. 


| 1944 


Compulsory Paper 
1. (a) Divide x° + by 2+7 and from the result write down the quotient of, 
(nrg) 4-275* by ४+४+ 38. 
Or, (5) Find the factors ої: 
(i) 162°—40zy+25y°. (ii) 4(zy—ad)? —(z* Fy –а° – 0%). 
2. (a) 1t LET 3, find the velue of 4z-- Ty : 9z--9y 
(b) Find three consecutive numbers whose sum js 114. 


Or, (c) А person sold 5 hens and 2 ducks for Rs. 8 to one buyer and 2 hens and 
з ducks for Rs. 6-8 at the sume rates to another buyer. Find the prico of each. 
8. (a) Prove that the product of any two al gebraical expressi is 
the product of their Н. C. F. and L. C. M. ° पप ees 
(b) Find the D. C. M. of 6z* —62—6 and 4z* - 2° —9. 


Or, (c) Solve graphically 82—у=5; 4z+3y=11, 


Additional Paper 


72: 5 
1. (a) Solve छू da-8 7 


A. P. оте a, b, c respectively, 


of n torms, 1 the last term, and P bo tho 


` (b) Bind th zy m y. 
(b) ७ square root of बकवा tie us 


Or, (c) Assign a meaning, with reason, to 67 and ६० ०९, 
Simpli z" mins (grim fol) linn 
(d) plify (&) x (zr) x (5) [ED 


2. (a) Find with i $ 1 а } 
Or (a) Oe out assuming any formula the sum of the series 4+-7+ 10+ 


(0) The first term of a G. Р. | 
infinity 1350. Find the series. pr nr aod Бу % and, tho ваш to 


Or, (c) Find the sum to.» terms of the series 1.9--9.8 + 9.4-- 4.5 cess 
(d) Show that the sum of the series 1--r--r?---« to infinity is ——if r b 
numerically greater than unity ? 1 тру БЫ 
8. (a) The sum of the squares of Р 
акаа q व of two EEG odd. integers is 290; find 
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E) BO dietas Ма-а ea) Prove that bz" —az-+b=0, 


1945 
Compulsory Paper 


Ste aitab ph да — 36? 
1. (a) Simplify a dab тра, x 28 P 


Or, (5) Find the remainder When z* 4-952 +42+12 is divided by 2—9, 
2. (a) The figure given represents a square ] 


2 5 2 foot each жау, 
In which four Squaro tenks have been dug, cach m (i) Find 
ina (factorised) form suitablo for caleulation ing the 
tanks, (ii) Calculate the area when p= 146 and १२27, 


I arrange them 

in this Way theroare 25 boxe ty to arranga 

them, thorefore, with one box less i 5 1 boxes ovor, 
Ow many boxes are thoro 9 


3. (a) The incomes of 4 and B ara in the ratio of 8 to 9 and their expenditurag 
aro in the ratio of 5 to 3. Bach saves Rs. 1,000 a year ; find their yearly incomes, 


Or, (b) Find the greatest common measure of I 
& -Fg— 6, g? +92-10, 2१ 4-१ —ӧх—9, 


: TC 
(с) Find the value of CET art = 


year and determine from it 
(i) his initial salary and (ii) the salary ho should receive for his 4186 year 
Or, (b) Taking one inch 88 unit (1) draw the graphs of &-9२०0 


1—1-0 and 
32+ 8y=6 and (2) find the area included botues. them, र 


1946 


Compulsory Paper 
1. (a) A box contains 19 dozen oranges of which 24 are bad 


с * How many goog 
ones may be expected (i) in 96 oranges and (ii) in z oranges ? 
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८5८6-७0 bla—b) 2. 

2. (a) For what values of b and с is 2x°— Se7+be-+-c divisible both by 2—1 
and 2—9? ae 
(b) Show that z+? and ४-9 are factors of the expression (८०-20): 
+ (923 -py*y . an 

3. Find the area of the star-shaped figure in the diagram below, à an 
being the lengths of the respective dotted lines. 


Calculate the value of the area when a—8" and 63२80 and interpret the result 
when a=8" and 8००५६”, 
4. (a) Find the Greatest Common Measure of 
z* —52?--0z—9 and 2° +2*—82+9. 
(b) Find the value of 
аа. T छ +a) ү ablo*d), 
a—b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b) 
5. (a) Ita: bc: d, prove that 
a+b: a—b cd :c—d. 
(b) What number must be subtracted from each of the numbers 7, 10, 19 
and 81 in order that the remainders may be in proportion ? 


6. Draw а graph to show the connection between the sale and cost prices of 
certain articles on the assumption that they are sold so as to make a profit of 200. c. 
From the graph find the cost prices of articles which are sold for 9as., Re. 1-8 and 
Rs. 2-10. Also find the sale prices of articles which cost 10as., Re. 1-9 and Rs. 2-8 


1947 
Compulsory Paper 
1. (a) Resolve into асаа : (i) – a —9T7b*, (ii) 27%? — 8y* — 6&— 19у. 
(8) Simplify 2'—7z--19 c!—z—19 


2. (a) Find the value of c, во that z*—10z*--81z— 
by z—2 and z—5. 912—c may be exactly divisible 
2 8 


b) Bolve th ae S 
(вате wreleduasion z-a zta i-a 


3. (a) Find the L.C.M. of ८१७-८७१, a*--ab—90*, and a* —ab5 —95* 
(०) Find ihe Н.О.Е. of 92*—4z3 —6z and Boe 92. à 
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4. A porson starts walking from a certain place at 5 miles per hour. Draw 
the graph of his motion and determine from the graph the time taken by him in 
covering a distance of 193 miles. 


5. (a) Ifa: bc: d, show that 84-20 : 4a-- 5b 8c-- 9d : 4c+ 5d. 


j (8) What number must be added to each of the numbers 8, 5, 7, 10 to 
give four numbers in proportion ? 


6. (а) Solve graphically 22+ 8y=4, 82—9y— —7, 


(b) Find a fraction such that if 1 be subtracted from the numerator, the 
value will be 2 and if 6 be added to the denominator, its value will be š. 


1948 
Compulsory Paper 
i. Hither, (a) It z+ = =4, find tho values of z*---L and gpl. 


1 
Bo 
impli = Ела Catan पअ प 
Oe аа) 65 od DN 
2. Either, Factorise ЖА Pech Е 
(a) 5z*—7z—6. (0) ७४-१४ enin cA पुऽ) Er 

b +b b4- F, NON kul २४४०१४३१८० 21) = 14 ff 

Or, (Q it $ = 3 = d : prove that Geb PAN С ДЕРШЕ. ya 


b c Чы с ~ 
р т ptg rs > पसतकात“ 
(d) 1t g ^ 5? Prove that Ро ИЕ: n 


> rers A 


E 8. (a) Solve (i) 53 HA पे और (ii) PII HELD Eo guo, 
r? 


(b) 3 of a post is under mud, 4 of its length is under water and the part 
` that stands above the water level is 9 ft. long. Find the entire length of the post. 


4. Hither, (a) Find the H. C. F. of z?—32-4- 2, 39%" —95 —8 and 92% —92-r-10, 
(b) Find the L. C. M. of 19(z? — 4% +3) and 16 (z* —52-4-6). 


x < Or, (c) Draw the graphs of the equations :— 

nei (i) ४८.-8४- 12-50, (ii) 52—4y—20-—0. 
PATNA 
1981 


Eit impli ०-० ८-८ a—b 
1. her, (a) Simplify аз—(Б—с)* + G=): + Fr ry) 
Or, (5) Prove that (००--०५०--८४) १८ 4(a*c*-Fb*c*-Fc*a?), ifat+b+c=0. 
Eil : 1—10z—11z*-r6z* 
her, (c) Reduce to its lowest terms ihe fraction, 


14+ш-+14х*—8ш* * 
Or, (d) Show that, if the four uantities, 6, b, c, d are proportional, then 
(a+b+0+d)(a—b-c+d) - (a—b--c— Hat b—c—d). 

' : 2. (a) Solve, by completing the square, the equation 77? 2-192 —9. 

M (b) Draw the graph of y-F8z--2—0, for values of = from @=0 to ४२-4६ 
: ii and by the aid of your graph, obtain the value of z, when 9:8. 


d 8. Hither, (o) Find the square root of nf dnt 4-421953 dole 
E. 
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i ito directions, meot in 
, 40 miles apart, walking in opposi in ath of 
6} ae CR नन them had doubled his pace, they would havo met in 3 
the time. Find their respective speeds. š 
; 1931 (Supplementary) 
1, Either, (a) Factorize a°(b—c)+b*(c—a) +c3(a—b). 
Or, (b) If 85६१-४० y=b*—ac, £= c? —ab; show that 
= az 53y--cz— (a-5-- c)(z-- y - 2). s E. 
Either, (c) Find the Н. C. F. of 95? --92?y— y? and 4z* Fey 0२ 
tiem 1 1 155. 
Or, (à) Simplify z-— eu а? mr TŠ c? —5xz--6 
2, Either, (a) Solve, by completing the square, tho equation 15”°—28=a. 
š z 
Or, (b) Find a value of ш so that 162" — 40+ 252° — 90z3--90, may be a 
perfect square. 4 | 
(c) Plot the graphs on the same axes of (i) у=32+9 ; (ii) y+1=4% ; from 
2=0 to s=4 and find from the graphs the value of z and y where they intersect. : 
з. Either, (a) Ii $7 <= 5. show that f 
- (0? -- c? -- e?) (0* -- d? -- f?) = (ab 3- cd -- ef)". 
Or, (b) A man and a boy can do in 15 days ७ pioce of work which would be 


done in 2 days by 7 men and 9 boys. How long would it take one man or one boy 
to do it? 


1932 
1. Either, (a) Find the continued product of 
z*--z--1, 53-0 —1 and z* -- 22१ --z? --1. 
(०) Find the Н. C. Е. of 10z*--11z?--9 and 6z?-r5z*-r9. 
Я 0 mtn =) ntl gi ym 
Or, (व simotty (ङ) X) m) Y% 
(d) Find the L. C. M. ot + 
£* —4az--4a*, z(z— 9) - 2a(2a— 9) and z* —4* Y 4a3 —4a*, > 
2. Hither, (a) Find the value of z* --y*--s* --92y--992--9zs, when s=a+b—¢, 
yzbTc—a,s-—cta—b. 
а с е 3 -- 801-463 а? 
(5) If $ = a - f' show that उ 257 Y: 
Or, (c) Solve graphically the equations 82+2y=5 and G2—9y)=8. 7 
(d) Find a so that 4z* +195" --95z?--az--16 may be a perfect square. 
8. Either, (a) Solve, without assuming any formula, the equation 
Bei ue 
2-5: 2—8 ^ 


Or, (b) Five years henco father's age 


will be 8 ti 9 
ago father was 7 times as old as his son. Bere eens nee. апа siyar 


Find their present ages. 
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1933 
1, (a) Resolve into factors 
` (i) (02—02) (0° — 5?) -4zyab ; (i) zy—y*--5y—82—6. 
Or, (b) Find the Н. О. F. of 4z3—192—8 and 62९ —24z? 2-802 —12. 
: š 1 1 1 
" (c) Simplify a3 — оар when ab --bc-- ca — 0. 
; 2. (a) Solve, by completing tho square, the equation 5z* — 32-७5 8) -- ५६ 
(b) Find a so that z z*—8 х + š ४--30॥10- Е +1 may be a perfect square, 
Or, (c) Show that 9(a*--b*--c*) = (a? --b* -- c*)?, when a-4-5-- 02:0. 
8. (a) Draw, with the same axes, the graphs ०! 


Ф (i) y=42; (ü) 22+y=18; and find from the graphs the point where 
í thoy intersect, 


E Or, (१) 4. man rows 30 miles down a river in 6 hours and returns in 10 hours, 
‘ - Find the rate at which the man rows and also the rate at which the river flows, 


1934 
1. (a) Resolve into factors : 
(i) z*—322*--4; (ii) 90१८१ +9०१७९ +207)? —a* — 5* — c*, 
Or, (b) Find the G. C. M. of 823 —242* +16 and 22*— 5022-190: — 79, 
2 a2 2 
(c) If (a+b+c)*=8(ab+dc+ca), provo that etu फैन 
Or, (d) Find the value of a so that. 


4z-- 8x3 + Az 3p Ag +a? 40 may be a perfect square. 


2. (а) Solvo, by completing the squaro, the equation 192? +56z—955= 0, 
(b) Using the same axes and unit, draw the graphs of 


š -~ (2): 2—8; (2) = 2-52, between z= 4-2 and a= —9. 
Г, Hence, show how to solve the equation = = +=, 


Or, (c) A traveller walks a oortain distance. IE he had gone 2 miles an hour 
- faster, he would: have taken 3 hours less timo ; but if he had gone 1 mile an hour 
slower, he would have taken 3 hours longer. Find the distanco. 


SLES 291 Е = 
carca = TET 2 a= F find the value of 


~ (9-r)z+(—p)y+(p—g)z. 


8. (a) If 


implif bc ca ab 

Or, (b) Simplify (b—a)(c—a) + 6-8] (G=) T (a— ने७>न' 
क NUS 

РІ `. 


f 
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1. (a) Find the L. C. M. or G. O. M. of 
160° +54; 162*--365°-+81 and 82 — 942° +862 —27 


(5) If 252 a-T-b-- c, prove that 
(2as+bc)(2bs+ ca) (2c5-- ab) = (a +b)" (b+ c)?(c-+-a)* 


A 2452) 7*5 | ४०५०१ 2422) ९५ 
š. F (c) Simplity ( | ( ) а ४ 
v Or, (d) Find the value of а? -Fb!-Fc3—8abc, when atb+c=9 and 


ab-- bc са=96. 


2(6--& 
2. (a) Solve, by comyloting the square, the equation $ +62 ( 15 ) 


(b) Draw, with the same axes, the graphs ої 
(1) 92+89=7 ; (2) а—9у=0; 
. and find from the graphs the point where they intersect 
j Or, (c) Solve the equation s+a=y+b=s-+c, az+by+cz=2(ab+bc+ca) 


3. (a) Find the square rootof 20-92 t+ 6rd + 190 ®--42°+4, 
Or, (b) A number consists of two digits. The sum of the digits falls short 


) of the number by 54 ; if the digits be reversed, the number exceeds theold number $ | 


| शि; find the number. 


[зт ; 1986 
1. (a) Find the continued product of a--b--c, b--c—a, c--a—b, a--5—c. 
Or, (0) Factorize (i) (z—1)(z—9)(z—3)(z—4)—190 ; (ii) =° —3* -8y* —8y-4-1. 
2. (a) Find the H. C. F. of 
92* —'Iz* -F192* —'12-- 6 and 92* — Ty" + 162 — 172-19. 


IAM M CR t Сс] 
3-3] СЮ AES) 
8. (a) Solve the following equations : 

()762-1)—16-5-2-00-2); () S47 12 54.1 295 


Or, (b) Simplify 


Or, (b) Extract the square root of —+ 2, — = +2 re 


4, (ап = t 
(a) bto cta arb २०-20) yts-c s+a—y aty—s 


(b) Without assuming any formula, solve the equation 
2 --105z-r- 200020, 


CG-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


"РУ आक 


#एश्७ ० शक्षाएजिमएमएर ५६१४५१४०७७॥७३४४१४४०६९३७७६४४ xv 


(a) The temperat t м. . "given by ; 
following table perature of a room from 8 A.M. to 4 P. M. is ‘given by the #6 


055002000 


Tef 


809 


8 A.M. 


— 


9 | 10 | 11 | 12 |1Р.м.| 9 


780 820 


66° | 88° | aD | प्रा 


74° | 76° 


Represent the above graphically and read off the temperature at 10-80 A.M. : E 


Or, (b) The sum of the two digits of a number is 10 апав бсре. subtracted 
from the number, the digits are roversed. Find the nubes ननि 
Ai a mu 11०9४ 


1937 (Supplementary): S 


у зод Se у, 
1. (a) Multiply af +08 408 abo? tasot +- 6०१६५ а ЕЕ 
Or, (b Simplify 2-[2-(1-(1- C1xa)]. हे 


2, (a) Find the greatest common measure of Nas n 5959 1 
4° --10z — 6 and 82° +-19z7—198x +60. m E 
Or, (b) Find the value of z? + 9१ +-4(७-9)*, when ८4-४4 and ay=6. c 
2 a 
8. (a) If a: 5::c:d, prove that 2 ар s £N 2 री 


Or, (b) Find the square root of &*न- 2&न-620न न 2 +92; 
| 5. 8,4 19 ' š 
^ 4. (a) Solve the equations = + y =] = + y E 2 3 

Or, (b) Find the value of z in the following equation atti T hg 


5. (a) Find the length of a pole in a tank one-third of which is in mud, and ` 
one-fifth in water and 14 ft. above the level of the water. 


; (5) A man walks at the rate'of.3 miles an hour. Construct the graph ‘of 
his walking, and find from it the distance walked by him in 5 hours and 45 minutes. : 


1988 (Supplementary) 
1. (a) Factorize: (i) z*—92*--1; (ii) ab(1--c*)— c(a* +"). 
Or, (b) Find the L. O. M. of z*--2—6, z*--27—3 and g*—82*--9z. 


L “G 1 1 
2. (a) Bimplify a= (b x с)" + b*—(o—a)* a) zt PEE @ =H e 


1 1 
Or, (b) If bc+ca+ab=0, prove that саар 
8. (а) Solve 1021 — 692 — 45=0. 
Or, (b) If = sae evaluate (0—c)zt- (c—a)y-+-(a—d)s. 


-3 
4. (a) Simplify { Max 2s x war} ‚ Or, (0 Solve £ - У = i 8 
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5. (a) A father's age is three times that of his son, and in 10 years it will be 


' twice as great, How old are they ? 


Or, (b) If one cubit be equal to 1'5 feet, construct a convorsion graph for 
cubits an En “Read off irom the graph the number of feet that are equivalent to 


š : 65.1989 ` 

1. (a) Divide a*-r8b* —с° + Gabe by at+2b—c. 
Or, (b) If а+5+с=0, prove that a° —bo— 0° —ca=c*—ab. : 

2. (a) Find the L. C. M. of 89१ +27, 16z*--86z*--81 and 6z%*+5z—6, 
Ог, (Б) Factorize: (i) 2*—99z*-r1.  — (ii) х°—799у° 


8. (a) Simplify 


`. 


Or, (b) If a, b, c are in continued proportion, prove that 
ab: b? =b" +- 06 


^ X45 (a) Simplify { “Лх ag X rit * Or, (b) Solve €: M 42-0. 


5. (a) Find the fraction which becomes 4 when 1 is added to its deno- 
tor’ and $ when 2 is subtracted from its numerator. 


Or, (5) Solve the following equations graphically Sr 2 17 2४, 3у=9 +6. 


— UV 


1939 (Supplementary) 
1. (a) Find the continued product of —20@+0%, p?+nqtq* ` and 
Q'-—p'g'co* Or, (b) It ४5०१-४०, y=b"—ca; s=0°—ab prove that . 
aa t-by-t es» (a+ b+ c)(z-- y--3) š 


2. (a) Find the H, О. F. of 2*—8z3 —92*--195—8 and z* —7z-+ 6. 

Or, (b) Factorize : (i) a*(b— c) t 5*(c—a)--c*(a—2) ; (ii). x t229—a* —2ay, 
3. (a) Simplify. गळ्यात tHe Sate 

Or, (6) Extract the square root of J +0462 6l 47, 

4. (a) Solve 6z°—91z--898=0. Or, (b) Simplify Ó eT (ао) (дена) 


aa) * 
er exceeds one-third of the next’ greater 


5. (a) One-half of a certain integ 
integer by two. Find the integer 


. Or, (b) Solve the following equations graphically 32+ 4४95, 4z— зу= 0 


— 


CC-0.Panini Kanya Maha Vidyalaya Collection. 


Digitized by Arya Samaj Foundation Chennai and eGangotri P 


r S 
. ож ` Ho 
4 
p = SES ыз = 
n ५०९५९) जाओ sl > N m 
; as Са NIC 
ES ( तिथी Lee » N 
H C do d. 272 £i y; 
oq <. 7 р - 
“м = 


bu] = = LAE 4 
is 
WS Ili 
` ` 2 
prm > 
5 . 
2 BONA 
> Er ay ४७ 
ay <= » 


CC-0.Panini Капуа Maha Vidyalaya Collection. | R ud 


619५9 Colléction.: 


"ы 


~ *CG-0.Panini Kariya Maha Vidy: 


100 Jad". ; : : ; “ү 


үис К 


n. 4 

युत आ C чими छा; унт? пич जाल 1 
fa a जिसमें दो दिन का समय लगेगा। 
RS > seem : 
पावर हाउस जाकर कि तीन दिन के भीतर विद्युत आपूर्ति सुनिश्चित, 
а we नागरिक करने का विभागं ने वादा किय्ना है। qari  _ 
ато अधिकारी, के आ यासन पर रातः आठ वजे जामकरताओं न .. द्‌ 
क: लागा ने चुनार से जाम समाप्त किया। т कु 


ने लुट तभी लगभग अलग -अलग पत्रक दिये हा. 
व यी Ries 


1 5 L | [ `= 


मुख सचिव न कहा कि 
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